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Introducere

Introducere
� Algoritmii pot � clasi�caµi drept algoritmi determini³ti ³i nedeter-
mini³ti.

� Aceast  clasi�care a dat na³tere ³i la binecunoscutele clase de com-
plexitate: P ³i NP.

� O de�niµie simpli�cat  a unui algoritm este urm toarea: o intrare
(input) care este procesat  ³i transformat  într-o ie³ire (output).

� Un algoritm determinist este un algoritm pentru care rezultatul
(ie³irea) este acela³i, având acela³i comportament în orice execuµie
pentru o aceea³i intrare.

� Un algoritm nedeterminist este un algoritm care poate da rezul-
tate diferite pentru acela³i input, având eventual, comportamente
diferite la execuµii diferite (e.g. valorile variabilelor pot � diferite în
timpul execuµiei).
� Diferenµa esenµial  const  în aceea c  un proces nedeterminist este
in�uenµat de alegerile care pot � f cute sau de interacµiunile dintre
�rele de execuµie etc.
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Introducere

Introducere
� Un algoritm determinist trebuie s  rezolve (întotdeauna) corect o
problem  ³i cât de repede posibil (de obicei se cere ca num rul de
pa³i/operaµii s  �e polinomial în dimensiunea inputului).

� Exemple de algoritmi nedetermini³ti: algoritmii concurenµi ³i algo-
ritmii aleatori.
� Un algoritm aleator prime³te la intrare ³i o surs  de numere aleatoare
care îi permite s  fac  alegeri aleatoare în timpul execuµiei. Cel
care îl proiecteaz  încearc  s  arate c  se comport  "corect" pentru
�ecare input.

De�nition 1.1
Un algoritm aleator este un algoritm care în cursul execuµiei face

anumite alegeri probabilistice.

� Aceste alegeri probabilistice constau în generarea de valori ale unei
variabile aleatoare. Aceste valori sunt implicate în calculele pe care
algoritmul se presupune c  le face.
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Introducere

Introducere

� Algoritmii aleatori sunt printre cei mai cunoscuµi algoritmi de tip
nedeterminist, iar randomizarea a devenit o abordare standard în
proiectarea algoritmilor datorit  simplit µii ³i vitezei sporite.

� Acest tip de aplicaµii ale teoriei probabilit µilor în informatic  a
devenit frecvent in ultimele decade.

� În domenii precum comunicaµiile, criptogra�a ³i optimizarea dis-
cret  randomizarea ³i metodele probabilistice au devenit instru-
mente uzuale de investigaµie:

� Protocolul Ethernet folose³te alegeri aleatoare când acceseaz  mediul

de comunicaµie.

� Testarea primalit µii (în criptogra�e) folose³te alegeri probabilistice.

� Unele probleme NP-di�cile pot � rezolvate pentru majoritatea in-

tr rilor de c tre algoritmi aleatori.
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Introducere

Aplicaµii detaliate

� Structuri de date: sortare, statistici ordonate, c utare.

� Identit µi algebrice: veri�carea identit µii polinoamelor ³i matri-
cilor.

� Teoria (algoritmic  a) grafurilor: arbori parµiali de cost minim,
drumuri de cost minim, t ieturi de pondere minim .

� Num rare ³i enumerare: permanentul unei matrici, num rarea struc-
turilor combinatoriale.

� Calcul parale ³i distribuit: evitarea blocajului (deadlock), consens
distribuit.

� Demonstraµii probabilistice existenµiale: dovezi c  un anumit obiect
combinatorial exist  cu probabilitate nenul  printre obiectele unui
spaµiu probabilistic.
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Introducere Clasi�carea algoritmilor aleatori

Clasi�carea algoritmilor aleatori

� Studiul variabilelor aleatoare asociate unui algoritm aleator este uti-
lizat pentru a analiza e�cienµa ³i probabilitatea de a gre³i ale algo-
ritmului.

� Clasi�carea fundamental  a algoritmilor aleatori: algoritmi care
rezolv  corect (întotdeauna) problema (asociat ) ³i algoritmi care
gre³esc.

� Algoritmii Monte Carlo au o probabilitate pozitiv  de a gre³i.

� Algoritmii Las Vegas nu gre³esc niciodat  (probabilitatea lor de a
gre³i este nul ).
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Algoritmi Las Vegas

Algoritmi Las Vegas

� Algoritmii Las Vegas sunt algoritmi aleatori care garanteaz  c 
�ecare output este corect (este soluµie a problemei pe care algo-
ritmul încearc  s  o rezolve).

� Literatura de specialitate a stabilit o de�niµie puµin diferit  a sin-
tagmei "output corect" permiµând algoritmului s  dea ³i r spunsul
" Nu ³tiu."

De�nition 2.1
Fie A un algoritm aleator c ruia îi este permis r spunsul "?". A

este numit algoritm Las Vegas pentru calculul funcµiei F dac , pentru

orice intrare x (orice argument al lui F),

(i) P (A(x ) = F (x )) > 1=2.

(ii) P (A(x ) = "?") = 1� P (A(x ) = F (x )) 6 1=2.
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Algoritmi Las Vegas

� Pentru algoritmii Las Vegas ne intereseaz  de obicei complexitatea
medie: timpul mediu de execuµie ³i spaµiul mediu de memorie
folosit.

� Aceasta este posibil pentru c  diferite execuµii ale algoritmului (pen-
tru o aceea³i intrare) au diferite caracteristici (în termeni de timp
CPU ³i spaµiu de memorie).

� C ut m s  descriem algoritmi Las Vegas cu timp de execuµie mediu
m rginit (de obicei de un polinom în dimensiunea inputului).

� În de�niµia de mai sus constanta 1=2 poate � schimbat  cu orice
alt  constant  � 2 (0; 1), dup  cum o arat  urm torul rezultat.
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Algoritmi Las Vegas

Proposition 2.1

Fie � 2 (0; 1) ³i A un algoritm aleator care calculeaz  funcµia F a³a

încât

P (A(x ) = F (x )) > � ³i

P (A(x ) = "?") = 1� P (A(x ) = F (x ))

Fie, pentru k 2 N�, Ak , un algoritm aleator care pentru orice intrare

x execut  în mod independent algoritmul A de k ori asupra lui x .

Exist  un k astfel ca P (Ak (x ) = F (x )) > 1=2.
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Evaluarea unui game-tree

� Un game tree este un arbore cu r d cin  în care nodurile interne
a�ate la distanµ  par  faµ  de r d cin  sunt etichetate cu MIN
(r d cin  are o etichet  MIN), iar restul nodurilor interne sunt
etichetate cu MAX. Fiec rei frunze îi este asociat  o valoare - un
num r real.

� Evaluarea arborelui se face astfel: �ecare frunz returneaz  valoarea
asociat  ei, �ecare nod MAX returneaz  cea mai mare valoare a
unuia dintre �i, iar �ecare nod MIN returneaz  cea mai mic  valoare
a unuia dintre �i.

� Dat un game-tree, problem evalu rii const  în a determina valoarea
returnat  de r d cin .

� Acest tip de evaluare are un rol important în IA (în probleme game-
playing).
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Evaluarea unui game-tree

� Vom limita analiza noastr  la cazul special când în frunze valorile
sunt biµi (astfel un nod MIN este o operaµie logic  AND, iar un nod
MAX are o operaµie logic  OR).

� Consider m un arbore binar complet cu adâncimea 2h ³i N = 4h

frunze.

� Este u³or de v zut c  un algoritm determinist va � forµat s  citeasc 
toate frunzele: într-un nod AND primul copil evaluat poate returna
valoarea 1, iar într-un nod OR valoarea 0 - în amândou  cazurile
algoritmul este forµat sa evalueze ambii descendenµi.

� Algoritmul aleator evalueaz  recursiv un descendent ales la întâm-
plare al nodului curent. Dac  valoarea rezultat  nu determin  val-
oarea nodului se evalueaz  ³i cel lalt descendent.
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Evaluarea unui game-tree

RandomEval(x ) {
if(x .operation = AND){
choose uniformly at random a child u ;
if(RandomEval(u) == 1) {
let v the other child;
return RandomEval(v);

}
return 0;

}
...
}

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 13 / 46



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Algoritmi Las Vegas Evaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

Theorem 2.1
Pentru un game-tree cu adâncimea 2h, costul mediu al evalu rii

este cel mult 3h .

Proof. Consider m mai întâi un nod OR care returneaz  1 cu dou 
frunze drept copii (cazul cel mai nefavorabil pentru un algoritm deter-
minist const  într-o frunz  0 ³i o frunz  1); dac  �i au valori 0 ³i 1,
atunci cu probabilitate 1=2 algoritmul alege mai întâi frunza cu valoare
0, num rul mediu de pa³i este 1=2 �1+1=2 �2 = 3=2; în mod similar pen-
tru un nod AND care returneaz  0 cu dou  frunze drept copii, num rul
mediu de pa³i este cel mult 3=2.
Evident num rul de pa³i este 2 pentru un nod AND evaluat la 1 ³i pentru
un nod OR evaluat la 0 - nu exist  vreo economie. Câ³tigul este c , spre
exemplu, într-un nod intern AND care returneaz  1 amândoi copii OR
trebuie s  returneze 1 ceea ce este cazul "bun" pentru OR.
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Evaluarea unui game-tree

Folosim metoda inducµiei. Evalu m mai întâi num rul de pa³i1; în cazul
h = 1, i. e., un arbore cu r d cina AND care are doi copii OR, �ecare
având câte dou  frunze drept copii.
Dac  r d cina returneaz  0, atunci num rul mediu de evalu ri în cazul
cel mai nefavorabil este 1=2 � 2+ 1=2 � 3=2 = 7=4.
Dac  r d cina returneaz  1, num rul de evalu ri este 3=2 + 3=2 = 3
(amândoi copiii sunt în cazul "bun" pentru noduri OR).
Consider m acum un nod OR ai c rui copii AND sunt r d cinile câte
unui arbore cu adâncimea 2(h � 1). Dac  r d cina OR returneaz  1,
atunci cel puµin unul dintre copii returneaz  1. Cu probabilitate 1=2
acest copil este ales mai întâi ³i, cu probabilitate 1=2, amândoi subarborii
sunt evaluaµi. Costul mediu este cel mult

1
2
� 3h�1 + 1

2
� 2 � 3h�1 =

3
2
3h�1:

1Un pas este o evaluare a unei frunze.
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Evaluarea unui game-tree

Dac  r d cina OR returneaz  0, amândoi copiii vor trebui evaluaµi ceea
ce impune un cost de cel puµin 2 � 3h�1.
Consider m acum un nod AND r d cin  a unui arbore cu adâncimea
2h . Dac  r d cina returneaz  0, atunci cel puµin unul dintre copiii OR
ai r d cinii returneaz  0; cu probabilitate 1=2 acest copil este ales mai
întâi ³i costul mediu este cel mult

2 � 3h�1 + 1
2
� 3
2
� 3h�1 6 3h :

Dac  r d cina returneaz  1, amândoi copiii trebuie evaluaµi impunând
un cost de cel mult

2 � 3
2
� 3h�1 = 3h :�

� Dac  N este num rul de frunze al unui astfel de arbore, atunci
num rul mediu de pa³i (i. e., num rul mediu de noduri evaluate)
este cel mult N log4 3 = N c (c < 0:8).
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QuickSort ³i RandomizedQuickSort

� Consider m problema sort rii elementelor unei mulµimi S (pe care
exist  o ordine total ) doar prin compararea perechilor de elemente.

� Dac  am putea g si un element x al lui S a³a încât jum tate dintre
elementele lui S s  �e mai mici ca x , atunci am putea utiliza urm -
toarea procedur :

� partiµioneaz  S n fxg în dou  submulµimi S1 ³i S2, unde S1 const 

din acele elemente care sunt mai mici decât x , iar S2 din restul ele-

mentelor.

� sorteaz  recursiv S1 ³i S2, apoi returneaz  elementele lui S1 în or-

dine cresc toare, urmate de x ³i apoi de elementele lui S2 în ordine

cresc toare.
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QuickSort ³i RandomizedQuickSort

� Dac  am putea determina x în cn pa³i (pentru o constant  c),
atunci am putea partiµiona S nfxg în (n�1) pa³i comparând �ecare
element cu x .

� Not m cu T (n) num rul de pa³i pentru a asemenea procedur  (în
cazul cel mai nefavorabil) pentru n = jS j.
� T (n) este dat de urm toarea recurenµ 

T (n) 6 2T (n=2) + (c + 1)n :

� Soluµia acestei recurenµe este T (n) 6 c̃n logn (pentru o constant 
c̃) ceea ce d  un timp de execuµie de O(n logn).

� Complexitatea timp r mâne aceea³i chiar dac  x nu împarte exact
(ci doar aproximativ) în dou  mulµimea S .
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RandomizedQuickSort

� Întrebarea este cât de repede poate � g sit un astfel de x?

� Un r spuns simplu este s  alegem la întâmplare un astfel de x din S ;
ceea ce rezult  este algoritmul RandomizedQuickSort - un exemplu
de algoritm aleator de tip Las Vegas.

RandQuickSort(S) {
choose x 2 S independently and uniformly at random;

// x se nume³te pivot.

S1  fy 2 S : y < xg;
S2  fy 2 S : y > xg;
return [RandQuickSort(S1), x , RandQuickSort(S2) ]; }

� Suntem interesaµi s  num ram comparaµiile - acesta este costul dom-
inant al algoritmului.
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RandomizedQuickSort

� S  presupunem c  ordinea total  a elementelor lui S este x1 < x2 <

: : : < xn .

� În cazul cel mai nefavorabil complexitatea timp a algoritmului este
O(n2) (când, de exemplu pentru intrarea x1 = n ; x2 = n�1; : : : ; xn =

1, când pivotul este întotdeauna în prima poziµie).

� Suntem interesaµi în calcul num rului mediu de comparaµii.

� Num rul total de comparaµii, X , este evident o variabl  aleatoare.
Not m cu Xij urm toarea variabil  Bernoulli

Xij =

®
1; xi and xj sunt comparate în timpul execuµiei
0; altfel

X poate � scris  ca X =
nX

i=1

X

j>i

Xij .
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RandomizedQuickSort

Theorem 2.2
Pentru orice intrare num rul mediu de comparaµii f cute de

RandQuickSort este 2n lnn +O(n).

Proof. Dac  pij este probabilitatea ca xi ³i xj s  �e comparate în timpul
execuµiei algoritmului,

E[X ] =
nX

i=1

X

j>i

E[Xij ] =
nX

i=1

X

j>i

pij ;

xi ³i xj sunt comparate dac  ³i numai dac  xi sau xj este primul pivot
din mulµimea S ij = fxi ; xi+1; : : : ; xj g.
Pivotul �ind ales independent ³i uniform aleator din �ecare submulµime,
pij = 2=(j � i + 1), pentru c  orice element din submulµime are aceea³i
³ans  s  �e ales.
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RandomizedQuickSort

E[X ] =
nX

i=1

X

j>i

2
j � i + 1

= 2
n�1X

i=1

nX

j=i+1

1
j � i + 1

=

= 2
n�1X

i=1

n�i+1X

k=2

1
k

= 2
nX

k=1

n�k+1X

i=1

1
k

= 2
nX

k=1

n � k + 1
k

=

= (2n + 2)
nX

k=1

1
k
� 2n = 2n lnn +O(n):�
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Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

De�nition 2.2
Dat  o mulµime total ordonat  cu n elemente, S, mediana lui S

este un element m 2 S astfel încât cel puµin bn=2c elemente din S

sunt mai mici sau egale cu m ³i cel puµin bn=2c+ 1 elemente din S

sunt mai mari sau egale cu m.

� Mediana poate � g sit , determinist, în O(n logn) pa³i prin sortare
³i alegerea elementului adecvat din mulµimea sortat ; exist , de
asemeni un algoritm determinist mai complex, liniar, pentru deter-
minarea medianei ([Blum73]).

� Vom prezenta un algoritm simplu, aleator, de complexitate liniar 
a c rui idee de baz  este de a g si dou  elemente apropiate în or-
donarea cresc toare a lui S ³i care conµin mediana între ele.

� Acest algoritm este tot de tip Las Vegas.
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Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

RandMedian(S) {
let R be the multi-set of d 4

p
n3e chosen elements of S independently

and uniformly at random with replacement;
sort R; // se utilizeaz  un algoritm optim determinist în O(jRj log jRj) pa³i

let d  the b 4
p
n3=2 � pncth smallest element in the sorted order

of R;
let u  the d 4

p
n3=2 +

p
neth smallest element in the sorted order

of R;
C  fx 2 S : d 6 x 6 ug;
ld = jfx 2 S : x < dgj; lu = jfx 2 S : x > ugj;
if(ld > n=2 or lu > n=2 or jC j > 4d 4

p
n3e)

return "no median found";
sort C ;
return the (bn=2c � ld + 1)th smallest element in the sorted order

of C ; }
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Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

� Alegerea cardinalului mulµimii R ³i a lui d ³i u sunt f cute pentru
a garanta c 
(i) C include median lui S cu probabilitate mare ³i c 

(ii) C este su�cient de mic  încât s  poat  � sortat  în timp subliniar cu

probabilitate mare.

Theorem 2.3
Algoritmul aleator pentru determinarea medianei are o complexitate

liniar  ³i ofer  un r spuns corect.

Proof. Algoritmul ar oferi un r spuns negativ dac  ³i numai dac 
mediana nu aparµine mulµimii C când ld 6 n=2, lu 6 n=2 ³i jC j 6
4d 4
p
n3e; aceasta înseamn  c  ld > n=2 sau lu > n=2 sau jC j > 4d 4

p
n3e.

În ceea ce prive³te complexitatea timp, sortarea elementelor lui C se
poate face în O( 4

p
n3 log

4
p
n3 = O(n). �
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Algoritmi Las Vegas Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

� Urm torul rezultat, dat aici f r  demonstraµie (puteµi consulta [Mitzenmacher65]),
încheie analiza algoritmului.

Theorem 2.4
Probabilitatea ca algoritmul aleator pentru determinarea medianei

s  nu g seasc  mediana este cel mult 1= 4
p
n.
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Algoritmi Monte Carlo

Algoritmi Monte Carlo (cu eroare unilateral m rginit )

� Algoritmii Monte Carlo sunt algoritmi aleatori care nu pot garanta
un r spuns corect (nu ofer  întotdeauna o soluµie a problemei).

De�nition 3.1
Un algoritm aleator A este numit algoritm Monte Carlo pentru cal-

culul funcµiei F dac , pentru orice intrare x (orice argument al lui

F),

P (A(x ) = F (x )) > 1=2:

� Astfel de algoritmi apar adeseori în probleme de optimizare. Foarte
relevant pentru un algoritm Monte Carlo este c  probabilitatea de
a gre³i este majorat .
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Algoritmi Monte Carlo

Ampli�carea unui algoritm Monte Carlo

� Ca ³i în de�niµia algorimilor Las Vegas constanta 1=2 poate � în-
locuit  prin orice alt  constant  � 2 (0; 1).

� Ampli�carea este operaµia de repetare independent  a execuµiei
algoritmului pân  când probabilitatea erorii scade su�cient de mult.
Este ca ³i cum am încerca s  transform m un algoritm Monte Carlo
într-unul Las Vegas.

� S  presupunem c  probabilitatea erorii unui algoritm A este cel
mult � ³i c  repet m în mod independent algoritmul de k ori; prob-
abilitatea de a obµine numai r spunsuri eronate este cel mult �k ,

� Cum lim
k!1

�k = 0, pentru valori mari ale lui k , putem face aceast 

probabilitate oricât de mic .

� Atenµie: valori mari ale lui k pot m ri foarte mult complexitatea
timp.
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Algoritmi Monte Carlo Veri�carea înmulµirii matricilor

Veri�carea înmulµirii matricilor

� S  presupunem c  avem trei matrici p tratice de ordin n , A, B ³i
C ; pentru simpli�care vom presupune c  operaµiile sunt modulo 2.

� Dorim s  veri�c m dac  A � B = C . Aceasta este o problem  de
decizie (se poate r spunde doar cu "da" sau "nu").

� O metod  const  în a înmulµi A cu B dup  care se compar  rezul-
tatul cu C ; înmulµirea matricilor necesit  O(n3) timp sau, utilizând
algoritmi mai so�sticaµi, O(n2:37).

� Descriem un algoritm aleator care permite veri�carea mai rapid  cu
riscul de a primi un r spuns gre³it, dar cu probabilitate sc zut .
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Algoritmi Monte Carlo Veri�carea înmulµirii matricilor

Veri�carea înmulµirii matricilor

RandomVerify(A;B ;C ) {
generate r1; r2; : : : ; rn 2 f0; 1g independently at uniformly at ran-

dom;
r  (r1; r2; : : : ; rn);
if(ABr = Cr)
return "yes";

return "no"; }
� Când algoritmul returneaz  "nu" suntem siguri c  A �B 6= C . Sin-
gura eroare pe care algoritmul o poate face este aceea de a returna
"da" dar r spunsul s  �e, de fapt, "nu".

� Probabilitatea de a gre³i poate � majorat :

Theorem 3.1

Pentru r 2 f0; 1gn , ales ca în algoritmul anterior, P(ABr = Cr) 6
1
2
, ³tiind c  A �B 6= C. (P(ABr = Cr jA �B 6= C ) 6

1
2
.)
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Algoritmi Monte Carlo Veri�carea înmulµirii matricilor

Veri�carea înmulµirii matricilor

Proof. Cum D = AB � C 6= 0 - putem presupune c  d1n 6= 0; dac 
Dr = 0, atunci

nX

i=1

d1iri = 0) rn = �

n�1X

i=1

d1iri

d1n
:

Dup  ce am ales r1; : : : ; rn�1 exist  dou  posibile valori pentru rn , deci
probabilitatea ca egalitatea de mai sus s  aib  loc este cel mult 1=2.

P(ABr = Cr) =

=
X

(x1;:::xn�1)2f0;1gn�1

P
[
(ABr = Cr) \ fri = xi : i = 1;n � 1g]

6
X

(x1;:::xn�1)2f0;1gn�1

P


à

rn = �

n�1X

i=1

d1iri

d1n

í
\ fri = xi : i = 1;n � 1g


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Algoritmi Monte Carlo Veri�carea înmulµirii matricilor

Veri�carea înmulµirii matricilor

=
X

(x1;:::xn�1)2f0;1gn�1

P


à

rn = �

n�1X

i=1

d1iri

d1n

íP
(\fri = xi : i = 1;n � 1g)

6
X

(x1;:::xn�1)2f0;1gn�1

1
2
P
(\fri = xi : i = 1;n � 1g) =

1
2
:�

� Algoritm const  în generarea a n numere aleatoare uniforme ³i în
trei înmulµiri matrice�vector (O(n2)). Complexitatea timp a algo-
rimtului este deci O(n2).

� Dac  execut m în mod independent de k ori algoritmul obµinem o
probabilitate de a gre³i de cel mult 2�k .
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

� Fie G = (V ;E ;w) un multigraf, unde w : E ! N
� determin 

multiplicitatea muchiilor (altfel spus avem un graf cu ponderi întregi
pe muchii).

� O t ietur  (cut) în G este generat  de o bipartiµie a lui V , (A;B),
iar costul ei este w(A;B) =

P
e2E(A;B)w(e), unde E(A;B) =

fuv 2 E : u 2 A; v 2 Bg sunt muchiile t ieturii.

� Problema t ieturii de cost minim (min-cut problem) cere s  se
determine o t ietur  de cost w minim în G . Pentru rezolvarea
acestei probleme exist  un algoritm determinist2 de complexitate
timp O(nm + n2 logn) (prin contrast probelma max-cut este NP-
hard).

� Analiz m în aceast  secµiune un algoritm aleator pentru o t ietur 
minim  bazat pe contracµia muchiilor unui graf.

2Algoritmul Stoer-Wagner.
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

� Operaµia de baz , contraction(u ; v), înlocuie³te în graful curent
nodurile u ³i v cu un nod nou z asigneaz  mulµimea muchiilor
incidente lui z ca �ind muchiile incidente cu u ³i v (altele decât
cele dintre u ³i v).

� în timpul contracµiei muchiile incidente cu u ³i v cu un cap t comun
sunt reµinute ca muchii multiple.

RandMinCut(G , w) {
while(jV (G)j > 2) {
choose e = uv 2 E(G) independently and uniformly at random;
(G ;w) contraction(u ; v);

}
return E(G); }

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 34 / 46



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

� Dup  �ecare pas num rul de noduri scade cu unul ³i orice t ietur 
în noul graf corespunde unei t ieturi anterioare.

� Dup  �ecare pas anumite t ieturi din graful original pot disp rea,
dar algoritmul se termin  cu o mulµime de muchii care reprezint  o
t ietur  din graful original.

� O strategie util  este aceea de a termina algoritmul cu k > 2 noduri
în loc de 2 ³i dup  aceea se poate aplica un algoritm determinist
pentru a determina o t ietur  de cost minim în graful r mas.

RandMinCut(G , w , k) {
while(jV (G)j > k) {
choose e = uv 2 E(G) independently and uniformly at random;
(G ;w) contraction(u ; v);

}
return E(G); }

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 35 / 46



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

Theorem 3.2

Algoritmul aleator RandMinCut(G , w , k) are o complexitate timp

polinomial  ³i determin  o t ietur  minim  cu probabilitate de cel

puµin
k(k � 1)
n(n � 1)

.

Proof. Fiecare contracµie poate � executat  înO(n) pa³i (de ce?); astfel,
complexitatea algoritmului RandMinCut(G , w , k) este O((n � k)n).
Dac  într-un multigraf cu n noduri avem o t ietur  de cost minim h ,
atunci gradul minim al unui nod este cel puµin h , deci num rul de muchii
din G este cel puµin hn=2; probabilitatea ca o muchie care se a�  într-o

t ietur  de cost minim s  �e contractat  va � cel mult
h

hn=2
=

2
n
.

Fie C o t ietur  de cost minim. Estim m probabilitatea ca algoritmul
s  nu returneze C .
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

Dac  C este returnat , atunci nici una dintre muchiile lui C nu a fost
contractat .
Fie Ai evenimentul ca o muchie a lui C a fost contractat  în pasul i ³i
Bi evenimentul ca nicio muchie a lui C nu a fost contractat  în primele
(i � 1) iteraµii. Num rul de noduri dup  i iteraµii este (n � i), deci

P(A1) > 1� 2
n
;P(Ai jBi�1) > 1� 2

n � i + 1
:

Pe de alt  parte,

P(Bi ) = P(Ai \Bi�1) = P(Ai jBi�1)P(Bi�1); 8i 6 k :

P(Bk ) = P(A1) � P(A2jB1) � : : : � P(Ak jBk�1) >

>

n�kY

i=1

Å
1� 2

n � i + 1

ã
>

k(k � 1)
n(n � 1)

:�
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

� Pentru k = 2 algoritmul RandMinCut(G , w) guaranteaz  o prob-
abilitate a erorii de cel mult[1� 2=n(n � 1)] >

(
1� 2=n2

)
;

� Putem reduce aceast  probabilitate repetând execuµia algoritmului:
dac  îl execut m de n2=2 ori (m rind complexitate timp la O(n4))
probabilitatea erorii este cel multÅ

1� 2
n2

ã n
2

2

<
1
e
:

� Dac  execut m de n(n�1) lnn ori algoritmul (m rind complexitate
timp la O(n4 logn)) probabilitatea erorii este cel multÅ

1� 2
n(n � 1)

ãn(n�1) lnn
< e�2 lnn =

1
n2

:

� Marele avantaj al acestui algoritm este simplitatea lui.
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Metoda probabilistic 

Metoda probabilistic 

� Metoda probabilistic  este o tehnic  folosit  pentru demonstrarea
existenµei unor obiecte matematice (combinatorii) cu anumite pro-
priet µi.

� Ideea de baz  a acestei metode const  în a demonstra c  proba-
bilitatea existenµei unui obiect cu propriet µile cerute este strict
pozitiv , ceea ce înseamn  c  un asemenea obiect exist .

� Pentru aceasta, construim un spaµiu de probabilitate peste mulµimea
obiectelor implicate ³i ar t m ca probabilitatea obiectului respectiv
este nenul .
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Metoda probabilistic 

Metoda probabilistic 

Theorem 4.1

(Principiul mediei) Dac  X este o variabil  aleatoare discret  cu

E[X ] > �, atunci PfX > �g > 0.

Primele exemple ale aplic rii metodei probabiliste sunt legate de prob-
lema satis�abilit µii.
Proposition 4.1

Fie F = fC1;C2; : : : ;Cmg o familie de m clauze. Exist  o asignare

a valorilor de adev r a variabilelor booleene implicate, astfel ca

num rul de clauze satisf cute s  �e cel puµin
mX

i=1

Ä
1� 2�jCi j

ä
> m

Ä
1� 2�h

ä
;

unde h = min
16i6m

jCi j.
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Metoda probabilistic  Aplicaµii la problema satis�abilit µii

Problema satis�abilit µii

proof: Imagin m urm torul experiment aleator abstract: �ec rei vari-
abile booleene x îi asign m independent valoarea 1 (adev rat) sau 0
(fals) cu accea³i probabilitate 0:5. De�nim variabilele aleatoare

Xi =

®
1; dac  Ci este adev rat 
0; dac  Ci este fals 

Probabilitatea ca s  �e adev rat  clauza Ci este egal  cu probabili-
tatea ca m car unul dintre cei jCi j literali ai ei s  �e adev rat, adic Ä
1� 2�jCi j

ä
. Num rul de clauze satisf cute este egal cu X =

nX

i=1

Xi ³i,

atunci

E[X ] =
mX

i=1

E[Xi ] =
mX

i=1

Ä
1� 2�jCi j

ä
> m

Ä
1� 2�h

ä
:

Concluzia urmeaz  conform Teoremei 4.1. �
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Metoda probabilistic  Aplicaµii la problema satis�abilit µii

Problema satis�abilit µii

Corollary 4.1

Orice instanµ  a problemei k-SAT cu un num r de clauze mai mic

strict decât 2k este satis�abil . (O instanµ  a problemei k-SAT are

în �ecare clauz  exact k literali.)

Dem. Reluând argumentul de mai sus, cu jCi j = k , 8i = 1;m :

E[X ] =
mX

i=1

E[Xi ] =
mX

i=1

Ä
1� 2�jCi j

ä
= m

Ä
1� 2�k

ä
> m � 1;

obµinem de aici c  PfX > mg = PfX > m � 1g > 0 - deci exist  o
asignare a valorilor de adev r care s  satisfac  toate cele m clauze. �
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Metoda probabilistic  Aplicaµii la problema satis�abilit µii

Problema satis�abilit µii

� Minorantul indicat în acest rezultat este cel mai bun posibil deoarece
putem de�ni o instanµ  a problemei k -SAT cu 2k clauze care s  �e
nesatis�abil : de exemplu familia tuturor clauzelor având k literali
de�niµi peste o mulµime de k variabile booleene.

� În mod similar se poate demonstra

Proposition 4.2

O familie de clauze F = fC1; : : : ;Cmg este satis�abil  dac 

mX

i=1

2�jCi j < 1:
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Metoda probabilistic  Aplicaµii la problema satis�abilit µii

End

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 44 / 46



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Bibliography

Bibliography I

Alon, N., J. H. Spencer, The probabilistic method, Wiley, 2008.

Bertsekas, D. P., J. N. Tsitsiklis, Introduction to Probability,
Athena Scieti�c, 2002.

Blum, M., R W. Floyd. V. Pratt, R. L. Rivest, R. E. Tarjan, Time

bounds for selection, J. of Comp. and Sys. Sci. 7, pp. 448-461,1973.

Karger, D., Global min-cuts in RNC and other rami�cations of

a simple min-cut algorithm, ACM-SIAM Symp. on Discr. Alg. 4,
pp 21-30, 1993.

Mitzenmacher, M., E. Upfal, Probability and Computing: Ran-

domized Algorithms and Probabilistic Analysis, Cambridge Uni-
versity Press, 1995.

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 45 / 46



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Bibliography

Bibliography II

Motwani, R., P. Raghavan, Randomized Algorithms, Cambridge
University Press, 2005.

Spencer, J. H., Ten lectures on the probabilistic method, SIAM,
1994.

Probabilit µi ³i statistic  - Cursul 9 27 aprilie 2026 46 / 46


	Introducere
	Clasificarea algoritmilor aleatori

	Algoritmi Las Vegas
	Evaluarea unui game-tree
	RandomizedQuickSort
	Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

	Algoritmi Monte Carlo
	Verificarea înmulţirii matricilor
	Un algoritm aleator pentru min-cut

	Metoda probabilistică
	Aplicaţii la problema satisfiabilităţii

	Bibliography

