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Introducere

Algoritmii pot fi clasificati drept algoritmi determinists i nedeter-
manigti.

Aceastd clasificare a dat nagtere gi la binecunoscutele clase de com-
plexitate: P gi NP.

O definitie simplificatd a unui algoritm este urmitoarea: o intrare
(input) care este procesatd si transformatd intr-o iegire (output).
Un algoritm determanist este un algoritm pentru care rezultatul
(iegirea) este acelasi, avand acelagi comportament in orice executie
pentru o aceeasi intrare.

Un algoritm nedeterminist este un algoritm care poate da rezul-
tate diferite pentru acelagi input, avind eventual, comportamente
diferite la executii diferite (e.g. valorile variabilelor pot fi diferite in
timpul executiei).

Diferenta esentiald constd in aceea cd un proces nedeterminist este
influentat de alegerile care pot fi ficute sau de interactiunile dintre
firele de executie etc.
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Introducere

e Un algoritm determinist trebuie s rezolve (intotdeauna) corect o
problemd gi cat de repede posibil (de obicei se cere ca numarul de
pagi/operatii s fie polinomial in dimensiunea inputului).

e Exemple de algoritmi nedeterminigti: algoritmii concurenti si algo-
ritmir aleators.

e Un algoritm aleator primegte la intrare gi o sursd de numere aleatoare
care 1i permite sd facd alegeri aleatoare in timpul execufiei. Cel
care il proiecteazd incearcd sd arate cd se comportd "corect" pentru

fiecare input.

Definition 1.1

Un algoritm aleator este un algoritm care in cursul execuiier face
anumate alegeri probabilistice.

e Aceste alegeri probabilistice constau in generarea de valori ale unei
variabile aleatoare. Aceste valori sunt implicate in calculele pe care

algoritmul se presupune cd le face.
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Introducere

e Algoritmii aleatori sunt printre cei mai cunoscufi algoritmi de tip
nedeterminist, iar randomizarea a devenit o abordare standard in
proiectarea algoritmilor datoritd simplitdtii §i vitezei sporite.

e Acest tip de aplicatii ale teoriei probabilitdtilor in informaticd a
devenit frecvent in ultimele decade.

e In domenii precum comunicatiile, criptografia §i optimizarea dis-
cretd randomizarea §i metodele probabilistice au devenit instru-
mente uzuale de investigatie:

o Protocolul Ethernet folosegte alegeri aleatoare cand acceseazi mediul
de comunicat;ie.
o Testarea primalit&tii (In criptografie) foloseste alegeri probabilistice.

o Unele probleme NP-dificile pot fi rezolvate pentru majoritatea in-
trarilor de cdtre algoritmi aleatori.
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Aplicatii detaliate

e Structuri de date: sortare, statistici ordonate, cdutare.

o Identitdtr algebrice: verificarea identitdtii polinoamelor §i matri-
cilor.

e Teoria (algoritmicd a) grafurilor: arbori partiali de cost minim,
drumuri de cost minim, tdieturi de pondere minim4.

e Numadrare §i enumerare: permanentul unei matrici, numdrarea struc-
turilor combinatoriale.

e Calcul parale gi distribuit: evitarea blocajului (deadlock), consens
distribuit.

o Demonstratn probabilistice existentiale: dovezi cd un anumit obiect
combinatorial existd cu probabilitate nenuld printre obiectele unui
spatiu probabilistic.
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Clasificarea algoritmilor aleatori

e Studiul variabilelor aleatoare asociate unui algoritm aleator este uti-
lizat pentru a analiza eficienta gi probabilitatea de a gregi ale algo-
ritmului.

e Clasificarea fundamentald a algoritmilor aleatori: algoritmi care
rezolvd corect (intotdeauna) problema (asociatd) gi algoritmi care
gresesc.

e Algoritmii Monte Carlo au o probabilitate pozitivd de a gregi.

e Algoritmii Las Vegas nu gresesc niciodatd (probabilitatea lor de a
gresi este nuld).
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Algoritmi Las Vegas

e Algoritmii Las Vegas sunt algoritmi aleatori care garanteazd cd
fiecare output este corect (este solutie a problemei pe care algo-
ritmul incearcd sd o rezolve).

o Literatura de specialitate a stabilit o definitie pufin diferitd a sin-
tagmei "output corect" permi{adnd algoritmului sd dea i rdaspunsul
" Nu gtiu."

Definition 2.1

Fie A un algoritm aleator cdruia %1 este permis rdspunsul "?". A
este numat algoritm Las Vegas pentru calculul funciier F dacd, pentru
orice intrare  (orice argument al lur F'),

(i) P(A(z) = F(a)) > 1/2.
(i) P(A(z) = "?") =1 P(A(z) = F(z)) < 1/2.
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Algoritmi Las Vegas

Algoritmi Las Vegas

e Pentru algoritmii Las Vegas ne intereseazd de obicei complexitatea
medie: timpul mediu de executie gi spatiul mediu de memorie
folosit.

e Aceasta este posibil pentru cd diferite executii ale algoritmului (pen-
tru o aceeasi intrare) au diferite caracteristici (in termeni de timp
CPU si spatiu de memorie).

e Cdutdm sd descriem algoritmi Las Vegas cu timp de executie mediu
mirginit (de obicei de un polinom in dimensiunea inputului).

e In definitia de mai sus constanta 1/2 poate fi schimbati cu orice
altd constantd € € (0,1), dupd cum o aratd urmdtorul rezultat.
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Algoritmi Las Vegas

Proposition 2.1
Fie e € (0,1) s1 A un algoritm aleator care calculeazd functia F asa
incdt
P(A(z)=F(z)) > € 51
P(A(z) = "?")=1-P(A(z) = F(z))

Fie, pentru k € N*, Ay, un algoritm aleator care pentru orice intrare
z executd in mod independent algoritmul A de k ort asupra lut .
Ezistd un k astfel ca P (Ar(z) = F(z)) > 1/2.

v
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

e Un game tree este un arbore cu rdddcini in care nodurile interne
aflate la distantd pard fatd de rdddcind sunt etichetate cu MIN
(rdd&dcind are o etichetd MIN), iar restul nodurilor interne sunt
etichetate cu MAX. Fiecdrei frunze 1i este asociatd o valoare - un
numdr real.

e Evaluarea arborelui se face astfel: fiecare frunzdreturneaza valoarea
asociatd ei, fiecare nod MAX returneazd cea mai mare valoare a
unuia dintre fii, iar fiecare nod MIN returneazd cea mai micd valoare
a unuia dintre fii.

e Dat un game-tree, problem evaludrii constd in a determina valoarea
returnatd de rdd&cind.

e Acest tip de evaluare are un rol important in IA (in probleme game-
playing).
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

e Vom limita analiza noastrd la cazul special cand in frunze valorile
sunt biti (astfel un nod MIN este o operatie logicd AND, iar un nod
MAX are o operatie logicd OR).

e Considerdm un arbore binar complet cu adancimea 2h §i N = 4"
frunze.

e Hste ugor de vdzut cd un algoritm determinist va fi fortat sd citeascd
toate frunzele: Intr-un nod AND primul copil evaluat poate returna
valoarea 1, iar intr-un nod OR valoarea 0 - in amindoud cazurile
algoritmul este fortat sa evalueze ambii descendent;i.

e Algoritmul aleator evalueazd recursiv un descendent ales la Intam-
plare al nodului curent. Dacd valoarea rezultatd nu determind val-
oarea nodului se evalueazd si celdlalt descendent.
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

RandomEval(z) {
if(z.operation = AND){
choose uniformly at random a child u;
if(RandomEval(u) == 1) {
let v the other chuild,
return RandomEval(v);

}

return 0;

}
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

Theorem 2.1
Pentru un game-tree cu addncimea 2h, costul mediu al evaludrii
este cel mult 3".

Proof. Considerdm mai intdi un nod OR care returneazd 1 cu doud
frunze drept copii (cazul cel mai nefavorabil pentru un algoritm deter-
minist constd intr-o frunzd 0 §i o frunzd 1); dacd fii au valori 0 si 1,
atunci cu probabilitate 1/2 algoritmul alege mai intai frunza cu valoare
0, numdrul mediu de pagi este 1/2-1+1/2-2 = 3/2; in mod similar pen-
tru un nod AND care returneazd 0 cu doud frunze drept copii, numarul
mediu de pagi este cel mult 3/2.

Evident num3arul de pagi este 2 pentru un nod AND evaluat la 1 gi pentru
un nod OR evaluat la 0 - nu existd vreo economie. Céagtigul este c&, spre
exemplu, Intr-un nod intern AND care returneazd 1 améandoi copii OR
trebuie sd returneze 1 ceea ce este cazul "bun" pentru OR.
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

Folosim metoda inductiei. Evaluim mai intai numrul de pasi’; in cazul
h =1, 1. e., un arbore cu rddacina AND care are doi copii OR, fiecare
avand cate doud frunze drept copii.

Dacd rddacina returneaza 0, atunci numdrul mediu de evaludri in cazul
cel mai nefavorabil este 1/2-2 +1/2-3/2 =7/4.

Dacd rdddcina returneazd 1, numdrul de evaludri este 3/2 4+ 3/2 = 3
(améandoi copiii sunt in cazul "bun" pentru noduri OR).

Considerdm acum un nod OR ai cdrui copii AND sunt rdd&cinile cate
unui arbore cu adancimea 2(h — 1). Dacd rdddcina OR returneazi 1,
atunci cel putin unul dintre copii returneazd 1. Cu probabilitate 1/2
acest copil este ales mai intéi gi, cu probabilitate 1/2, améandoi subarborii
sunt evaluati. Costul mediu este cel mult

1 .gh=1 4 L3 2« gh=li= §3h—1.
2 2 2

1Un pas este o evaluare a unei frunze.
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Algoritmi Las Vegas Bvaluarea unui game-tree

Evaluarea unui game-tree

Dacd rdddcina OR returneazd 0, amandoi copiii vor trebui evaluati ceea
ce impune un cost de cel putin 2 - 31,
Considerdm acum un nod AND rdddcind a unui arbore cu adancimea
2h. Daci rddicina returneazi 0, atunci cel pufin unul dintre copiii OR
ai rddicinii returneazd 0; cu probabilitate 1/2 acest copil este ales mai
intai gi costul mediu este cel mult

1, 1 3 n h

2.3+ 55" 3 <3

Dacd raddcina returneazd 1, améandoi copiii trebuie evaluati impunand
un cost de cel mult

2-;3’%1:3’1.-

e Dacd N este numadrul de frunze al unui astfel de arbore, atunci
numdrul mediu de pagi (i. e., numdrul mediu de noduri evaluate)
este cel mult N'°8:3 = N¢ (¢ < 0.8).
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

QuickSort §i RandomizedQuickSort

e Considerdm problema sortdrii elementelor unei multimi S (pe care
existd o ordine totald) doar prin compararea perechilor de elemente.

e Dacd am putea gdsi un element z al lui S aga incdt jumdtate dintre
elementele lui S sd fie mai mici ca z, atunci am putea utiliza urma-
toarea procedurd:

o partitioneazd S \ {z} in doud submultimi S; §i Sz, unde S; constd
din acele elemente care sunt mai mici decdt z, iar S, din restul ele-
mentelor.

o sorteazd recursiv S; gi Sz, apoi returneazd elementele lui S; in or-
dine crescdtoare, urmate de z §i apoi de elementele lui S; in ordine
crescatoare.
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

QuickSort §i RandomizedQuickSort

e Dacd am putea determina z in cn pasi (pentru o constantd c),
atunci am putea partitiona S\{z} in (n—1) pagi comparéand fiecare
element cu z.

e Notdm cu T'(n) numdrul de pasi pentru a asemenea procedurd (in
cazul cel mai nefavorabil) pentru n = |S|.

e T(n) este dat de urmitoarea recurents
T(n) <2T(n/2) + (c + 1)n.

e Solutia acestei recurente este T'(n) < cnlogn (pentru o constantsd
c) ceea ce dd un timp de executie de O(nlogn).

o Complexitatea timp rdmane aceeagi chiar dacd = nu imparte exact
(ci doar aproximativ) in doud mulfimea S.
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

RandomizedQuickSort

o Intrebarea este cat de repede poate fi gisit un astfel de z?

e Un rdspuns simplu este s8 alegem la intAmplare un astfel de z din S;
ceea ce rezultd este algoritmul RandomizedQuickSort - un exemplu
de algoritm aleator de tip Las Vegas.

RandQuickSort(.S) {
choose z € S wndependently and uniformly at random;
/] = se numeste pivot.

S1+—{yesS:y<zh

So—{yesS:y>zh

return [RandQuickSort(S1), z, RandQuickSort(S2)]; }

e Suntem interesati sd numaram comparatiile - acesta este costul dom-
inant al algoritmului.
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

RandomizedQuickSort

e 33 presupunem cd ordinea totald a elementelor lui S este z; < zp <

v < Ty
o In cazul cel mai nefavorabil complexitatea timp a algoritmului este
O(n?) (cand, de exemplu pentru intrarea z; = n, 2o = n—1,...,z, =

1, cand pivotul este intotdeauna in prima pozitie).
e Suntem interesati in calcul numdrului mediu de comparatii.

e Numarul total de comparatii, X, este evident o variablad aleatoare.
Notdm cu X;; urmdtoarea variabild Bernoulli

1, =z; and z; sunt comparate in timpul executiei
Xij =
0, altfel
n
X poate fi scris¥ ca X = Z Z Xy
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

RandomizedQuickSort

Theorem 2.2

Pentru orice intrare numdrul mediwu de comparatin fdcute de
RandQuickSort este 2nlnn + O(n).

Proof. Dacd p;; este probabilitatea ca z; i z; s fie comparate in timpul
executiei algoritmului,

n n
EX] =) > E[Xs]=> ) py

i=15>1 i=17>1
z; §1 z; sunt comparate dacd gi numai dacd z; sau z; este primul pivot
din multimea SY = {z;, z;41,. . ., z; }.
Pivotul fiind ales independent si uniform aleator din fiecare submultime,
pi; =2/(7 — 1+ 1), pentru cd orice element din submultime are aceeasi
gansd sa fie ales.
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Algoritmi Las Vegas RandomizedQuickSort

RandomizedQuickSort
n—1 n
;;;—z—l—l Z:zij—z—i-l

n—1ln— z+1 nnk+1 n n—k4+1
SO BHIEEE Db S LB
=1 k=2 k=1
n

1
:(2n+2)za—2n:2nlnn—|—(9(n).l
i1k
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Algoritmi Las Vegas Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Definition 2.2

Datd o multime total ordonatd cu n elemente, S, mediana lur S
este un element m € S astfel incdt cel putin |n/2| elemente din S
sunt mat mict sau egale cu m gt cel pufin [n/2] +1 elemente din S
sunt mat mart sau egale cu m.

e Mediana poate fi gdsitd, determinist, in O(n log n) pasi prin sortare
gi alegerea elementului adecvat din multimea sortatd; existd, de
asemeni un algoritm determinist mai complex, liniar, pentru deter-
minarea medianei ([Blum?73]).

e Vom prezenta un algoritm simplu, aleator, de complexitate liniard
a cdrui idee de bazd este de a gdsi doud elemente apropiate in or-
donarea crescdtoare a lui S gi care contin mediana intre ele.

o Acest algoritm este tot de tip Las Vegas.
_ Probabilit&ti gi statisticd - Cursul 9 27 aprilie 2026 23 /46



Algoritmi Las Vegas Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

RandMedian(S) {
let R be the multi-set of [\/4 n3| chosen elements of S independently
and uniformly at random with replacement;

sort R, // se utilizeazi un algoritm optim determinist in O(|R|log |R|) pasi

let d «the |vVn3/2 — \/n]|th smallest element in the sorted order
of R;

let u «the [v/n3/2 + /n|th smallest element in the sorted order
of R;

C«—{zeS :d<z<ul

li={zeS:z<d}l;lu={z €S : z>u};

if(lg > n/2 or I, > n/2 or |C| > 4[v/n3])

return “no median found";

sort C;

return the (|n/2] — lg + 1)th smallest element in the sorted order
of C; }
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Algoritmi Las Vegas Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

o Alegerea cardinalului multimii R §i a lui d §i w sunt fdcute pentru
a garanta cd

(i) C include median lui S cu probabilitate mare gi cd
(ii) C este suficient de micd incat sd poatd fi sortatd in timp subliniar cu
probabilitate mare.

Theorem 2.3
Algoritmul aleator pentru determinarea medianet are o complezitate
lintard st oferd un rdspuns corect.

Proof. Algoritmul ar oferi un rdspuns negativ dacd si numai dacd
mediana nu apartine multimii C' cand iy < n/2, I, < n/2si |C| <
4[+/n3]; aceasta inseamni c Iy > n/2 sau I, > n/2 sau |C| > 4[v/n?].
In ceea ce priveste complexitatea timp, sortarea elementelor lui C se
poate face in O(v/n3log vn3 = O(n). [ |
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Algoritmi Las Vegas Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

Un algoritm aleator pentru determinarea medianei

e Urmitorul rezultat, dat aici fird demonstratie (puteti consulta [Mitzen
incheie analiza algoritmului.

Theorem 2.4

Probabilitatea ca algoritmul aleator pentru determinarea mediane:
sd nu gdseascd mediana este cel mult 1/yn.
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Algoritmi Monte Carlo

Algoritmi Monte Carlo (cu eroare unilateral marginitd)

e Algoritmii Monte Carlo sunt algoritmi aleatori care nu pot garanta
un rdspuns corect (nu oferd intotdeauna o solufie a problemei).

Definition 3.1

Un algoritm aleator A este numait algoritm Monte Carlo pentru cal-
culul functier F dacd, pentru orice intrare ¢ (orice argument al lui
F),

P(A(z) = F(z)) > 1/2.

o Astfel de algoritmi apar adeseori in probleme de optimizare. Foarte

relevant pentru un algoritm Monte Carlo este cd probabilitatea de
a gregi este majorata.
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Algoritmi Monte Carlo

Amplificarea unui algoritm Monte Carlo

e Ca gi In definitia algorimilor Las Vegas constanta 1/2 poate fi in-
locuitd prin orice altd constant¥ e € (0, 1).

o Amplificarea este operatia de repetare independentd a executiei
algoritmului pand cand probabilitatea erorii scade suficient de mult.
Este ca §i cum am incerca sd transformdam un algoritm Monte Carlo
intr-unul Las Vegas.

e 33 presupunem cd probabilitatea erorii unui algoritm A este cel
mult € gi cd repetdm in mod independent algoritmul de & ori; prob-
abilitatea de a obtine numai r¥spunsuri eronate este cel mult €*,

e Cum kh_)ngo € = 0, pentru valori mari ale lui k, putem face aceast
probabilitate oricat de micd.

o Atentie: valori mari ale lui £ pot mdri foarte mult complexitatea
timp.
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Algoritmi Monte Carlo Verificarea inmultirii matricilor

Verificarea Inmul{irii matricilor

e 53 presupunem cd avem trei matrici patratice de ordin n, A, B si
C; pentru simplificare vom presupune cd operatiile sunt modulo 2.

e Dorim s3 verificdm dacd A- B = C. Aceasta este o problem3 de
decizie (se poate rdspunde doar cu "da" sau "nu").

e O metoda constd In a inmulti A cu B dupi care se compara rezul-
tatul cu C; inmulfirea matricilor necesitd O(n?) timp sau, utilizand
algoritmi mai sofisticati, O(n?37).

e Descriem un algoritm aleator care permite verificarea mai rapidd cu
riscul de a primi un rdspuns gresit, dar cu probabilitate scdzuta.
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Algoritmi Monte Carlo Verificarea inmultirii matricilor

Verificarea Inmul{irii matricilor

RandomVerify(A, B, C) {

generate 71, 72,...,7, € {0,1} independently at uniformly at ran-

dom;

7 (11,72, Tn);

if(ABr = Cr)
return “yes”;

return "no”; }

e Cand algoritmul returneazd "nu" suntem siguri cd A- B # C. Sin-
gura eroare pe care algoritmul o poate face este aceea de a returna
"da" dar rd3spunsul si fie, de fapt, "nu".

e Probabilitatea de a gregi poate fi majorata:

Theorem 3.1
Pentru r € {0,1}", ales ca tn algoritmul anterior, P(ABr = Cr) <

1 . 1
5 stuind cd A- B # C. (P(ABr=Cr|A-B# C) < 5.)
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Algoritmi Monte Carlo Verificarea inmultirii matricilor

Verificarea Inmul{irii matricilor

Proof. Cum D = AB — C # 0 - putem presupune cd dy, # 0; dacd
Dr =0, atunci

n—1
" Z di;7;
Zdlin:0:>rn:—71:1 2
1=1 din

Dupi ce am ales 7q,..., 7,1 existd doud posibile valori pentru r,, deci
probabilitatea ca egalitatea de mai sus sd aibd loc este cel mult 1/2.
P(ABr=Cr) =

= > P[(ABr=Cr)n{ri==z : 1=1,n—1}]
(1?11~~-13n71)6{071}"71

n—1
> duir
1=1

="t | n{r=%:i=1,n—1}
dln
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Algoritmi Monte Carlo Verificarea inmultirii matricilor

Verificarea Inmul{irii matricilor

(z1,...2n_1)€{0,1}7 1

1 _ < Prohahilit 1
< Dig fP(ﬁ{n:a:i:'z,:l,n—l}):E.l

(21,...23”,1)6{0,1}"71

e Algoritm constd in generarea a n numere aleatoare uniforme gi In
trei inmultiri matricexvector (O(n?)). Complexitatea timp a algo-

rimtului este deci O(n?).

e Dacd executdm in mod independent de & ori algoritmul ob{inem o

probabilitate de a gresi de cel mult 27*.
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

e Fie G = (V, E,w) un multigraf, unde w : £ — N* determind
multiplicitatea muchiilor (altfel spus avem un graf cu ponderi intregi
pe muchii).

e O tareturd (cut) in G este generatd de o bipartitie a lui V, (4, B),
iar costul ei este w(4,B) = Y.cpa,p) w(e), unde E(4,B) =
{uv € B : u € A,v € B} sunt muchiile t&ieturii.

e Problema tdieturii de cost minim (min-cut problem) cere si se
determine o tdieturd de cost w minim in G. Pentru rezolvarea
acestei probleme existd un algoritm determinist? de complexitate
timp O(nm + n?logn) (prin contrast probelma maz-cut este NP-
hard).

e Analizdm in aceastd sectiune un algoritm aleator pentru o t&ieturd
minim3 bazat pe contractia muchiilor unui graf.

2 Algoritmul Stoer-Wagner.
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

e Operatia de bazd, contraction(u,v), inlocuieste in graful curent
nodurile % §i v cu un nod nou z asigneazd multimea muchiilor
incidente lui z ca fiind muchiile incidente cu u gi v (altele decét
cele dintre u §i v).

¢ in timpul contractiei muchiile incidente cu u §i v cu un capdt comun
sunt retinute ca muchii multiple.

RandMinCut(G , w) {

while(| V(G)| > 2) {
choose e = wv € E(G) independently and uniformly at random,;
(G, w) « contraction(u,v);

}
return E(G); }
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

e Dupi fiecare pas numaérul de noduri scade cu unul gi orice tdieturd
in noul graf corespunde unei tdieturi anterioare.

e Dupd fiecare pas anumite tdieturi din graful original pot dispédrea,
dar algoritmul se termind cu o multime de muchii care reprezinta o
tdieturd din graful original.

e O strategie utild este aceea de a termina algoritmul cu £ > 2 noduri
in loc de 2 gi dupd aceea se poate aplica un algoritm determinist
pentru a determina o tdieturd de cost minim in graful rdmas.

RandMinCut(G , w, k) {

while(| V(G)| > k) {
choose e = wv € E(G) independently and uniformly at random,;
(G, w) + contraction(u,v);

}
return E(G); }

_ Probabilit&ti gi statisticd - Cursul 9 27 aprilie 2026 35/ 46



Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

Theorem 3.2
Algoritmul aleator RandMinCut(G , w, k) are o complezitate timp

polinomiald st determind o tdieturd minimd cu probabilitate de cel
k(k—1)

putin m .

Proof. Fiecare contractie poate fi executatd in O(n) pasi (de ce?); astfel,
complexitatea algoritmului RandMinCut(G , w, k) este O((n — k)n).

Dacéd intr-un multigraf cu n noduri avem o tdieturd de cost minim A,
atunci gradul minim al unui nod este cel putin h, deci numarul de muchii
din G este cel putin hn/2; probabilitatea ca o muchie care se afli intr-o

. .. h 2
tdieturd de cost minim sd fie contractatd va fi cel mult —— = —.
hn/2 n
Fie C o tdieturd de cost minim. Estimdm probabilitatea ca algoritmul
sd nu returneze C.
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Algoritmul lui Karger

Dacd C este returnatd, atunci nici una dintre muchiile lui C nu a fost

contractatd.

Fie A, evenimentul ca o muchie a lui C a fost contractatd in pasul ¢ si
B, evenimentul ca nicio muchie a lui C nu a fost contractatd in primele

(¢ — 1) iteratii. Numdrul de noduri dupd ¢ iteratii este (n — 1), deci

P(A))>1——,P(A|Bi.1) >1— ———.
( 1) 7 n; ( ’ 1) n TP
Pe de altd parte,
P(B;) = P(A;N Bi_1) = P(A;|Bi_1)P(B;_1),Vi < k.
P(By) = P(A;1)- P(A3|By) - ...  P(AL|By 1) >
n—k
2 k(k—1)
> 1- > N |
g g< n—z‘+1) “ n(n—1)
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Algoritmi Monte Carlo Un algoritm aleator pentru min-cut

Algoritmul lui Karger

e Pentru k£ = 2 algoritmul RandMinCut(G , w) guaranteazd o prob-
abilitate a erorii de cel mult[l — 2/n(n —1)] > (1 —2/n?);

e Putem reduce aceastd probabilitate repetand executia algoritmului:
daci il execut¥m de n2/2 ori (mirind complexitate timp la O(n?))
probabilitatea erorii este cel mult

n2

o2 <
n? e

e Dacd executdm de n(n—1)1nn ori algoritmul (marind complexitate
timp la O(n*logn)) probabilitatea erorii este cel mult

~1)1
<1—72 )n(n 1)nn<e—2h’":i
n(n —1) n2’

e Marele avantaj al acestui algoritm este simplitatea lui.
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Metoda probabilisticd

Metoda probabilistica

e Metoda probabilisticd este o tehnicd folositd pentru demonstrarea
existentei unor obiecte matematice (combinatorii) cu anumite pro-
prietati.

e Ideea de bazd a acestei metode constd In a demonstra cd proba-
bilitatea existentei unui obiect cu proprietdtile cerute este strict
pozitivd, ceea ce inseamnd cd un asemenea obiect exista.

e Pentru aceasta, construim un spatiu de probabilitate peste mulfimea
obiectelor implicate §i ardtdm ca probabilitatea obiectului respectiv
este nenuld.
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Metoda probabilistica

Theorem 4.1 |

(Principiul medieir) Dacd X este o variabild aleatoare discretd cu
E[X] > a, atunci P{X > a} > 0.

Primele exemple ale aplicdrii metodei probabiliste sunt legate de prob-
lema satisfiabilitadtii.
Proposition 4.1

Fie F = {C4, Cs,...,Cp} o familie de m clauze. Ezistd o asignare
a valorilor de adevdr a variabilelor booleene implicate, astfel ca
numdrul de clauze satisfacute sd fie cel puiin

i (1-271%N) >m(1-27"),

unde h = min |Cj|.

1<i<m
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Problema satisfiabilitdtii
proof: Imagindm urmaéatorul experiment aleator abstract: fiecdrei vari-

abile booleene z i asigndm independent valoarea 1 (adevdrat) sau 0
(fals) cu acceagi probabilitate 0.5. Definim variabilele aleatoare

X, =

1, dacd C; este adevaratd
0, dacid C; este falsd

Probabilitatea ca sd fie adevdratd clauza C; este egald cu probabili-
tatea ca mdcar unul dintre cei |C;| literali ai ei sd fie adevdrat, adicd
n

(1 — 2_‘01"). Numdrul de clauze satisfacute este egal cu X = Z X; §i,

=1
atunci
m m
E[X] =) EX)=) (1-271%) > m(1-27%).
= =1
Concluzia urmeazi conform Teoremei 4.1. |
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Metoda probabilisticd Aplicatii la problema satisfiabilit&tii

Problema satisfiabilitdtii

Corollary 4.1

Orice instantd a problemer k-SAT cu un numdr de clauze mar mic
strict decdt 2% este satisfiabild. (O instantd a problemei k-SAT are
in fiecare clauzd ezact k literals.)

Dem. Reludnd argumentul de mai sus, cu |C;| = k, Vi =1, m:

m

E[X] =) E[X)]= f: (1—27%) =m(1-27%) >m -1,

=1 =1

obtinem de aici cd P{X > m} = P{X > m — 1} > 0 - deci existd o
asignare a valorilor de adevdr care sd satisfacd toate cele m clauze. W
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Metoda probabilisticd Aplicatii la problema satisfiabilit&tii

Problema satisfiabilitdtii

e Minorantul indicat In acest rezultat este cel mai bun posibil deoarece
putem defini o instant3 a problemei k-SAT cu 2* clauze care si fie
nesatisfiabild: de exemplu familia tuturor clauzelor aviand k literali
definiti peste o multime de k variabile booleene.

e In mod similar se poate demonstra

Proposition 4.2
O familie de clauze F = {C},..., Cn} este satisfiabild dacd

m
Y2l <,
=1
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Metoda probabilisticd Aplicatii la problema satisfiabilit&tii

End
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