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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)

Introducere

� Procesul de generare a valorilor aleatoare care au o anumit  densi-
tate se nume³te simulare (unii o numesc simulare Monte Carlo).
Statistics and Data with R by Y. Cohen, J. Y. Cohen

� Metod  Monte Carlo este numit  orice metod  care rezolv  o prob-
lem  prin generarea unor anumite valori aleatoare ³i observând
fracµiunea acestor valori care au o anumit  proprietate. Aceast 
metod  este util  pentru a obµine soluµii numerice (aproximative)
pentru probleme care sunt prea complicate pentru a � rezolvate
analitic. mathworld.wolfram.com

� O valoare a unei variable aleatoare (sau o valoare care urmeaz 
o densitate) este numit  quantil  sau valoare aleatoare, num r
aleator (în englez  variate).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)

Introducere

� O metod  Monte Carlo genereaz  foarte multe astfel de valori
aleatoare (câteodat  milioane) asociate unei distribuµii de probabil-
itate, iar acest proces se nume³te simulare a respectivei distribuµii.

� Simularea este utilizat  de exmplu pentru a determina media sau
dispersia unei distribuµii sau un alt parametru asociat.

� Simularea depinde de "calitatea" valorilor aleatoare. Cele mai folosite
numere aleatoare sunt cele provenite din distribuµia uniform  con-
tinu  standard, U (0; 1), sau din distribuµia uniform  discret , Un .

� Aproape orice limbaj de programare are un generator de numere

aleatoare, dar aceste generatoare ofer  doar numere pseudo-aleatoare
sau quasi-aleatoare (valori uniforme).

� Unul dintre cele mai bune generatoare de numere pseudo-aleatoare
(pseudorandom number generator - PRNG) este Mersenne-Twister
(implicit în R).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

� Fie X o variabil  aleatoare c reia dorim s  îi estim m media � =

E[X ].

� Gener m mai întâi un ³ir Monte Carlo de valori aleatoare care
urmeaz  distribuµia lui X (acestea pot � privite ³i ca variabile
aleatoare independente ³i identic distribuite cu X : X1;X2; : : :XN .
Un estimator nedeplasat1 pentru � este

X =
X1 +X2 + : : :+XN

N
;

deoarece E[X ] = �. Dac  Var [X ] = �2, atunci

Var [X ] =

NX
i=1

Var [Xi ]

N 2
=

�2

N
:

1Un estimator a c rei medie este chiar parametrul estimat.
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo - Exemple

� Exemplu. Un vânz tor comercializeaz  un produs perisabil ³i în
�ecare zi face o comanda de 100 de unit µi din acest produs. Fiecare
unitate vândut  aduce un pro�t de 55 cenµi, iar o unitate nevândut 
d , la sfâr³itul zilei, o pierdere de 40 cenµi. Cererea zilnic , X ,
urmeaz  o distribuµie uniform  U [80; 140]. Estimaµi pro�tul mediu.

� Soluµie. Dac  P este pro�tul, atunci

P =

®
55; if X > 100
0:55X � 0:4(100�X ); if X < 100

� Gener m N valori pentru X ³i calcul m P1;P2; : : : ;PN , apoi de-
termin m media de selecµie.

� Pentru cinci e³antioane independente (cu N = 10000) obµinem

51:7796 51:82632 51:87036 51:84095 51:88509
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo - Exemple

� Valoarea exact  a pro�tului mediu este

Z
100

80

0:95x � 40
60

dx +

Z
140

100

55
60

dx = 51:83333

� Exemplu. Un server foarte performant este folosit de 250 utilizatori
independenµi. În �ecare zi, �ecare utilizator folose³te serverul, inde-
pendent, cu probabilitate 0:3. Num rul de job-uri lansate de �ecare
utilizator pe server urmeaz  o distribuµie Geometric  cu parametrul
0:15 ³i �ecare job are nevoie de �(10; 3) timp (în minute) pentru a
� executat. Job-urile sunt executate consecutiv. Estimaµi media
timpului total de utilizare a serverului.

� Soluµie. Timpul total necesar T = T1 + : : :+TX const  din suma
timpilor Ti ceruµi de cei X utilizatori activi. Num rul de utilizatori
activi X este Binomial(250; 0:3).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo - Exemple

� Fiecare utilizator activ lanseaz  Yi job-uri, unde Yi este G(0:15).
Astfel Ti = Ti ;1 + : : :+Ti ;Yi

, unde Ti ;j : �(10; 3).

� Trei estim ri independente ofer  urm toarele perioade de timp (în
minute)

1494:901 1492:228 1489:696

� Aceste valori sunt puµin peste 24 de ore (1440 minute).

� Exemplu. Dou  servere web ofer  (servesc) acelea³i pagini posi-
bililor clienµi (web). Timpul necesar proces rii unei cereri HTTP
urmeaz  o distribuµie exponenµial  cu �1 = 0:03ms�1 pentru primul
server ³i �2 = 0:04ms�1 pentru cel de-al doilea. Latenµa total , care
mai conµine timpul necesar cererii ³i r spunsului de a parcurge dis-
tanµa între client ³i server ³i înapoi, are o distribuµie exponenµial 
cu � = 1ms�1.
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo

Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo - Exemple

� Exemplu - continuare. Un client oarecare este îndreptat c tre primul
server cu probabilitate 0:4 ³i c tre al doilea cu probabilitate 0:6. Es-
timaµi timpul mediu de a³teptare pe care un client îl petrece pân 
la sosirea r spunsului la cererea sa.

� Soluµie. O simulare (sau "run") pentru aceast  problem  const 
în generarea unei valori uniforme standard U , apoi în funcµie de
aceast  valoare a unei valori care urmeaz  o distribuµie exponenµial 
cu � = 0:03 sau 0:04; rezultatul este ad ugat unei valori distribuite
exponenµial cu � = 1:

T = X +

®
Y ; if U < 0:4
Z ; if U > 0:4

;

where U : U (0; 1), X : Exp(1), Y : Exp(0:03), Z : Exp(0:04).
Pentru N = 10000 obµinem o estimare a mediei de 29:48822 ms.
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea lungimilor

� Fie U o variabil  uniform  standard; U aparµine mulµimii A � [0; 1]
cu probabilitatea

P(U 2 A) =

Z
A
1 du = lungimea lui A:

� Fie X = �A(U ) funcµia indicator (caracteristic ) a mulµimii A ³i
X1;X2; : : :XN un ³ir de variabile aleatoare identic distribuite cu X .

X (u) = �A(u) =

®
1; u 2 A

0; altfel
:

X =
X1 +X2 + : : :+XN

N
;
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea lungimilor

� �irul (Xi ) poate � obµinut prin generarea a n valori independente
uniforme U1;U2; : : : ;UN , luând apoi Xi = �A(Ui ).

� Lungimea lui A este aproximativ X care este proporµia valorilor Ui

care se g sesc în A.

� Fie A � [a ; b]; dac  U este o variabil  uniform  de�nit  pe [a ; b],
atunci

P(U 2 A) =

Z
A

du

b � a
=

1
b � a

Z
A
1 du =

lungimea lui A
b � a

:

� Gener m un ³ir de valori uniforme ³i independente pe [a ; b]: U1;U2; : : : ;UN

(Xi = �A(Ui )). Lungimea lui A va � cu aproximaµie (b � a) � X ,
adic  proporµia valorilor Ui care se a�  în A înmulµit  cu (b � a),
deoarece P(U 2 A) � X .

� De obicei calculul unei lungimi nu pune probleme majore; metoda
aceasta poate � îns  utilizat  pentru estimarea ariilor ³i a volumelor.
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea ariilor

� Fie B o mulµime 2-dimensional  care este inclus  în [0; 1] � [0; 1];
Dou  variabile uniforme standard independente au densitatea co-
mun 

fU ;V (u ; v) =

®
1; (u ; v) 2 [0; 1]� [0; 1]
0; altfel

:

� Aria lui B se determin  astfel

P ((U ;V ) 2 B) =

ZZ
B
1 dudv :

� Un algoritm pentru estimarea ariei unei mulµimi B � [0; 1]2:
1. Gener m un num r par de valori uniforme standard independente:
U1; : : : ;UN ;V1; : : : ;VN ;

2. Fie NB num rul de perechi (Ui ;Vi ) care aparµin lui B .
3. Un estimator pentru aria lui B este NB=N .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea ariilor

� Fie B o mulµime 2-dimensional  care este inclus  în [a1; b1]�[a2; b2];
dou  variabile uniforme una pe [a1; b1] ³i una pe [a2; b2], indepen-
dente, au densitatea comun 

fU ;V (u ; v) =


1

(b1 � a1) � (b2 � a2)
; (u ; v) 2 [a1; b1]� [a2; b2]

0; altfel
:

� Aria lui B se determin  astfel
P ((U ;V ) 2 B) =

ZZ
B

dudv

(b1 � a1) � (b2 � a2)
=

=
1

(b1 � a1) � (b2 � a2)

ZZ
B
1 dudv =

aria lui B
(b1 � a1) � (b2 � a2)

:

� Algoritm pt. estimarea ariei mulµimii B � [a1; b1]� [a2; b2]:
1. Gener m N valori uniforme pe [a1; b1], U1; : : : ;UN ³i N valori uni-

forme pe [a2; b2], V1; : : : ;VN , toate independente;
2. Fie NB num rul de perechi (Ui ;Vi ) care aparµin lui B .
3. Un estimator al ariei lui B este (b1 � a1) � (b2 � a2) �NB=N .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea ariilor - Exemple

� Exemplul 1. Fie B discul unitate din plan:

B =
{
(u ; v) : u2 + v2 6 1

}
� [�1; 1]2:

� Gener m N = 10000 valori uniforme pe [�1; 1] independente (în R
folosim runif(1, -1, 1) de 10000 de ori sau runif(10000, -1, 1)).

� Obµinem o estimare de 3:1368 pentru aria acestui disc care în real-
itate este � = 3:14159.

� Exemplul 2. Fie B o elips  (a = 4; b = 3):

B =
{
(u ; v) : u2=a2 + v2=b2 6 1

}
� [�4; 4]� [�3; 3] � [�4; 4]2:

� Gener m N = 10000 perechi de valori uniforme din [�4; 4] inde-
pendente.

� Obµinem o estimare de 37:4528 pentru aria acestei elipse care este
�ab = 12� = 37:69911.

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 8 20 aprilie 2026 14 / 36



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea volumelor

� Fie C o mulµime 3-dimensional  inclus  în [a1; b1]�[a2; b2]�[a3; b3];
trei variabile uniforme una pe [a1; b1], una pe [a2; b2] ³i una pe
[a3; b3], independente, au densitatea comun 

fU ;V ;W (u ; v ;w) =

®
1

(b1 � a1) � (b2 � a2) � (b3 � a3)
; (u ; v ;w) 2 [a1; b1]� [a2; b2]� [a3; b3]

0; otherwise

:

� Volumul lui C se determin  astfel

P ((U ;V ;W ) 2 C ) =

ZZZ
C

dudvdw

(b1 � a1) � (b2 � a2) � (b3 � a3)
=

volumul lui C
(b1 � a1) � (b2 � a2) � (b3 � a3)

:

� Algoritm pentru estimarea volumului, C � [a1; b1]�[a2; b2]�[a3; b3]:
1. Gener m N valori uniforme pe [a1; b1], (Ui )i=1;N

, N valori uniforme
pe [a2; b2], (Vi )i=1;N

, ³i n valori uniforme pe [a3; b3], (Wi )i=1;N
,

toate independente;
2. Fie NC num rul de triplete (Ui ;Vi ;Wi ) care aparµin lui C .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea volumelor - Exemplu

� 3. Estim m volumul lui C prin (b1 � a1) � (b2 � a2) � (b3 � a3) �NC =N .

� S  estim m volumul sferei (bilei) unitate2:

C =
{
(u ; v ;w) : u2 + v2 + w2 6 1

}
� [�1; 1]3:

� Mai întâi gener m N = 10000 triplete uniforme din [�1; 1], inde-
pendente ³i apoi obµinem o estimare de 4:184 pentru volumul acestei
bile care este 4�=3 = 4:18879.

� Dac  gener m N = 50000 triplete uniforme din [�1; 1], indepen-
dente, obµinem o estimare de 4:18816 pentru volumul bilei unitate

� Pe m sur  ce num rul de dimensiuni ale spaµiului în care lucr m
cre³te, avem nevoie de tot mai multe valori aleatoare pentru a aprox-
ima bine parametrul dorit.

� Acesta este the curse of dimensionality vizibil în spaµii cu multe
dimensiuni.

2De obicei, prin sfer  se înµelege doar frontiera mulµimii care urmeaz .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea volumelor - Exemplu

� S  estim m volumul bilei unitate 8-dimensionale (care are volumul
egal cu �4=24 = 4:058712):

C =

®
(u1; : : : ;u8) :

8X
i=1

u2
i 6 1

´
� [�1; 1]8:

� Urm torul tabel conµine conµine patru estimatori diferiµii pentru un
num r diferit de simul ri MC:

run N = 1000 N = 20000 N = 50000 N = 100000
1: 2:816 3:3920 4:11136 3:99872
2: 4:096 4:1600 4:01408 3:98592
3: 3:584 4:3776 4:06528 4:04992
4: 3:328 4:0704 4:2496 4:13440
5: 4:864 3:6480 4:22912 4:00896

average 3:7376 3:9296 4:133888 4:035584
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea ariilor regiunilor cu frontiere necunoscute

� Pentru a aproxima arii sau volume cu metoda Monte Carlo nu este
necesar s  cunoa³tem frontierele mulµimii în cauz .

� Pentru a aplica unul dintre algoritmii anteriori este su�cient s  ³tim
cum putem a�a dac  un punct dat aparµine mulµimii (pentru care
m sur m aria, volumul etc).

� Astfel, nu este necesar ca mulµimea din care ne extragem punctele s 
aib  o form  rectangular ; cu scal ri diferite ale axelor, putem gen-
era puncte aleatoare dintr-o form  rectangular  sau dintr-o form 
mai complex .

� O metod  de a genera puncte aleatoare dintr-o regiune cu o form 
arbitrar  este de a genera puncte (de coordonate uniforme) într-o
form  rectangular  care conµine acea regiune num rând punctele
din regiunea vizat .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Estimarea lungimilor, ariilor ³i a volumelor

Estimarea ariilor regiunilor cu frontiere necunoscute - Exemplu

� Exemplu. O alert  este lansat  la o central  nuclear . Este necesar
s  se estimeze aria regiunii expuse la scurgeri radioactive. Fron-
tierele acestei regiuni nu pot � determinate, îns  se poate m sura
nivelul de radioactivitate în orice locaµie dat .

� Soluµie. Un dreptunghi de 10� 8 km este ales în jurul ariei expuse.
Se genereaz  perechi de valori uniforme independente (Ui ;Vi ) în
acest dreptunghi.

� Se m soar  radioactivitatea în câteva locaµii alese aleator dintre
cele accesibile. Aria este estimat  ca proporµia m sur torilor peste
nivelul admis înmulµit  cu aria dreptunghiului.

� S  presupunem c  radioactivitatea este m surat  în 50 de locaµii
aleatoare ³i c  se g se³te un nivel peste cel normal în 18 locaµii.

Aria expus  este estimat  prin
18
50

� 80 km2 = 28:8 km2.
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo

� O lungime, o arie sau un volum pot � v zute drept integrale de�nite
ale unor anumite funcµii.

� Metoda Monte Carlo se poate dealtfel extinde la calculul integralelor
de�nite. S  presupunem c  avem de integrat o anumit  funcµie h
între a ³i b:

H =

Z b

a
h(u) du :

� Putem aproxima aceast  integral  considerând media unor valori
ale lui h în puncte aleatoare repartizate uniform pe [a ; b].

� Dac  U1;U2; : : : ;UN sunt valori uniforme pe [a ; b] independente
(pentru care densitatea este 1=(b � a) pe acest interval ³i 0 altfel),
estimatorul Monte Carlo pentru H este

FN =
b � a

N

NX
i=1

h(Ui ):
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo

� Aceast  aproximare are loc deoarece, pentru o variabil  uniform ,
U , pe [a ; b], media lui h(U ) este

E[h(U )] =

Z b

a
h(u)f (u) du ;

unde f este densitatea distribuµiei uniforme pe [a ; b].
� Astfel

E[h(U )] =

Z b

a
h(u)

1
b � a

du ;

³i
H =

Z b

a
h(u) du = (b � a)E[h(U )]:

� Folosind estimarea Monte Carlo pentru media de mai sus obµinem

H �
b � a

N

NX
i=1

h(Ui ) = FN ;

pentru variabilele uniforme pe [a ; b] ³i independente (Ui )16i6N .
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo

� Din Legea (tare a) Numerelor Mari P
(
lim
N!1

FN = H
)
= 1; disper-

sia acestui estimator este

Var [FN ] =
(b � a)2

12N
= O(1=N );

deoarece dispersia distribuµiei uniforme pe [a ; b] este (b � a)2=12.

� Cum deviaµia standard este o m sur  a împr ³tierii, ultima relaµie
poate � citit  astfel: trebuie s  m rim de patru ori dimensiunea
e³antionului pentru a reduce la jum tate eroarea (deviaµia stan-
dard).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo - Exemplu

� S  estim m urm toarea integral  (improprie):Z
1

0

e�u
2=2 du ;

(se ³tie c 
Z
1

0

e�u
2=2 du =

»
�=2 = 1:253314).

� Observ m mai întâi c  lim
a!1

Z a

0

e�u
2=2 du =

Z
1

0

e�u
2=2 du , deci,

pentru valori mari ale lui a avem
Z
1

0

e�u
2=2 du �

Z a

0

e�u
2=2 du ;

alegem a = 10.
� Pentru diferite valori ale dimensiunii N am obµinut urm toarele
medii pentru 30 de aproxim ri independente.

N = 1000 N = 10000 N = 20000 N = 50000
media 1:247216 1:259898 1:250592 1:251562
dev. st. 0:08749 0:02256 0:01898 0:01045
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo îmbun t µit 

� Integrala de�nit  de mai sus poate � scris  astfel:

H =
1

b � a

Z b

a
(b � a)h(u) du = E[(b � a)h(U )];

unde U are o distribuµie uniform  continu  pe [a ; b].

� Urmând urm toarea procedur  putem utiliza orice distribuµie con-
tinu  în locul celei uniforme.

� Fie X o distribuµie aleatoare continu  cu densitatea f astfel ca
f (u) > 0, pentru orice u 2 [a ; b] ³i f (u) = 0 pentru orice u =2 [a ; b].

� Putem scrie

H =

Z b

a
h(x ) dx =

Z b

a

h(x )

f (x )
f (x ) dx = E

ï
h(X )

f (X )

ò
:

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 8 20 aprilie 2026 24 / 36



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo îmbun t µit 

� Vom estima H alegând N valori aleatoare ale lui X (X1, : : : , XN )
³i calculând urm toarea medie:

H �
1
N

NX
i=1

h(Xi )

f (Xi )
:

� Metoda de mai sus nu se limiteaz  la intervale �nite [a ; b]. Putem
aproxima în acest fel ³i integrale improprii (convergente).

� Putem aproxima pe orice interval (a ; b) � R trebuie doar ca supor-
tul lui f , i. e., supp(f ) = fx 2 R : f (x ) 6= 0g s  conµin  (a ; b).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC) Integrarea Monte Carlo

Integrarea Monte Carlo îmbun t µit  - Exemplu

� De exemplu, alegând f s  �e densitatea normal  standard putem
aplica integrarea Monte Carlo de la �1 pân  la1 sau, dac  alegem
f s  �e densitatea exponenµial  putem aplica integrarea Monte Carlo
de la 0 pân  la 1.

� S  estim m din nou Z
1

0

e�u
2=2 du ;

folosind de data aceasta densitatea exponenµial  � = 1 (³i nu o
aproximare a limitei de integrare).

N = 1000 N = 10000 N = 20000 N = 50000
average 1:254416 1:254476 1:253978 1:253035
st. dev. 0:01454 0:00349 0:00313 0:00176
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte Carlo

� Estimarea unei probabilit µi este una dintre aplicaµiile tipice ale
metodei Monte Carlo.

� Fie X o variabil  aleatoare real  ³i A � R; probabilitatea p =

P(X 2 A) se estimeaz  astfel

p̂N =
#fXi 2 Ag

N
:

� Evident c  num rul variabilelor X1;X2; : : : ;XN care aparµin lui A
este o variabil  aleatoare discret  cu o distribuµie binomial  (B(N ; p)).

� Media ³i dispersia lui p̂N sunt

E[p̂N ] =
Np

N
= p; respectiv

Var [p̂N ] =
Np(1� p)

N 2
=
p(1� p)

N
:
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Acurateµea estim rii probabilit µilor cu metoda MC

� Cât de bun  este aceast  metod  de aproximare a lui p prin p̂N
(care este un estimator nedeplasat)?

� Folosind aproximarea normal  a distribuµiei binomiale,

Np̂ �Np√
Np(1� p)

=
p̂ � p√

p(1� p)=N
: N (0; 1):

� De unde

P(jp̂ � pj > �) = P

Ç
jp̂ � pj√
p(1� p)=N

>
�√

p(1� p)=N

å
�

� 2�

Ç
�

�√
p(1� p)=N

å
= 2 � pnorm

Ç
�

�√
p(1� p)=N

å
;

unde �(�) este funcµia de repartiµie a unei variabile normale stan-
dard (în R, �(z ) = pnorm(z )).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Acurateµea estim rii probabilit µilor cu metoda MC

� Cum se proiecteaz  un studiu Monte Carlo care s  aib  o acurateµe
anterior prescris ?

� Adic , pentru un � ³i 0 < � < 1, cât de mare trebuie s  �e N astfel
ca

P(jp̂ � pj > �) 6 � ?

� Principalul obstacol este acela c  în relaµia de mai sus valoarea lui
p este necunoscut  (altfel estimarea nu ar mai avea sens).

� Avem dou  posibilit µi pentru a estima cantitatea p(1� p):
1 Mai întâi, am putem utiliza o "aproximare" (o estimare preliminar )

a lui p, dac  exist .
2 În al doilea rând, putem utiliza un majorant din inegalitatea mediilor

p(1� p) 6 1=4; 8p 2 [0; 1]:
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Acurateµea estim rii probabilit µilor cu metoda MC

� În primul caz, dac  p� este o "aproximare", trebuie s  rezolv m
inegalitatea

2�

Ç
�

�√
p�(1� p�)=N

å
6 �:

� Fie za = ��1(a) = qnorm(a), unde a 2 (0; 1). Inegalitatea devine

�
�√

p�(1� p�)=N
6 z�

2
or
»
p�(1� p�)=N 6 �

�

z�
2

:

(S  not m c , pentru a < 1=2, avem za < 0.)

� Obµinem un minorant pentru N :

N > p�(1� p�)

Å
z�
2

�

ã2
:
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Acurateµea estim rii probabilit µilor cu metoda MC

� În cel de-al doilea caz, dac  nu avem o "aproximare", atunci

N >
1
4

Å
z�
2

�

ã2
=

Å
z�
2

2�

ã2
:
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Estimarea probabilit µilor folosind metoda MC - Exemplu

� Exemplu. Un server este utilizat de 250 clienµi independenµi. În
�ecare zi, un client, în mod independent, folose³te serverul cu prob-
abilitate 0:3. Num rul de procese lansate în execuµie pe server de
�ecare client activ urmeaz  o distribuµie Geometric  cu parametrul
0:15, iar �ecare proces are nevoie pentru a � executat de un timp
care urmeaz  o distribuµie �(10; 3). Job-urile sunt procesate con-
secutiv. Care este probabilitatea ca timpul total necesar s  �e mai
puµin de 24 de ore? Estimaµi probabilitatea cu o eroare de cel mult
�0:01 cu probabilite 0:99.

� Soluµie. Timpul total T = T1 + : : : + TX este format din suma
timpilor necesari �ec rui clienµilor activi, Ti , care sunt în num r de
X , variabil  distribuit  Binomial(250; 0:3).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Estimarea probabilit µilor folosind metoda MC - Exemplu

� Fiecare client activ lanseaz  în execuµieYi procese, Yi : Geometric(0:15)
. Astfel Ti = Ti ;1 + : : :+Ti ;Yi

, unde Ti ;j : �(10; 3).

� Nu avem o "aproximare" a probabilit µii în cauz , P(T < 24).
Pentru a obµine acurateµea cerut  (� = 0:01, � = 0:01) avem nevoie
de

N >
1
4

Å
z�
2

�

ã2
=

1
4

(z0:005
0:01

)2

=
1
4

Å
�2:57529

0:01

ã2
= 16587:24;

as z0:005 = qnorm(0:005) = �2:57529.

� Astfel, vom avea nevoie de N = 16588 simul ri (valoare su�cient de
mare pentru a utiliza aproximarea normal  a distribuµiei binomiale).
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Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte

Carlo

Estimarea probabilit µilor folosind metoda MC - Exemplu

� Trei estim ri independente dau urm toarele probabilit µi

0:4262117 0:4202435 0:4259103

� Probabilitatea nu este chiar atât de mic ; este posibil ca toate job-
urile s  �e terminate într-o singur  zi.
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Estimarea probabilit µilor folosind metoda Monte
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Sfâr³it

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 8 20 aprilie 2026 35 / 36



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Bibliography

Bibliogra�e

Baron, M., Probability and Statistics for Computer Scientist,
Chapman & Hall/CRC Press, 2013 or the electronic edition
https://ww2.ii.uj.edu.pl/�z1099839/naukowe/RP/rps-michael-
byron.pdf

Johnson, J. L., Probability and Statistics for Computer Science,
Wiley Interscience, 2008.

Lipschutz, S., Theory and Problems of Probability, Schaum's Out-
line Series, McGraw-Hill, 1965.

Ross, S. M., A First Course in Probability , Prentice Hall, 5th
edition, 1998.

Shao, J., Mathematical Statistics, Springer Verlag, 1998.

Stone, C. J., A Course in Probability and Statistics, Duxbury
Press, 1996.

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 8 20 aprilie 2026 36 / 36


	Simulare - metodele Monte Carlo (MC)
	Estimarea mediei cu metoda Monte Carlo
	Estimarea lungimilor, ariilor şi a volumelor
	Integrarea Monte Carlo
	Estimarea probabilităţilor folosind metoda Monte Carlo

	Bibliography

