Probabilititi si Statistick - Curs 7 J

30 martie 2026

_ Probabilit&ti gi Statisticd - Curs 7 30 martie 2026 1/27



Table of contents

© Legile fundamentale
@ Teorema limitd centrald
@ Aproximarea normald a distributiei binomiale

© Simulare
@ Simularea variabilelor aleatoare
o Aplicatii ale LNM gi TLC

© Bibliography

_ Probabilit&ti gi Statisticd - Curs 7 30 martie 2026 2/27



Legile fundamentale Teorema limitd centrald

Teorema limitd centrald

Theorem 1.1

(Teorema limitd centrald, Lindeberg-Lévy) Fie (Xn),, un sir de
variabile aleatoare independente $i identic distribuite cu media
w1 dispersia 0. Atunci

1 n
n 4
— N(0,1) sau

g
S
-

n
ZXi—n,u

lim P| =L < /e —t2/2)dt,Va € R.

=}
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Legile fundamentale Teorema limitd centrald

Teorema limitd centrald

e Teorema limitd centrald permite estimarea unor probabilitdti aso-
ciate sumelor de variabile (independente gi identic distribuite).

e Pe de altd parte, teorema explicd de ce atat de multe procese (din
stiintele sociale, biologie, psihologie etc) urmeazd o lege normali.

e In esenta ei teorema limitd centrald spune c&, pentru esantioane
suficient de mari (n > 30), variabila

n
Z X;—nu
i=1
ovn

urmeazi o lege normald standard, N (0, 1).

e Teorema limitd centrald are loc chiar gi pentru variabile dependente,
dacd au corelatia foarte scdzutd.
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Legile fundamentale Aproximarea normald a distributiei binomiale

Aproximarea normald a distributiei binomiale

e Fie X,, un gir de variabile Bernoulli(p) independente.

n
X = X; are o distributie binomiald, B(n, p).
=1
Folosind teorema limitd centrald obtinem teorema de Moivre-Laplace
care spune c#, pentru n suficient de mare, variabila

X -E[X] X-mnp
~ /Var[X] \/np(1-Dp)

este o variabild normald standard (N (0, 1)).

e Aproximarea este bund pentru np(1 — p) > 10.
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Legile fundamentale Aproximarea normald a distributiei binomiale

Aproximarea normald a distributiei binomiale

e Un alt mod de a vedea acest rezultat este urméatorul: cand k este
aproape de np

(k—np)?
n S €XP — onp(i=
(k)pk(l _p) Tk~ 2np(1—p)

V2mnp(l—p)

e Considerdm urmdtorul exemplu: fie X numdrul de aparitii ale ste-
mei in 40 de aruncdri ale unei monede.
e Cit este P(X = 20)?

P(X =20) = P(19.5 < X <20.5) =

195-20 X —20 _20.5—20 X —20
:P( < < ) :P(—0.16< <0.16)
vio T 1o T /1o VAT
~ $(0.16) — $(—0.16) = 0.1272,
unde $(-) este functia de repartitie a variabilei N (0, 1).
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Legile fundamentale Aproximarea normald a distributiei binomiale

Corectia continud

e Corectia continud este o ajustare care se face ori de céte ori o dis-
tributie discret este aproximata printr-una continui.

e P(X =10) = P(9.5 < X < 10.5), P(X > 15) = P(X > 15.5),
P(X < 13) = P(X < 12.5).
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare uniform distribuite

e Cand vorbim despre numere aleatoare ne gandim cel mai adesea la
numere aleatoare uniform distribuite.

o Existd doud tipuri de variabile aleatoare uniforme: discretd gi con-
tinud.

e De exemplu, pentru a alege un numdr intreg aleator uniform dis-
tribuit intre 1 gi n (cateodatd intre 0 gi (n — 1)) trebuie sd generdm
o valoare a unei variabile aleatoare discrete uniforme U,.

e Pe de altd parte, dacd dorim sd alegem un numir aleator uniform
din intervalul [0, 1] trebuie sd generdm o valoare a unei variabile
continue uniforme Upg ;.

e In general, a stmula o anumsitd variabild aleatoare inseamnd a
genera valori care urmeazd acea distrubutie.
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare

e Aproape orice limbaj de programare confine cdte un generator de
numere aleatoare unifome (discrete gi continue); noi vom utiliza
generatoarele din R care acoperd gi alte distributii in afard de cele
uniforme.

e Trecem In revistd comenzile R pentru distributiile discrete sau con-
tinue uzuale.

¢ Functiile care Incep cu p, q, d gi r returneazd functie de repartitie
(sau CDF - cumulative distribution function), inversa CDF, func-
tion de densitate de probabilitate (PDF), respectiv o valoare a unei
variable aleatoare avdnd distributia specificata.

e Pentru a genera doar valori discrete uniforme se poate utiliza functia
sample().

_ Probabilit&ti gi Statisticd - Curs 7 30 martie 2026 9/27



Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare

Distributia Comenzi
Binomial pbinom() gbinom() dbinom() rbinom|()
Geometric pgeom() ggeom() dgeom() rgeom()
Poisson ppots() gpois() dpots() rpois()
Uniform punif() qunaf () dunaf () runtf ()
Exponential | pezp() gezp() dezp() rezp()
Normal pnorm()  gnorm()  dnorm()  rnorm()
Student pt() qt() dt() ()
Gamma pgamma() ggamma() dgamma() rgammal()

e Detalii se pot afla folosind help(nume) in R sau Rstudio.
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare

o Pentru a simula o variabild aleatoare discretd este nevoie de repar-
titia ei.
aabablgiti si Statistipy,
P P2 ... Dk
e X se poate simula astfel: generdm o valoare aleatoare uniformd
i—1 i
(continud) U si returndm z; dacd ij LUK ij.

X :
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Ezemplul 1. (LNM - Problema acului lut Buffon) Problema (for-
mulatd in 1733 §i rezolvatd in 1777 de naturalistul i matematicianul
francez Comte de Buffon) cere sd se determine probabilitatea ca un ac
de lungime [ s& intersecteze o dreaptd cand este aruncat pe o suprafatd
pland pe care sunt desenate (o infinitate de) drepte paralele aflate la
distanta 24d.

Solutie. Vom presupune cd lungimea acului este mai micd decét dis-
tanta dintre drepte (cea mai ugoard variantd de analizat); existd doud
variabile care determind pozifia relativd a acului fatd de cea mai apropi-
atd dreaptd: unghiul, z, pe care il face acul cu directia liniilor gi distanta
de la mijlocul acului la aceastd dreaptd, y. Acul va intersecta cea mai
apropiatd linie dacd §i numai y < I/2sinz, oricare ar fi z € [0, 7].
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Toate situatiile posibile sunt complet descrise de perechile (z, y) € [0, 7] X
[0, d], iar cazurile favorabile sunt perechile care dau puncte aflate sub
graficul functiei f : [0,7] — R, f(z) =1/2sinz.

Astfel, probabilitatea este

/wa(:c) dz
 o7med

Pentru [ = d = 1, adicd atunci cand acul are lungimea egald cu jumé&tate
din distanta dintre drepte, probabilitatea este 1/m.

—1/7rlsin:z: dm—i[—cosx]”—i
wd Jy 2 - 27d 0 " xd’
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Introducem experienta aleatoare care constd in a arunca acul gi notdm
cu X variabila Bernoulli care are valoarea 1 dacd si numai dacd acul
intersecteazd o dreaptd; probabilitatea de succes gi media variabilei X
au valoarea 1/7.

Dacd repetdm In mod independent experimentul de n ori vom obtine
un egantion de dimensiune n, (X;),_15. Datoritd Legii Numerelor Mari
T, — 1/m, astfel, pentru valori mari ale lui n,

_ numdrul de succese 1

fn_ ~~ T
n ™

Acest tip de relatie a fost utilizat pentru a obfine aproximdri experi-
mentale ale lui 7. Mai multi "aruncdtori" de ace au efectuat deja acest
experiment.
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Aplicatii ale LNM gi TLC
Ezemplul 2. (Verificarea LNM) Considerdm o repartitie X cu media p
si dispersia o2 §i un gir de n variabile aleatoare independente si identic

distribuite cu X, X;, ¢« = 1, n. Legea numerelor mari spune cd (intr-un
anumit sens, probabilistic) media de selectie converge la medie:

T, > fHasn— oo

Verificdm aceastd lege utilizdnd o distributie Poisson cu divergi parametri
A (pentru o astfel de distributie 1 = A).

A\ 2 3 4 6 8 12 15
T, | 1.955 2977 4.003 6.027 8018 12.093 14.925

Se observa cd mediile de selectie obtinute (n = 5000) sunt foarte apropi-
ate de mediile corespunzdtoare. (Egantioanele au fost obtinute folosind
rpois(n, A).)
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Dacd repetdam testul anterior cu distributia Gamma pentru diverse valori
ale parametrilor (o, A) (media este 4 = a/A) obfinem

a 2 2 3 4 6 6 6 12
A 1.5 2 2 3 5 4 8 4
T, | 1361 1.009 1.489 1.345 1.204 1.501 0.752 2.973
@ | 1.333 1.000 1.500 1.333 1.200 1.500 0.750 3.000

Mediile de selectie obtinute (n = 5000) sunt foarte apropiate de mediile
corespunzitoare. (Egantioanele au fost obtinute folosind rgamma(n, o, A).
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Ezamplul 8. (TLC - de Moivre-Laplace) Mirimea ideald a anului I la
un colegiu particular este de 150 studenti. Conducerea colegiului, stiind
din experientd, cd, in medie, doar 30% din elevii care trec examenul
de admitere vor urma cursurile, aprobd 450 de locuri pentru admitere.
Calculati probabilitatea ca cel putin 151 de elevi admigi sd rdmand gi sd
urmeze cursurile colegiului.

Solutie. Fie X numdrul de elevi admisgi care urmeazd cursurile colegiu-
lui; vom presupune cd fiecare elev admis va urma independent cursurile
colegiului. Atunci X : B(450,0.3) si

X - 150.5 —
P(X >150) = P(X > 150.5) = P ( e SN e 2 )

Vnp(1—p) = /np(1-p)

) ~ P(Z > 1.722)

(X — 135 155
2

V81 v/ 81
unde Z : N(0,1). Astfel P(X > 150) ~ 1 — pnorm(1.722) = 0.0425.
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Ezamplul 4. (TLC) O populatie de muncitori are media greut&tii 167
gi deviatia standard 27. Dacd se alege un egantion de 36 muncitori, care
este probabilitatea ca media de selectie sd fie cuprinsd intre 163 §i 1707

Solutie. Fie T,, media de selectie, din TLC, En proft

a/vn

urmeaza cu aprox-

imatie o distribufie normald standard, astfel

163 — 167 < T, — 167 < 170 — 167> L

BReHS FesdlO = B ( 45 Y a5 Y a5

z, — 167
:p<_ | patigh®
0.888 < a5

= pnorm(0.888) — pnorm(—0.888) = 2 - pnorm(0.888) — 1 = 0.625

< 0.888> A~ P(—0.888 < Z < 0.888) =
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Ezemplul 5. (Verificarea TLC) Considerdm o distributie de proba-
bilitate, X, cu media u §i dispersia o §i un sir format din n variabile
aleatoare independente gi identic distribuite X;, 1 = 1, n. Conform TLC,
pentru valori mari ale lui n, media de selectie, T, are o distribufie nor-
mald, N(u,02/n).

Dorim s verificdm aceastd afirmatie gi considerdm N astfel de medii
de selectie gi construim o histogramd. Exemplele de mai jos folosesc
distributia geometricd G(0.35) si distributia exponentiald Ezp(5) (n =
50, N = 10000).
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Aplicatii ale LNM gi TLC

1500
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Sample means for Geometric(0.35)
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Applications of LLN and CLT

1000 2000

Frequency

1

[ | I I
0.15 0.20 0.25 0.30

Sample means for Exponential(5)
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Ezemplul 6. (Verificarea TLC) Considerdm o distributie de proba-
bilitate, X, cu media u §i dispersia o §i un sir format din n variabile
aleatoare independente gi identic distribuite X;, 7 = 1, n. Acest gir poate
fi vdzut ca un egantion aleator simplu; dacd z,, este media de selectie,
TLC spune cd

lim P[

n—oo

unde Z : N(0,1). De obicei, pentru valori mari ale lui n putem face
urmitoarea aproximare

P.(z)=P {?/:/%” <

O methodd pentru a verifica cat de precisd este aceasté aproximare:

z} ~ P(Z < z).

alegem independent N e§antioane (§iruri) (X k) T §i calculdm
n
o _ Hk T <zo/vn
N
B P:robabilititi si StatisticX - Curs 7 30 martie 2026 22 /27




Aplicatii ale LNM gi TLC

Altfel spus, JiN este numdrul de esantioane (dintre cele N) care satisfac

Tn — K <

o//n S

inegalitatea

z supra numdrul total de esantioane. Aceastd

statisticd ar trebui si aproximeze P[Z < z]. Pentru distributia expo-
nentiald cu A =2, n =50 §si N = 2000 rezultatele se gdsesc mai jos (un
singur egantion de dimensiune n poate fi obtinut cu rezp(n, A)).

p -15 —-10 -05 0 0.5 1.0 1.5
P¥(z) 0.055 0.154 0.313 0.509 0.723 0.831 0.931
Rel.err 16% 2.5% 1.6% 1.8% 4.6% 1.8% 0.2%

pnorm(z) | 0.066 0.158 0.308 0.5 0.691 0.847 0.933

|P(Z < z) - PM(2)]
P(Z < z)

Eroarea relativd este egald cu

30 martie 2026
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Aplicatii ale LNM gi TLC

Pentru a calcula P¥(z) am folosit urm&torul algoritm:
W 1/X; /7 whye
O — 1/)\; // why?
czx0/\/n+p;
7«1
for(s =1, N)

if(mean(rezp(n,)) < ¢)

J++

return j/N;
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Sfarsit
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