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Legile fundamentale Teorema limit  central 

Teorema limit  central 

Theorem 1.1

(Teorema limit  central , Lindeberg-Lévy) Fie (Xn)n>1 un ³ir de

variabile aleatoare independente ³i identic distribuite cu media

� ³i dispersia �2. Atunci
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Legile fundamentale Teorema limit  central 

Teorema limit  central 

� Teorema limit  central  permite estimarea unor probabilit µi aso-
ciate sumelor de variabile (independente ³i identic distribuite).

� Pe de alt  parte, teorema explic  de ce atât de multe procese (din
³tiinµele sociale, biologie, psihologie etc) urmeaz  o lege normal .

� În esenµa ei teorema limit  central  spune c , pentru e³antioane
su�cient de mari (n > 30), variabila

nX
i=1

Xi � n�

�
p
n

urmeaz  o lege normal  standard, N (0; 1).

� Teorema limit  central  are loc chiar ³i pentru variabile dependente,
dac  au corelaµia foarte sc zut .
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Legile fundamentale Aproximarea normal  a distribuµiei binomiale

Aproximarea normal  a distribuµiei binomiale

� Fie Xn un ³ir de variabile Bernoulli(p) independente.

� X =
nX

i=1

Xi are o distribuµie binomial , B(n ; p).

� Folosind teorema limit  central  obµinem teorema de Moivre-Laplace
care spune c , pentru n su�cient de mare, variabila

Y =
X � E[X ]√
Var [X ]

=
X � np√
np(1� p)

este o variabil  normal  standard (N (0; 1)).

� Aproximarea este bun  pentru np(1� p) > 10.
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Legile fundamentale Aproximarea normal  a distribuµiei binomiale

Aproximarea normal  a distribuµiei binomiale

� Un alt mod de a vedea acest rezultat este urm torul: când k este
aproape de npÇ

n

k

å
pk (1� p)n�k �

exp� (k�np)2

2np(1�p)√
2�np(1� p)

:

� Consider m urm torul exemplu: �e X num rul de apariµii ale ste-
mei în 40 de arunc ri ale unei monede.

� Cât este P(X = 20)?

P(X = 20) = P(19:5 6 X 6 20:5) =

= P

Å
19:5� 20p

10
6

X � 20p
10

6
20:5� 20p

10

ã
= P

Å
�0:16 6 X � 20p

10
6 0:16

ã
�

� �(0:16)� �(�0:16) = 0:1272;

unde �(�) este funcµia de repartiµie a variabilei N (0; 1).
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Legile fundamentale Aproximarea normal  a distribuµiei binomiale

Corecµia continu 

� Corecµia continu  este o ajustare care se face ori de câte ori o dis-
tribuµie discret  este aproximat  printr-una continu .

� P(X = 10) = P(9:5 6 X 6 10:5), P(X > 15) = P(X > 15:5),
P(X < 13) = P(X 6 12:5).
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare uniform distribuite

� Când vorbim despre numere aleatoare ne gândim cel mai adesea la
numere aleatoare uniform distribuite.

� Exist  dou  tipuri de variabile aleatoare uniforme: discret  ³i con-
tinu .

� De exemplu, pentru a alege un num r întreg aleator uniform dis-
tribuit între 1 ³i n (câteodat  între 0 ³i (n � 1)) trebuie s  gener m
o valoare a unei variabile aleatoare discrete uniforme Un .

� Pe de alt  parte, dac  dorim s  alegem un num r aleator uniform
din intervalul [0; 1] trebuie s  gener m o valoare a unei variabile
continue uniforme U[0;1].

� În general, a simula o anumit  variabil  aleatoare înseamn  a

genera valori care urmeaz  acea distrubuµie.
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare

� Aproape orice limbaj de programare conµine câte un generator de
numere aleatoare unifome (discrete ³i continue); noi vom utiliza
generatoarele din R care acoper  ³i alte distribuµii în afar  de cele
uniforme.

� Trecem în revist  comenzile R pentru distribuµiile discrete sau con-
tinue uzuale.

� Funcµiile care încep cu p; q ; d ³i r returneaz  funcµie de repartiµie
(sau CDF - cumulative distribution function), inversa CDF, func-
tion de densitate de probabilitate (PDF), respectiv o valoare a unei
variable aleatoare având distribuµia speci�cat .

� Pentru a genera doar valori discrete uniforme se poate utiliza funcµia
sample().
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Simulare Simularea variabilelor aleatoare

Generarea de numere aleatoare

Distribuµia Comenzi
Binomial pbinom() qbinom() dbinom() rbinom()

Geometric pgeom() qgeom() dgeom() rgeom()

Poisson ppois() qpois() dpois() rpois()

Uniform punif () qunif () dunif () runif ()

Exponential pexp() qexp() dexp() rexp()

Normal pnorm() qnorm() dnorm() rnorm()

Student pt() qt() dt() rt()

Gamma pgamma() qgamma() dgamma() rgamma()

� Detalii se pot a�a folosind help(nume) în R sau Rstudio.
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Generarea de numere aleatoare

� Pentru a simula o variabil  aleatoare discret  este nevoie de repar-
tiµia ei.

X :

Ç
x1 x2 : : : xk : : :

p1 p2 : : : pk : : :

å
� X se poate simula astfel: gener m o valoare aleatoare uniform 

(continu ) U ³i return m xi dac 
i�1X
j=1

pj 6 U <
iX

j=1

pj .
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Exemplul 1. (LNM - Problema acului lui Bu�on) Problema (for-
mulat  în 1733 ³i rezolvat  în 1777 de naturalistul ³i matematicianul
francez Comte de Bu�on) cere s  se determine probabilitatea ca un ac
de lungime l s  intersecteze o dreapt  când este aruncat pe o suprafaµ 
plan  pe care sunt desenate (o in�nitate de) drepte paralele a�ate la
distanµa 2d .
Soluµie. Vom presupune c  lungimea acului este mai mic  decât dis-
tanµa dintre drepte (cea mai u³oar  variant  de analizat); exist  dou 
variabile care determin  poziµia relativ  a acului faµ  de cea mai apropi-
at  dreapt : unghiul, x , pe care îl face acul cu direcµia liniilor ³i distanµa
de la mijlocul acului la aceast  dreapt , y . Acul va intersecta cea mai
apropiat  linie dac  ³i numai y 6 l=2 sin x , oricare ar � x 2 [0; �].
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Toate situaµiile posibile sunt complet descrise de perechile (x ; y) 2 [0; �]�
[0; d ], iar cazurile favorabile sunt perechile care dau puncte a�ate sub
gra�cul funcµiei f : [0; �]! R, f (x ) = l=2 sin x .
Astfel, probabilitatea este

Z
�

0

f (x ) dx

� � d =
1
�d

Z
�

0

l

2
sin x dx =

l

2�d
[� cos x ]�

0
=

l

�d
:

Pentru l = d = 1, adic  atunci când acul are lungimea egal  cu jum tate
din distanµa dintre drepte, probabilitatea este 1=�.
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Introducem experienµa aleatoare care const  în a arunca acul ³i not m
cu X variabila Bernoulli care are valoarea 1 dac  ³i numai dac  acul
intersecteaz  o dreapt ; probabilitatea de succes ³i media variabilei X
au valoarea 1=�.
Dac  repet m în mod independent experimentul de n ori vom obµine
un e³antion de dimensiune n , (Xi )i=1;n . Datorit  Legii Numerelor Mari
xn ! 1=�, astfel, pentru valori mari ale lui n ,

xn =
num rul de succese

n
� 1

�
:

Acest tip de relaµie a fost utilizat pentru a obµine aproxim ri experi-
mentale ale lui �. Mai mulµi "arunc tori" de ace au efectuat deja acest
experiment.

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 7 30 martie 2026 14 / 27



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Exemplul 2. (Veri�carea LNM) Consider m o repartiµie X cu media �
³i dispersia �2 ³i un ³ir de n variabile aleatoare independente ³i identic
distribuite cu X , Xi , i = 1;n . Legea numerelor mari spune c  (într-un
anumit sens, probabilistic) media de selecµie converge la medie:

xn ! � as n !1

Veri�c m aceast  lege utilizând o distribuµie Poisson cu diver³i parametri
� (pentru o astfel de distribuµie � = �).

� 2 3 4 6 8 12 15
xn 1:955 2:977 4:003 6:027 8:018 12:093 14:925

Se observ  c  mediile de selecµie obµinute (n = 5000) sunt foarte apropi-
ate de mediile corespunz toare. (E³antioanele au fost obµinute folosind
rpois(n ; �).)
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Dac  repet m testul anterior cu distribuµia Gamma pentru diverse valori
ale parametrilor (�; �) (media este � = �=�) obµinem

� 2 2 3 4 6 6 6 12
� 1:5 2 2 3 5 4 8 4
xn 1:361 1:009 1:489 1:345 1:204 1:501 0:752 2:973
� 1:333 1:000 1:500 1:333 1:200 1:500 0:750 3:000

Mediile de selecµie obµinute (n = 5000) sunt foarte apropiate de mediile
corespunz toare. (E³antioanele au fost obµinute folosind rgamma(n ; �; �).)
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Aplicaµii ale LNM ³i TLC

Examplul 3. (TLC - de Moivre-Laplace) M rimea ideal  a anului I la
un colegiu particular este de 150 studenµi. Conducerea colegiului, ³tiind
din experienµ , c , în medie, doar 30% din elevii care trec examenul
de admitere vor urma cursurile, aprob  450 de locuri pentru admitere.
Calculaµi probabilitatea ca cel puµin 151 de elevi admi³i s  r mân  ³i s 
urmeze cursurile colegiului.
Soluµie. Fie X num rul de elevi admi³i care urmeaz  cursurile colegiu-
lui; vom presupune c  �ecare elev admis va urma independent cursurile
colegiului. Atunci X : B(450; 0:3) ³i

P(X > 150) = P(X > 150:5) = P

Ç
X � np√
np(1� p)

>
150:5� np√
np(1� p)

å
=

= P

Å
X � 135p

81
>

15:5p
81

ã
� P(Z > 1:722)

unde Z : N (0; 1). Astfel P(X > 150) � 1� pnorm(1:722) = 0:0425.
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Examplul 4. (TLC) O populaµie de muncitori are media greut µii 167
³i deviaµia standard 27. Dac  se alege un e³antion de 36 muncitori, care
este probabilitatea ca media de selecµie s  �e cuprins  între 163 ³i 170?

Soluµie. Fie xn media de selecµie, din TLC,
xn � �

�=
p
n

urmeaz  cu aprox-

imaµie o distribuµie normal  standard, astfel

P(163 6 xn 6 170) = P

Å
163� 167

4:5
6

xn � 167
4:5

6
170� 167

4:5

ã
=

= P

Å
�0:888 6 xn � 167

4:5
6 0:888

ã
� P(�0:888 6 Z 6 0:888) =

= pnorm(0:888)� pnorm(�0:888) = 2 � pnorm(0:888)� 1 = 0:625
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Exemplul 5. (Veri�carea TLC) Consider m o distribuµie de proba-
bilitate, X , cu media � ³i dispersia �2 ³i un ³ir format din n variabile
aleatoare independente ³i identic distribuite Xi , i = 1;n . Conform TLC,
pentru valori mari ale lui n , media de selecµie, xn , are o distribuµie nor-
mal , N (�; �2=n).
Dorim s  veri�c m aceast  a�rmaµie ³i consider m N astfel de medii
de selecµie ³i construim o histogram . Exemplele de mai jos folosesc
distribuµia geometric  G(0:35) ³i distribuµia exponenµial  Exp(5) (n =

50, N = 10000).
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Applications of LLN and CLT
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Exemplul 6. (Veri�carea TLC) Consider m o distribuµie de proba-
bilitate, X , cu media � ³i dispersia �2 ³i un ³ir format din n variabile
aleatoare independente ³i identic distribuite Xi , i = 1;n . Acest ³ir poate
� v zut ca un e³antion aleator simplu; dac  xn este media de selecµie,
TLC spune c 

lim
n!1

P

ï
xn � �

�=
p
n
6 z

ò
= P(Z 6 z );

unde Z : N (0; 1). De obicei, pentru valori mari ale lui n putem face
urm toarea aproximare

Pn(z ) = P

ï
xn � �

�=
p
n
6 z

ò
� P(Z 6 z ):

O method  pentru a veri�ca cât de precis  este aceast  aproximare:

alegem independent N e³antioane (³iruri)
Ä
X k

i

äk=1;N

i=1;n
³i calcul m

PN =
jfk : x k

n 6 z�=
p
n + �gj

N
:
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Altfel spus, PN este num rul de e³antioane (dintre cele N ) care satisfac

inegalitatea
xn � �

�=
p
n
6 z supra num rul total de e³antioane. Aceast 

statistic  ar trebui s  aproximeze P [Z 6 z ]. Pentru distribuµia expo-
nenµial  cu � = 2, n = 50 ³i N = 2000 rezultatele se g sesc mai jos (un
singur e³antion de dimensiune n poate � obµinut cu rexp(n ; �)).

z �1:5 �1:0 �0:5 0 0:5 1:0 1:5
PN (z ) 0:055 0:154 0:313 0:509 0:723 0:831 0:931
Rel :err 16% 2:5% 1:6% 1:8% 4:6% 1:8% 0:2%
pnorm(z ) 0:066 0:158 0:308 0:5 0:691 0:847 0:933

Eroarea relativ  este egal  cu
jP(Z 6 z )� PN (z )j

P(Z 6 z )
.
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Pentru a calcula PN (z ) am folosit urm torul algoritm:
� 1=�; // why?

�  1=�; // why?

c  z � �=pn + �;
j  1;
for(i = 1;N )
if(mean(rexp(n ; �)) 6 c)
j++;

return j =N ;
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Sfâr³it
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