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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Inegalitatea lui Markov

Teorema 1.1

(Inegalitatea lui Markov.) Fie X > 0 o variabil  aleatoare cu media
E[X ] = �. Atunci

P fX > tg 6 �

t
;8t > 0:

proof: în cazul în care variabila X este discret  ³i repartiµia ei este

X :

Ç
x1 x2 : : : xn : : :

p1 p2 : : : pn : : :

å
;

unde x1 < x2 < : : : < xn < : : :. S  presupunem c  t 2 (xk�1; xk ]
(x0 = �1), atunci � = E[X ] =

P
i pixi >

P
i>k pixi > t

P
i>k pi =

t � PfX > tg. �

Observaµie. Probabilitatea ca o variabil  X > 0 cu medie �nit , s 
aib  valori mai mari sau egale decât un num r t , devine foarte mic  pe
m sur  ce t cre³te.
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Inegalitatea lui Markov

Propoziµia 1

Egalitatea are loc în inegalitatea lui Markov dac  ³i numai dac 

PfX = 0g+ PfX = tg = 1:

Exemplu. Fie X > 0 o variabil  aleatoare cu E[X ] = 1. S  se majoreze
probabilit µile

PfX > 2g;PfX > 4g ³i PfX > 2kg:
Soluµie: Conform inegalit µii lui Markov

PfX > 2g 6 E[X ]

2
=

1
2
;PfX > 4g 6 E[X ]

4
=

1
4
;

PfX > 2kg 6 E[X ]

2k
=

1
2k

|
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Inegalitatea lui Cebâ³ev

Teorema 1.2

(Inegalitatea lui Cebâ³ev.) Fie X o variabil  aleatoare cu media
E[X ] = � ³i dispersia Var [X ] = �2. Atunci

P fjX � �j > tg 6 �2

t2
; 8t > 0:

proof:
Consider m variabila Y = (X � �)2 care are E[Y ] = Var [X ], conform
inegalit µii lui Markov,

P fjX � �j > tg = P
{
(X � �)2 > t2

}
6
E[Y ]

t2
=

�2

t2
; 8t > 0:

�
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Inegalitatea lui Cebâ³ev

� O posibil  interpretare a acestei inegalit µi este urm toarea: dac 
o variabil  are o dispersie mic , atunci probabilitatea ca aceast 
variabil  s  ia valori departe de medie este sc zut .

� Urm toarea consecinµ  a inegalit µii lui Cebâ³ev spune c  probabil-
itatea ca o variabil  s  ia o valoare dep rtat  de medie la cel puµin

k deviaµii standard este cel mult
1
k2

.

Corolarul 1.1

Fie X o variabil  cu media E[X ] = � ³i dispersia Var [X ] = �2 > 0.

P fjX � �j > k�g 6 1
k2

; 8k > 0:

� În acest sens se poate spune c  deviaµia standard este o m sur  a
împr ³tierii valorilor variabilei în jurul mediei.
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Inegalitatea lui Cebâ³ev

Propoziµia 2

Egalitatea are loc în inegalitatea lui Cebâ³ev dac  ³i numai dac 

PfX = �� tg+ PfX = �g+ PfX = �+ tg = 1:

Exemplu. Fie X o variabil  aleatoare cu E[X ] = 1 ³i Var [X ] = 4. S 
se majoreze probabilit µile

PfX > 3g;PfjX � 1j > 6g ³i PfX 6 �9g:
Soluµie: Conform inegalit µii lui Cebâ³ev

PfX > 3g 6 PfjX � 1j > 2g 6 Var [X ]

22
= 1;

PfjX � 1j > 6g 6 4
36

=
1
9
;

PfX 6 �9g 6 PfjX � 1j > 10g 6 1
25

|
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Cherno� ³i Hoe�ding

Inegalitatea lui Cherno�

Teorema 2.1

Fie (Xi )16i6n variabile independente, repartizate Bernoulli �ecare

cu parametrul pi . Dac  not m X =
nX

i=1

Xi , � = E[X ], atunci

PfX > (1+ �)�g <
ñ

e�

(1+ �)1+�

ô�
(upper tail), 8� > 0 ³i

PfX < (1� �)�g <
ñ

e��

(1� �)1��

ô�
(lower tail), 8� 2 [0; 1):
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Cherno� ³i Hoe�ding

Inegalitatea lui Cherno�

� Prima dintre inegalit µile de mai sus arat  c  suma unui num r �nit
de variabile Bernoulli independente scade exponenµial pe m sur  ce
ne dep rt m (c tre dreapta) de media acestei sume:

lim
�!+1

ñ
e�

(1+ �)1+�

ô�
= 0:

� Ambele inegalit µi de mai sus au forme mai simple:

Corolarul 2.1

Fie (Xi )16i6n variabile independente, repartizate Bernoulli �ecare

cu parametrul pi . Dac  not m X =
nX

i=1

Xi , � = E[X ], atunci

PfX > (1� �)�g < exp

Å��2�
2+ �

ã
; 8� > 0:
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Cherno� ³i Hoe�ding

Inegalitatea lui Cherno� - o aplicaµie

Aplicaµie. Se arunc  de n ori o moned  ³i �e Xi o variabil  egal  cu 1
dac  apare stema la a i -a aruncare ³i 0 altfel. X =

X
i=1

Xi num r  de

câte ori apare stema în cele n arunc ri. �tim c 

E[Xi ] = pi =
1
2
;Var [Xi ] = pi (1� pi ) =

1
4
;

� = E[X ] =
nX

i=1

E[Xi ] =
n
2
³i �2 = Var [X ] =

nX
i=1

Var [Xi ] =
n
4
:

(Aceasta este o alt  metod  de a calcula caracteristicile unei variabile
binomiale.)
Folosind inegalitatea lui Cherno� putem evalua probabilitatea ca vari-
abila X s  �e mai mare decât media astfel
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Cherno� ³i Hoe�ding

Inegalitatea lui Cherno� - o aplicaµie

PfX > �+ �g = P
ß
X >

Å
1+

�

�

ã
�

™
< exp

Å ��2
�+ 2�

ã
:

Vom utiliza acum ³i inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev:

PfX > �+ �g 6 �

�+ �
=

n
n + 2�

(Markov);

PfX > �+ �g 6 PfjX � �j > �g 6 �2

�2
=

n
4�2

(Cebâ³ev):

PfX > �+ �g < exp

Å ��2
�+ n

ã
(Cherno�):

Se observ  c  inegalitatea lui Markov este mai slab  decât aceea a lui
Cebâ³ev, iar aceasta este mai slab  decât cea a lui Cherno�. Pe de
alt  parte îns , inegalitatea lui Markov (ca ³i cea a lui Cebâ³ev) nu
necesit  independenµa celor n variabile aleatoare; în al doilea caz îns ,
independenµa poate u³ura calculul dispersiei lui X .
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Variabile aleatoare - inegalit µi Inegalit µile lui Cherno� ³i Hoe�ding

Inegalitatea lui Hoe�ding

Teorema 2.2

Fie X1;X2; : : : ;Xn variabile aleatoare independente m rginite: ai 6

Xi 6 bi , ai 6= bi 2 R, i = 1;n ³i X =
nX

i=1

Xi . Atunci

PfX � E[X ] > �g 6 exp

Å
� 2�2Pn

i=1(bi � ai )2

ã
;8� > 0:

Corolarul 2.2

În condiµiile teoremei avem

PfjX � E[X ]j > �g 6 2 exp
Å
� 2�2Pn

i=1(bi � ai )2

ã
;8� > 0:
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue - Evenimente aleatoare

� În cazul în care j
j > jRj (i.e., cardinalul lui 
 este cel puµin con-
tinuu), evenimentele aleatoare se de�nesc diferit faµ  de cazul dis-
cret.

� Diferenµa principal  const  în aceea c  nu orice submulµime A � 

este în mod necesar eveniment aleator: din raµiuni tehnice familia
evenimentelor aleatoare este o �-algebr  A � P(
):
� ?;
 2 A;

� dac  A1;A2 2 A, atunci A1 \A2 2 A;

� dac  (An)n>1 � A, atunci
[
n>1

An 2 A.

� Iar funcµia de probabilitate este de�nit  numai pe submulµimile din
A (cu axiomele cunoscute):

P : A ! [0; 1]:
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

� O funcµie X : 
! R este numit  variabil  aleatoare dac 

pentru orice interval J din R;X�1(J ) 2 A:
� O variabil  aleatoare X : 
 ! R se nume³te continu  dac  are
funcµia de repartiµie continu  (câteodat , aceast  de�niµie se refer 
la toate cazurile când X (
) este de cardinal continuu).

� Distribuµia (repartiµia) unei astfel de variabile poate � dat  prin
funcµia de distribuµie cumulativ  (sau, pe scurt, de distribuµie sau
repartiµie):

F : R! [0; 1];F (a) = P(X 6 a);

� sau prin funcµia de densitate (de mas ) de probabilitate, f : R !
[0;+1), astfel încât funcµia de repartiµie F poate � descris  astfel:

F (a) = P(X 6 a) =

aZ

�1

f (t) dt :
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

� Orice funcµie f : R ! [0;+1) cu

1Z

�1

f (t) dt = 1 este funcµie de

densitate pentru o anumit  avariabil  aleatoare continu  (sau, mai
simplu, distribuµie continu ).

� Folosind funcµia de densitate putem calcula (dac  integralele exist )
media ³i dispersia:

E[X ] =

+1Z

�1

tf (t) dt ³i Var [X ] =

+1Z

�1

[t � E[X ]]2 f (t) dt :

� Dac  h : R ! R este o funcµie real  (³i continu ), iar X este o
variabil  aleatoare cu densitatea f , atunci h(X ) este o variabil 
aleatoare cu media

E[h(X )] =

Z
1

�1

h(t)f (t) dt :
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

� Probabilit µile asociate unei variabile aleatoare continue se calculeaz 
astfel:

P(a < X 6 b) = F (b)� F (a) =

bZ

a

f (t) dt ;

adic  aria a�at  sub gra�cul funcµiei f între punctele t = a ³i t = b.
� Dac  F este continu , P(X = a) = 0 ³i P(a 6 X < b) = P(a 6
X 6 b) = P(a < X < b).

� Pentru o variabil  aleatoare X : 
 ! R, dat , operaµia de stan-
dardizare const  în urm toarea transformare a variabilei X :

Y =
X � E[X ]

StDev [X ]
:

� Noua variabil  este "standard" pentru c  are

E[Y ] = 0 ³i Var [Y ] = 1:
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue - Exemplu

Exemplu. Durata vieµii în ani a unei anumite componente electronice
este o variabil  aleatoare continu , cu funcµia de densitate

f (x ) =


k
x 4

; x > 1

0; x < 1

Determinaµi k , funcµia de repartiµie ³i probabilitatea ca viaµa unei astfel
de componente sa dep ³easc  2 ani.

Soluµie. Trebuie ca f (t) > 0;8t 2 R ³i

1Z

�1

f (t) dt = 1, deci k > 0 ³i

1 =

1Z

1

k
t4

dt =
ï
� k
3t3

ò
1

1

=
k
3
, de unde k = 3.
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Variabile aleatoare continue - Exemple

Funcµia de repartiµie este F (x ) =

xZ

�1

f (t) dt , deci

F (x ) =

 1� 1
x 3

; x > 1

0; x < 1

Fie X durata de viaµ  a acestei componente electronice, probabilitatea
ca durata de viaµ  s  �e cel puµin 2 ani este P(X > 2) = 1 � P(X <

2) = 1� F (2) = 1=8 (deoarece F e continu ).
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia uniform . Se noteaz  cu U (a ; b) ³i are funcµia de densitate
probabilitate

f (t) =


0; x < a

1
b � a

; x 2 [a ; b]

0; x > b

Dac  X : U (a ; b), atunci E[X ] =
a + b
2

and Var [X ] =
(b � a)2

12
.

U (0; 1) se nume³te distribuµia uniform  standard.
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia exponenµial . Se noteaz  cu Exp(�) ³i are funcµia de den-
sitate (� > 0)

f (t) =

®
0; x < 0

�e��x ; x > 0

Pentru X : Exp(�), E[X ] =
1
�
;Var [X ] =

1
�2

.

Distribuµia exponenµial  este utilizat  pentru a modela timpul de
a³teptare, timpul între dou  sosiri, durata de viaµ  hardware etc;
într-o secvenµ  de evenimente rare timpul dintre dou  astfel de
evenimente este distribuit exponenµial.
Distribuµia exponenµial  nu are memorie (trecerea a x0 minute nu are
relevanµ ): chiar dac  X > x , când timpul total de a³eptare dep ³e³te
x , timpul r mas are o distribuµie exponenµial : P(X > x + �x jX >

x ) = P(X > �x ) (de ce?).
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia gaussian  (normal ). Se noteaz  cu N (�; �2) ³i are funcµia
de densitate

f (t) =
1

�
p
2�

� e�
(t � �)2

2�2 :

Dac  X : N (�; �2), atunci E[X ] = � and Var [X ] = �2.
Distribuµia N (0; 1) este numit  distribuµia normal  standard .
Valorile unei variabile normal distribuite au urm toarea împr ³tiere (si-
metric în jurul mediei): %68 se g sesc în intervalul [� � �; � + �], %95
în [�� 2�; �+ 2�], iar %99:7 aparµin intervalului [�� 3�; �+ 3�].
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile
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� Distribuµia normal  are un rol central în teoria probabilit µilor ³i
statistic  pentru cel puµin dou  motive.

� Drept o consecinµ  a Teoremei Limit  Centrale (TLC - vezi mai jos)
sumele ³i/sau mediile variabilelor independente ³i identic distribuite
au cu aproximaµie o distribuµie normal .

� De-a lungul timpului s-a observat c  distribuµia normal  este un
model potrivit pentru foarte multe variabile: temperatura, greu-
tatea, în lµimea ³i chiar notele studenµilor.

� Distribuµia normal  a fost utilizat  implicit de c tre de Moivre pen-
tru aproximarea distribuµiei binomiale ³i ulterior de c tre Laplace
³i Gauss (în mod explicit).
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Distribuµia Student (sau t). Este notat  cu t(r) ³i are funcµia de
densitate

f (x ) =
�

Å
r + 1
2

ã
p
r��

(r
2

) Å1+ x 2

r

ã� r+1
2

;

unde �(y) =

+1Z

0

x y�1e�x dx . Dac X : t(r),atunci E[X ] = 0 and Var [X ] =

r
r � 2

.

Cu cât este mai mare num rul de grade de libertate cu atât distribuµia
Student seam n  mai mult cu cea normal  standard.
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia Gamma. Se noteaz  cu �(�; �) ³i are funcµia de densitate

f (x ) =

{
��

�(�)
x��1e��x ; x > 0

0; x 6 0
;

unde �(t) =

+1Z

0

x t�1e�x dx . � este forma iar � este rata (sau frecvenµa)

distribuµiei. Pentru X : �(�; �), avem E[X ] =
�

�
and Var [X ] =

�

�2
.

S  presupunem c  avem un proces care const  în � pa³i independenµi
³i �ecare astfel de pas necesit  un timp egal cu Exp(�), atunci durata
total  urmeaz  o distribuµie Gamma.
Astfel, distribuµia Gamma este o sum  de � variabile independente
identic repartizate exponenµial.
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia �2. Se noteaz  cu �2(r), unde r 2 N
� este num rul de

grade de libertate. Funcµia ei de densitate este

f (x ) =

 x r=2�1e�x=2

2r=2�(r=2)
x��1e��x ; x > 0

0; x 6 0
;

unde �(t) =

+1Z

0

x t�1e�x dx .

Distribuµi �2 este un caz particular de distribuµie Gamma: când X :

�2(r), avem X : Gamma(r=2; 1=2).
Aceast  distribuµie este frecvent utilizat  în statistica inferenµial  (vom
vedea mai tarziu în ce fel) pentru a testa concordanµa unei distribuµii
empirice cu una teoretic  (goodness of �t test) sau pentru a testa inde-
pendenµa a dou  variabile aleatoare categorice.
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia Fisher. Se noteaz  cu F (r1; r2), unde r1; r2 2 N
� sunt

numerele de grade de libertate. Funcµia ei de densitate este

f (x ) =


 

(r1x )r1r
r2
2

(r1x + r2)r1+r2

xB(r1=2; r2=2)
; x > 0

0; x 6 0

;

unde B(t1; t2) =

1Z

0

x t1�1(1� x )t2�1 dx .

La fel ca Exp(�);Gamma(�; �), and �2(r), distribuµia Fisher este neneg-
ativ  ³i ne-simetric . Este folosit  în statistica inferenµial  mai ales în
analiza varianµei (dispersiei) - ANOVA .
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Variabile aleatoare continue Distribuµii continue remarcabile

Distribuµii continue remarcabile

Distribuµia �2. Se noteaz  cu �2(r), unde r 2 N
� este num rul de

grade de libertate. Funcµia ei de densitate este

f (x ) =

 x r=2�1e�x=2

2r=2�(r=2)
x��1e��x ; x > 0

0; x 6 0
;

where �(t) =

+1Z

0

x t�1e�x dx .

Distribuµi �2 este un caz particular de distribuµie Gamma: când X :

�2(r), avem X : Gamma(r=2; 1=2).
Aceast  distribuµie este frecvent utilizat  în statistica inferenµial  (vom
vedea mai tarziu în ce fel) pentru a testa concordanµa unei distribuµii
empirice cu una teoretic  (goodness of �t test) ³i pentru a testa inde-
pendenµa a dou  variabile aleatoare categorice.
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Teoremele fundamentale

Inegalit µile lui Markov ³i a lui Cebâ³ev rev zute

Propoziµia 3

Fie X > 0 o variabil  aleatoare continu  care are funcµie de
densitate de probabilitate. Dac  a > 0, atunci

P(X > a) 6
E[X ]

a
:

proof:
E[X ] =

Z
+1

0

tf (t)dt =
Z a

0

tf (t)dt +
Z
+1

a
tf (t)dt >

Z
+1

a
tf (t)dt > a

Z
+1

a
f (t)dt = aP(X > a):

�

În mod similar rezult  inegalitatea lui Cebâ³ev pentru variabile aleatoare
continue care au funcµie de densitate.
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Teoremele fundamentale Teorema lui Cebâ³ev

Teorema lui Cebâ³ev

Teorema 1.1

Fie (Xn)n>1 un ³ir de variabile aleatoare independente având
dispersii �nite, uniform m rginite, i. e. Var [Xn ] 6 c, pentru
orice n > 1. Atunci

lim
n!1

P

Ç∣∣∣∣∣ 1n nX
i=1

Xi � 1
n

nX
i=1

E[Xi ]

∣∣∣∣∣ < �

å
= 1:

proof: �tim c 

E

ñ
1
n

nX
i=1

Xi

ô
=

1
n

nX
i=1

E[Xi ] ³i

D2

ñ
1
n

nX
i=1

Xi

ô
=

1
n2

nX
i=1

Var [Xi ] <
c
n
:
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Teoremele fundamentale Teorema lui Cebâ³ev

Teorema lui Cebâ³ev

Folosind inegalitatea lui Cebâ³ev pentru variabila
1
n

nX
i=1

Xi obµinem

1 > P

Ç∣∣∣∣∣ 1n nX
i=1

Xi � 1
n

nX
i=1

E[Xi ]

∣∣∣∣∣ < �

å
> 1�

D2

ñ
1
n

nX
i=1

Xi

ô
�2

> 1� c
n�2

:

Trecând la limit ,

lim
n!1

P

Ç∣∣∣∣∣ 1n nX
i=1

Xi � 1
n

nX
i=1

E[Xi ]

∣∣∣∣∣ < �

å
= 1:�
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Legea numerelor mari - varianta slab 

� Legea numerelor mari spune c  pe m sur  ce cre³te num rul de
variabile independente, identic distribuite, media lor de selecµie se
apropie de media lor comun .

Teorema 2.1

(Legea slab  numerelor mari , legea lui Khintchine) Fie (Xn)n>1
un ³ir de variabile aleatoare independente ³i identic distribuite
cu media � ³i dispersia �2. Atunci

lim
n!1

P

Ç∣∣∣∣∣ 1n nX
i=1

Xi � �

∣∣∣∣∣ < �

å
= 1 sau

lim
n!1

P

Ç∣∣∣∣∣ 1n nX
i=1

Xi � �

∣∣∣∣∣ > �

å
= 0:
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Legea numerelor mari - varianta tare

proof: O consecinµ  a teoremei 1.1:

1
n

nX
i=1

E[Xi ] = �:

�

Teorema 2.2

(Legea tare numerelor mari) Fie (Xn)n>1 un ³ir de variabile
aleatoare independente ³i identic distribuite cu media � ³i dis-
persia �2. Atunci

P

Ç
lim
n!1

1
n

nX
i=1

Xi = �

å
= 1:

proof: Fiind prea complicat  este omis .
�
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Un exemplu cu frecvenµe

� Bernoulli a demonstrat primul legea slab  numerelor mari dar doar
pentru distribuµiile care-i poart  numele.

� S  presupunem c  avem o experienµ  aleatoare ³i un eveniment
aleator asociat A cu P(A) = p. Repet m în mod independent
experienµa ³i consider m urm torul ³ir de variabile aleatoare : Xi =

1 dac  A se produce la a i -a repetare ³i 0 altfel.
� Variabilele sunt independente ³i distribuite Bernoulli cu media p.
Legea numerelor mari spune c , cu probabilitate 1,

1
n

nX
i=1

Xi ! p:

�
nX

i=1

Xi este num rul de realiz ri ale evenimentului A în n repet ri

ale experienµei. Altfel spus, conform legii numerelor mari, A apare
cu frecvenµa p.
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Teorema lui Bernoulli

Propoziµia 4

Fie �n num rul de apariµii ale unui eveniment A în n repet ri
independente ale unei experienµe aleatoare. Dac  fn =

�n

n
este

frecvenµa relativ  a apariµiei lui A, atunci ³irul (fn)n>1 converge
în probabilitate la p = P(A).

proof: �n = nfn este o variabil  distribuit  binomial, astfel E[�n ] = np
³i Var [�n ] = np(1� p). Mai mult,

P(jfn � pj < �) = P(j�n � npj < n�) = P(j�n � E[�n ]j < n�) >

> 1� p(1� p)
n�2

:

Evident, trecând la limit , lim
n!1

P(jfn � pj < �) = 1, pentru orice � > 0.
�
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Puµin  istorie

� James Bernoulli A demonstrat legea slab  a numerelor mari în 1700;
Poisson i-a generalizat rezultatul în 1800.

� Cebâ³ev a descoperit inegalitatea care-i poart  numele în 1866, iar
Markov a extins rezultatul lui Bernoulli la variabile aleatoare de-
pendente.

� În 1909 Émile Borel a demonstrat teorema care ast zi este cunoscut 
sub numele de legea tare a numerelor mari (care generalizeaz  o dat 
în plus teorema lui Bernoulli).

� În 1926 Kolmogorov a obµinut o condiµie mai general , su�cient 
pentru ca un ³ir de variabile aleatoare independente s  respecte
legea numerelor mari. Condiµia este

X
n>1

Var [Xn ]

n2
< +1:
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Exerciµii pentru seminar

� Inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev: I.1, I.3, I. 5, I.6, I.7, I.8, I.9.

� Variabile aleatoare continue: II.1, II. 4, II.5, II.6 (f1; f3).

� Rezerv : I.10, I.11, II.3.
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Sfâr³it
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Exerciµii Inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Exerciµii - inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

I.1. O variabil  aleatoare X > 0 are media ³i dispersia egale amândou 
cu 20. Folosind inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev ce se poate spune
despre probabilitatea PfX > 40g? Dar despre Pf�60 6 X 6 100g?
I.2. Se d  o variabil  aleatoare X > 0 cu E[X ] = Var [X ] = 1. Majoraµi
sau minoraµi, corespunz tor, folosind inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev,
urm toarele probabilit µi:

PfX > 2g;PfjX � 1j > 2g;PfX 6 �3g

I.3. O variabil  aleatoare X > 0 are E[X ] = Var [X ] = 2. Folosind ine-
galit µile lui Markov ³i Cebâ³ev ce se poate spune despre probabilitatea
PfX > 8g? Dar despre PfjX � 2j > 8g?
I.4. Fie X > 0 variabil  aleatoare cu E[X ] = 2 ³i Var [X ] = 1. Folosind
inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev, ce se poate spune despre probabil-
it µile PfX > 6g ³i PfjX � 1j > 5g?
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Exerciµii Inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Exerciµii - inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

I.5. O variabil  aleatoare X > 0 are E[X ] = 2 ³i Var [X ] = 3. Folosind
inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev ce se poate spune despre
probabilitatea PfX > 8g? Dar despre PfjX � 2j > 4g?
I.6. Probabilitatea de a ap rea stema la o aruncare a unei monede
falsi�cate este 0:3. Moneda este aruncat  de 300 de ori. Majoraµi
probabilitatea ca stema s  apar  de cel puµin 100 de ori.
I.7. Probabilitatea de a ap rea stema la o aruncare a unei monede
falsi�cate este 0:2. Moneda este aruncat  de n ori. G siµi un majorant
pentru probabilitatea ca stema s  apar  în cel puµin 50% din cazuri.
I.8. Dou  monede sunt aruncate de 25 de ori. Probabilitatea de a
ap rea stema la o o aruncare este 0:25 pentru prima moned  ³i 0:8
pentru cea de-a doua. Folosind inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev,
g siµi câte un majorant pentru probabilitatea ca stema s  apar 
simultan pe ambele monede de cel puµin 10 de ori.
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Exerciµii Inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Exerciµii - inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

I.9. Se arunc  dou  zaruri de 36 de ori. Folosind inegalit µile lui
Markov ³i Cebâ³ev, g siµi un majorant pentru probabilitatea ca pro-
dusul zarurilor s  �e un num r prim de cel puµin 10 ori.
I.10. Dou  monede sunt aruncate de 32 de ori. Probabilitatea de a
ap rea stema la o o aruncare este 1=3 pentru prima moned  ³i 3=4 pentru
cea de-a doua. Folosind inegalit µile lui Markov ³i Cebâ³ev, g siµi câte
un majorant pentru probabilitatea ca stema s  apar  simultan pe ambele
monede de cel puµin 12 de ori.
I.11. Se arunc  o moned  de n ori. Fie X num rul de apariµii ale stemei.
G siµi câte un majorant (cât mai mic) pentru

(a) PfjX � n=2j > p
ng ³i PfX > n=2+

p
ng;

(b) PfjX � n=2j > 5
p
ng ³i PfX > n=2+ 5

p
ng.

I.12. Fie X o variabil  repartizat  a Poisson cu parametrul �. Estimaµi
probabilitatea ca X s  devieze de la medie cu cel puµin 2

p
�.
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Exerciµii Inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

Exerciµii - inegalitat µile lui Markov ³i Cebâ³ev

I.13*. (Borel-Cantelli) Fie (An)n>1 un ³ir de evenimente cu
X
n>1

P(An) <

+1. Ar taµi c  probabilitatea ca cel mult k dintre aceste evenimente
s  se produc  este cel puµin

1�

X
n>1

P(An)

k
:

(Indicaµie: Folosiµi inegalitatea lui Markov pentru o variabil  care
num r  câte din evenimente se realizeaz .)
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Exerciµii Variabile aleatoare continue

Exerciµii - variabile aleatoare continue

II.1. Fie X o variabil  aleatoare continu  cu urm toarea funcµie de
densitate de probabilitate:

f (t) =

®
�t ; 0 6 t 6 2
0; altfel

:

(a) A�aµi � ³i funcµia cumulativ  de distribuµie (de repartiµie) a lui X .
(b) Calculaµi media ³i dispersia lui X .
II.2. Timpul (în minute) necesar unui anumit sistem s  reporneasc  este
o variabil  aleatoare continu  cu funcµia de densitate de probabilitate

f (t) =

®
C (10� t)2; 0 < t < 10

0; altfel
:

(a) A�aµi C ³i funcµia cumulativ  de distribuµie a lui X .
(b) Calculaµi probabilitatea ca timpul de repornire s  �e între 1 ³i 2

minute ³i P(X > 1jX < 3).
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Exerciµii Variabile aleatoare continue

Exerciµii - variabile aleatoare continue

II.3. Durata de viaµ  (în ani) a unui tip de HD este o variabil  aleatoare
continu  cu densitatea

f (t) =

 K � t
50

; 0 < t < 10

0; altfel

(a) A�aµi K ³i funcµia de repartiµie lui X .
(b) Calculaµi probabilitatea ca o eroare hardware s  apar  în primii 5

ani ³i durata medie de viaµ  a acestui HD.
II.4. Consider m o variabil  aleatoare continu  cu funcµia de densitate
de probabilitate

f (t) =

®
�
p
t ; 0 < t < 1
0; altfel

(a) A�aµi � ³i funcµia de repartiµie lui X .
(b) Calculaµi probabilitatea P(0:3 < X < 0:6) ³i E[X ].
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Exerciµii Variabile aleatoare continue

Exerciµii - variabile aleatoare continue

II.5. Consider m o variabil  aleatoare continu  cu funcµia de densitate
de probabilitate

f (t) =

 0; t < 0
t

t + 1
; t > 0

(a) Calculaµi P(0 < X < 3), P(X > 0jX 6 2) ³i E[X ].
(b) Determinaµi funcµia de densitate de probabilitate a lui X .

II.6. Care dintre urm toarele funcµii pot � funcµii de densitate de prob-
abilitate? (În caz a�rmativ determinaµi constanta �.)

f1(t) =

®
�(t2 � t); 0 6 t 6 1

0; altfel
; f2(t) =

®
�t2; 0 6 t 6 2
0; altfel

;

f3(t) =

®
�(t3 � 2t); �1 6 t 6 1

0; altfel
; f4(t) =

{ �

t
; 0 < t 6 2

0; altfel
:
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