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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalitdtile lui Markov i Cebagev

Inegalitatea lui Markov

Teorema 1.1

(Inegalitatea lui Markov.) Fie X > 0 o variabild aleatoare cu media
E[X] = u. Atunct
P{X > t}< %,Vt > 0.

proof: in cazul in care variabila X este discretd gi repartitia ei este

X:(.’Bl T2 ... Tp ),

p1 P2 ... Pn ...

unde z; < zp < ... < Zp < .... Sd presupunem cd t € (Zx_1, Tk
(20 = —o0), atunci p = E[X]| = 35, pi% > s Pili 2 )P0 =
t-P{X >t} [ ]

Observatie. Probabilitatea ca o variabild X > 0 cu medie finitd, sd
aibd valori mai mari sau egale decdt un numar ¢, devine foarte mici pe

mdsurd ce t cregte.
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalitdtile lui Markov i Cebagev

Inegalitatea lui Markov

Propozitia 1

Egalitatea are loc in inegalitatea lur Markov dacd st numat dacd

P{X =0}+P{X =t}=1.

Ezemplu. Fie X > 0 o variabild aleatoare cu E[X]| = 1. S& se majoreze

probabilit&tile
P{X > 2}, P{X >4} si P{X > 2*}.

Solutie: Conform inegalitdtii lui Markov

Pixsn< Ll prxs g B L
2 2 4 4
E|X 1
P{X > 2"} gk]:%&
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalitdtile lui Markov i Cebagev

Inegalitatea lui Cebégev

Teorema 1.2

(Inegalitatea lui Cebagev.) Fie X o wvariabild aleatoare cu media
E[X] = u st dispersia Var[X] = o?. Atunci

2

proof:
Considerim variabila ¥ = (X — u)? care are E[Y] = Var[X], conform
inegalitdtii lui Markov,

E[Y] o2

P{X —pl> 3 =P{(X -’ >} < —5 = 33,
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalitdtile lui Markov i Cebagev

Inegalitatea lui Cebégev

e O posibild interpretare a acestei inegalitdti este urmdtoarea: dacd
o variabild are o dispersie micd, atunci probabilitatea ca aceastd
variabild s3 ia valori departe de medie este scdzuti.

e Urmdtoarea consecintd a inegalitad{ii lui Cebagev spune cd probabil-
itatea ca o variabild sd ia o valoare depdrtatd de medie la cel putin

1
k deviatii standard este cel mult Pk

Corolarul 1.1

Fie X o variabild cu media E[X] = u st dispersia Var[X] = a? > 0.

1
P{X - pl > ko} < 25,k > 0.

e In acest sens se poate spune cd deviatia standard este o mdsurd a
imprdstierii valorilor variabilei In jurul mediei.
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalitdtile lui Markov i Cebagev

Inegalitatea lui Cebégev

Propozitia 2

Egalitatea are loc in tnegalitatea lui Cebdsev dacd st numar dacd

P{X=p—t}+P{X=p}+P{X=p+t}=1

Ezemplu. Fie X o variabild aleatoare cu E[X] =1 gi Var[X] = 4. S&

se majoreze probabilitdtile
P{X >3},P{|X — 1] >6}si P{X < —9}.

Solutie: Conform inegalitdtii lui Cebagev

Px >3y <P{x -1>2< Xy
P{X 1|26} < o = é
P{X < -9} < P{X ~1]> 10} < o &
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalit&tile lui Chernoff si Hoeffding

Inegalitatea lui Chernoff

Teorema 2.1

e (Xi)lgign variabile independente, repartizate Bernoullt fiecare

n
cu parametrul p;. Dacd notdm X = Z Xi, p=E[X], atunct

i=1
ed #
P{X >(1+d0u}< (14_5)1%1 (upper tail), ¥6 > 0 gi
e d .
P{X <(1-90)u}< (1—6)1—5] (lower tail), Vé € [0, 1).
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalit&tile lui Chernoff si Hoeffding

Inegalitatea lui Chernoff

e Prima dintre inegalitdtile de mai sus aratd cd suma unui numar finit
de variabile Bernoulli independente scade exponential pe masurd ce
ne depdrtdm (cdtre dreapta) de media acestei sume:

el

o
li ———| =0.
Plrar [(1 T 5)14
e Ambele inegalitdti de mai sus au forme mai simple:

Corolarul 2.1
Fie (X;)i<i<n variabile independente, repartizate Bernoulli fiecare

n
cu parametrul p;. Dacd notdm X = Z Xi, p = E[X], atunce
1=1
2

P{X > (1+0)u}< exp(?i’g),w > 0.
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalit&tile lui Chernoff si Hoeffding

Inegalitatea lui Chernoff - o aplicatie

Aplicatre. Se aruncd de n ori o monedd si fie X; o variabild egald cu 1

dacd apare stema la a ¢-a aruncare gi 0 altfel. X = ZXi numdrd de
i=1
cate ori apare stema in cele n aruncdri. Stim cd

L 1
B[X.] = pi =, Var[X] = p.(1 - pi) = 7,

& frobabilis - n
p=E[X]= ;E[xz] = 5 sio” = Var[X] = ; Var[X,] = .
(Aceasta este o altd metodd de a calcula caracteristicile unei variabile
binomiale.)
Folosind inegalitatea lui Chernoff putem evalua probabilitatea ca vari-
abila X s& fie mai mare decat media astfel
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Variabile aleatoare - inegalit&ti Inegalit&tile lui Chernoff si Hoeffding

Inegalitatea lui Chernoff - o aplicatie

P{X>,u+)\}:P{X> (1+2),u} <eacp< s )

A+2u
Vom utiliza acum §i inegalitdtile lui Markov si Cebagev:
7 n
P{X > A == Mark
X2 ptAk < w+A n+2)\( arkov),
o2
PAX > p+ A} <P{IX -4l 2 A} < 35 = o5 (Cebagev).

2

P{X >p+2}< exp( - ) (Chernoft).

A
A+n
Se observd cd inegalitatea lui Markov este mai slabd decédt aceea a lui
Cebéagev, iar aceasta este mai slabd decdt cea a lui Chernoff. Pe de
altd parte insd, inegalitatea lui Markov (ca si cea a lui Cebégev) nu
necesitd independenta celor n variabile aleatoare; in al doilea caz insg,
independenta poate ugura calculul dispersiei lui X.
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Inegalitatea lui Hoeffding

Teorema 2.2

Fie X1, X, ..., X, variabile aleatoare independente mdarginite: a; <

n
Xi<b, 0 #b; €R, i=1T,n 5t X =) X;. Atunci
=1

2
P{X—E[X]>5}<exp< 2 ; ),v5>o.

(b — )2

~

Corolarul 2.2
In conditiile teoremei avem

262

P{|X ~E[X]| > 8} < 2eXp(_w

>,v5>0.
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue - Evenimente aleatoare

e In cazul in care |Q| > |R| (i.e., cardinalul lui Q este cel putin con-
tinuu), evenimentele aleatoare se definesc diferit fatd de cazul dis-
cret.

e Diferenta principald constd in aceea cd nu orice submultime A C Q
este iIn mod necesar eveniment aleator: din rafiuni tehnice familia
evenimentelor aleatoare este o og-algebrd A C P(Q):

o &,Q € A,

o daci A;,A; € A, atunci A; N Ay € A;

o dac (An),>; C A, atunci U A, €A
n>1

o lar functia de probabilitate este definitd numai pe submultimile din
A (cu axiomele cunoscute):

P:A—0,1].
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

e O functie X : Q — R este numitd variabild aleatoare dacd
pentru orice interval J din R, X "}(J) € A.

e O variabild aleatoare X : © — R se numegte continud dacd are
functia de repartitie continud (cdteodatd, aceastd definitie se referd
la toate cazurile cdnd X (Q2) este de cardinal continuu).

e Distributia (repartitia) unei astfel de variabile poate fi datd prin
functia de distributie cumulativd (sau, pe scurt, de distributie sau
repartitie):

F:R—[0,1], F(a) = P(X < a),

e sau prin functia de densitate (de masd) de probabilitate, f : R —

[0, +00), astfel incat functia de repartitie F' poate fi descrisd astfel:

F(a) = P(X < a) = / () dt.
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

e Orice functie f : R — [0, +00) cu /f(t) dt = 1 este functie de

densitate pentru o anumitd avariabild aleatoare continud (sau, mai
simplu, distributie continug).
e Folosind functia de densitate putem calcula (dacd integralele existd)
media §i dispersia:
+oo +oo
E[X] = / 4 (t) dt si Var[X] = / [t — E[X]))2 £ (t) dt.
— 00 — 00
e Dacd h : R — R este o functie reald (si continud), iar X este o
variabild aleatoare cu densitatea f, atunci hA(X) este o variabild
aleatoare cu media

(o)
E[h(X)] = / h(t)f (£) dt.
—0o0
I  P:obabilitsti si statisticd - Curs 6 23 martie 2026 15/ 46



Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue

e Probabilitdtile asociate unei variabile aleatoare continue se calculeazd
astfel:

b
P(a < X <b)= F(b) — F(a) = /f(t) dt,

adicd aria aflatd sub graficul functiei f intre punctelet = a §it = b.
e Dacd F este continud, P(X =a) =048 Pla < X <b)=P(a <
X <b)=Pla< X <b).
e Pentru o variabild aleatoare X : 2 — R, datd, operatia de stan-
dardizare constd In urmé&toarea transformare a variabilei X:
_ X - E[X]
- StDev[X]’

e Noua variabild este "standard" pentru cd are
E[Y]=0si Var[Y] =1
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue - Exemplu

Ezemplu. Durata vietii In ani a unei anumite componente electronice
este o variabild aleatoare continud, cu functia de densitate

k
fley=4 z& *21
0, z<«1

Determinati &, functia de repartitie si probabilitatea ca viata unei astfel
de componente sa depdgeascd 2 ani.

Solutie. Trebuie ca f(t) > 0,Vt € R si /f(t) dt = 1, deci k > 0 i
/k { } :E,deundek:&
J it 3td 3
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Variabile aleatoare continue Variabile aleatoare continue

Variabile aleatoare continue - Exemple

Functia de repartitie este F(z) = / f(t) dt, deci

1
Flzy=) 1= g5 221

0, z<1

Fie X durata de viatd a acestei componente electronice, probabilitatea
ca durata de viatd sd fie cel putin 2 ani este P(X > 2) =1—- P(X <
2) =1— F(2) = 1/8 (deoarece F e continud).
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia uniformd. Se noteazd cu U(a, b) gi are functia de densitate

probabilitate
0, z<a
1
t) = b
f)=4 ;== s€la
0, z>0
N2
Dacd X : U(a,b), atunci E[X] = farto? and Var[X] = u,

12
U(0, 1) se numegte distributia uniformd standard.
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia ezponentiald. Se noteazd cu Ezp(A) si are functia de den-
sitate (A > 0)

0, <0
f(t)_ { )\efka:’ $>0

Pentru X : Ezp()), E[X] = %, Var[X] = i2
Distributia exponentiald este utilizatd pentru a modela timpul de
asteptare, timpul intre doud sosiri, durata de viatd hardware etc;
intr-o secventd de evenimente rare timpul dintre doud astfel de
evenimente este distribuit ezponential.

Distributia exponentiald nu are memorie (trecerea a zp; minute nu are
relevantd): chiar dacd X > z, cdnd timpul total de ageptare depdgeste
z, timpul rdmas are o distributie exponentiald: P(X > z + Az|X >
z) = P(X > Az) (de ce?).
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia gaussiand (normald). Se noteazd cu N (u,0?) si are functia
de densitate )
RN (")

. e 20’2

o2

F(t) =
Dac¥ X : N(u,0?), atunci E[X] = g and Var[X] = o
Distributia N(0,1) este numitd distributia normald standard .
Valorile unei variabile normal distribuite au urmdtoarea impréagtiere (si-

metric in jurul mediei): %68 se gdsesc in intervalul [u — o, u + ], %95
in [u — 20, p + 20], iar %99.7 apartin intervalului [ — 30, 4 + 30].
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

e Distribufia normald are un rol central in teoria probabilitdtilor gi
statisticd pentru cel putin doud motive.

e Drept o consecintd a Teoremei Limitd Centrale (TLC - vezi mai jos)
sumele gi/sau mediile variabilelor independente gi identic distribuite
au cu aproximatie o distribufie normali.

e De-a lungul timpului s-a observat cd distributia normald este un
model potrivit pentru foarte multe variabile: temperatura, greu-
tatea, indl{imea gi chiar notele studentilor.

e Distribufia normald a fost utilizatd implicit de cdtre de Moivre pen-
tru aproximarea distributiei binomiale gi ulterior de cdtre Laplace
i Gauss (in mod explicit).
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia Student (sau t). Este notatd cu ¢(r) gi are functia de

densitate
r (r + 1) "
2 z i
-2 ) (12 2)
ral’ <§> r
+oo
unde I'(y) = / z¥ e ® dr. Daci X : t(r),atunci E[X] = 0 and Var[X]
0
r
r—2

Cu cat este mai mare numadrul de grade de libertate cu atat distributia
Student seam&nd mai mult cu cea normald standard.

I  P:obabilitsti si statisticd - Curs 6 23 martie 2026 23 /46



Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributiac Gamma. Se noteazd cu I'(a, A) si are functia de densitate

Aa xX— — AT
f(w):{ ol itatia ™ * %

0, z<0
+00
unde I'(t) = / z'"le™? dz. a este formaiar X este rata (sau frecventa)
0
distributiei. Pentru X : I'(a, A), avem E[X ] = % and Var[X] = %.

Sd presupunem cd avem un proces care constd in a past independentt
st fiecare astfel de pas necesitd un timp egal cu Ezxp()), atunct durata
totald urmeazd o distribufre Gamma.

Astfel, distribufia Gamma este o sumd de o variabile independente
identic repartizate exponential.
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia x?. Se noteazd cu x?(r), unde r € N* este numirul de
grade de libertate. Functia ei de densitate este

g7/ e 2 41 e

£t g2 le M >0
flz) =1 27°I(r/2) ,
0, <0
+oo
unde I'(t) = / i le™? dz.

0
Distributi x2 este un caz particular de distributie Gamma: cand X :

x2(r), avem X : Gamma(r/2,1/2).

Aceastd distributie este frecvent utilizatd in statistica inferentiald (vom
vedea mai tarziu in ce fel) pentru a testa concordanta unei distributii
empirice cu una teoreticd (goodness of fit test) sau pentru a testa inde-
pendenta a doud variabile aleatoare categorice.
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia Fisher. Se noteazd cu F(ri,7m), unde 7,7 € N* sunt
numerele de grade de libertate. Functia ei de densitate este

()" s
fay= | V(s
zB(r1/2,712/2)
0, <0

z>0 ,

unde B(ty, ) = [ 271 (1 —z)27! da.

o—_ .

La fel ca Ezp()), Gamma(a, ), and x?(r), distributia Fisher este neneg-
ativd gi ne-simetricd. Este folositd in statistica inferentiald mai ales in
analiza varianter (dispersiei) - ANOVA .
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Variabile aleatoare continue Distributii continue remarcabile

Distributii continue remarcabile

Distributia x?. Se noteazd cu x?(r), unde r € N* este numirul de
grade de libertate. Functia ei de densitate este

g7/ e 2 41 e

£t g2 le M >0
flz) =1 27°I(r/2) ,
0, <0
“+ o0
where I'(t) = / i~ le™? dz.

0
Distributi x2 este un caz particular de distributie Gamma: cand X :

x2(r), avem X : Gamma(r/2,1/2).

Aceastd distributie este frecvent utilizatd in statistica inferentiald (vom
vedea mai tarziu in ce fel) pentru a testa concordanta unei distributii
empirice cu una teoreticd (goodness of fit test) si pentru a testa inde-
pendenta a doud variabile aleatoare categorice.
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Teoremele fundamentale

Inegalitatile lui Markov gi a lui Cebagev revizute

Propozitia 3
Fie X > 0 o variabild aleatoare continud care are funciie de
densitate de probabilitate. Dacd a > 0, atuncs

E[X]

P(X >0)< ==

E[X] :/O+°° tf(t)dt:/oatf(t)dtJr/:oo £ () dt >

+oo +co
/ f()dt >a [ f(B)dt = aP(X > a).

In mod similar rezulty inegalitatea lui Cebagev pentru variabile aleatoare
continue care au functie de densitate.
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Teoremele fundamentale Teorema lui Cebagev

Teorema lui Cebégev

Teorema 1.1

Fie (Xn),>1 un gir de variabile aleatoare independente avdnd
dispersit finite, uniform mdrginite, . e. Var[X,] < ¢, pentru
orice n > 1. Atunct

)1.

ZX—*ZE

lim P (
n—oo
=1

proof: $tim cd

1 i
g [in] = — > Var[X
s [
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Teoremele fundamentale Teorema lui Cebagev

Teorema lui Cebégev

Folosind inegalitatea lui Cebagev pentru varlabllaﬁ Z X, obfinem

1=1
1>P(

Trecand la limitd,

i 1 &
EZ&—;;mg

1=1

<e)>1—€jl>1—.

<e):1.l
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Legea numerelor mari - varianta slabd
e Legea numerelor mari spune cd pe mdsurd ce cregte numdarul de

variabile independente, identic distribuite, media lor de selectie se
apropie de media lor comuni.

Teorema 2.1

(Legea slabd numerelor mari , legea lur Khintchine) Fie (X5),,-,

un gir de variabile aleatoare independente si identic distribuite
cu media p 1 dispersia o2. Atunci

n—oo

1 n
lim P | |— X, — =1
im n; i — M| <€ sau

n— 00

1 n
lim P(|—=)> X;—ul > =0.
im n; i — K| =€
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Legea numerelor mari - varianta tare

proof: O consecintd a teoremei 1.1:

1 n
— > E|X
w2l

Teorema 2.2

(Legea tare numerelor mari) Fie (X;),s; un sir de variabile

aleatoare independente si identic distribuite cu media p §t dis-
persia o%. Atunci

J:ngogZX -

proof: Fiind prea complicatd este omisa.

|
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Un exemplu cu frecvente

e Bernoulli a demonstrat primul legea slabd numerelor mari dar doar
pentru distributiile care-i poartd numele.

e S3 presupunem cd avem o experientd aleatoare §i un eveniment
aleator asociat A cu P(A) = p. Repetdm in mod independent
experienta gi considerdm urmadtorul gir de variabile aleatoare : X; =
1 dacd A se produce la a %-a repetare si 0 altfel.

e Variabilele sunt independente §i distribuite Bernoulli cu media p.
Legea numerelor mari spune cd, cu probabilitate 1,

1 n
fZXi—>p.
n -

=1

n

° Z X; este numadrul de realizdri ale evenimentului A in n repetdri
=1
ale experientei. Altfel spus, conform legii numerelor mari, A apare
cu frecven{a p.
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Teorema lui Bernoulli

Propozitia 4

Fie a, numdrul de aparitie ale unui eveniment A in n repetdr:
. . . . o
independente ale unei ezperiente aleatoare. Dacd f, = — este

frecventa relativd a aparifies lut A, atunce sirul ( fn),@1 converge
in probabilitate la p = P(A).

proof: a, = nf, este o variabild distribuitd binomial, astfel E[a,| = np
si Var[a,] = np(1l — p). Mai mult,

P(|fn — p| <€) = P(Jan — np| < ne) = P(|an — Elan]| < ne) >

p(l—p)
Rablig 5 Spaeei
Evident, trecind la limit, nh_)ngo P(|fn — p| < €) = 1, pentru orice € > 0.
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Puting istorie

e James Bernoulli A demonstrat legea slab3 a numerelor mari in 1700;
Poisson i-a generalizat rezultatul in 1800.

e Cebagev a descoperit inegalitatea care-i poartd numele In 1866, iar
Markov a extins rezultatul lui Bernoulli la variabile aleatoare de-
pendente.

o In 1909 Emile Borel a demonstrat teorema care ast3zi este cunoscut
sub numele de legea tare a numerelor mari (care generalizeaz3 o datd
in plus teorema lui Bernoulli).

o In 1926 Kolmogorov a obtinut o conditie mai generals, suficient
pentru ca un gir de variabile aleatoare independente sd respecte
legea numerelor mari. Conditia este

< +00.

Z Var[X,]

2
n>1 T
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Exercitii pentru seminar

e Inegalitatdtile lui Markov si Cebagev: 1.1, 1.3, I. 5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9.
e Variabile aleatoare continue: II.1, II. 4, IL.5, I1.6 (fi, f3).
e Rezervd: .10, [.11, IL.3.
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Teoremele fundamentale Legea numerelor mari

Sfarsit
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Exercitii - inegalitatdtile lui Markov gi Cebagev

I.1. O variabila aleatoare X > 0 are media §i dispersia egale amandoud
cu 20. Folosind inegalitdtile lui Markov i Cebagev ce se poate spune
despre probabilitatea P{X > 40}? Dar despre P{—60 < X < 100}?
I.2. Se dd o variabild aleatoare X > 0 cu E[X] = Var[X] = 1. Majorati
sau minorati, corespunzdtor, folosind inegalitatile lui Markov gi Cebasev,
urmadtoarele probabilitati:

P{X > 2}, P{|X — 1| > 2}, P{X < -3}

[.3. O variabild aleatoare X > 0 are E[X] = Var[X]| = 2. Folosind ine-
galitdtile lui Markov gi Cebégev ce se poate spune despre probabilitatea
P{X > 8}? Dar despre P{|X —2| > 8}7

I.4. Fie X > 0 variabild aleatoare cu E[X] = 2 §i Var[X]| = 1. Folosind
inegalitdtile lui Markov gi Cebéagev, ce se poate spune despre probabil-
itatile P{X > 6} si P{|X — 1| >5}7
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Exercitii - inegalitatdtile lui Markov gi Cebagev

I.5. O variabild aleatoare X > 0 are E[X]| = 2 gi Var[X] = 3. Folosind
inegalitdtile lui Markov i Cebégev ce se poate spune despre
probabilitatea P{X > 8}? Dar despre P{|X — 2| > 4}7

1.6. Probabilitatea de a apdrea stema la o aruncare a unei monede
falsificate este 0.3. Moneda este aruncatd de 300 de ori. Majorati
probabilitatea ca stema sd apara de cel pufin 100 de ori.

I.7. Probabilitatea de a apdrea stema la o aruncare a unei monede
falsificate este 0.2. Moneda este aruncatd de n ori. Ga&siti un majorant
pentru probabilitatea ca stema si apard in cel putin 50% din cazuri.
I.8. Doud monede sunt aruncate de 25 de ori. Probabilitatea de a
apdrea stema la o o aruncare este 0.25 pentru prima moned3 gi 0.8
pentru cea de-a doua. Folosind inegalitdtile lui Markov gi Cebéagev,
gdsiti cdte un majorant pentru probabilitatea ca stema sd apard
simultan pe ambele monede de cel putin 10 de ori.
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Exercitii - inegalitatdtile lui Markov gi Cebagev

I.9. Se aruncd doud zaruri de 36 de ori. Folosind inegalitdtile lui
Markov gi Cebagev, gdsiti un majorant pentru probabilitatea ca pro-
dusul zarurilor s3 fie un numdr prim de cel putin 10 ori.

[.10. Doud monede sunt aruncate de 32 de ori. Probabilitatea de a
apdrea stema la o o aruncare este 1/3 pentru prima moned3 gi 3/4 pentru
cea de-a doua. Folosind inegalitdfile lui Markov gi Cebagev, gdsifi cate
un majorant pentru probabilitatea ca stema sd apard simultan pe ambele
monede de cel putin 12 de ori.

I.11. Se aruncid o moned3 de n ori. Fie X numdarul de aparitii ale stemei.
G3siti cate un majorant (cdt mai mic) pentru

(a) P{IX —n/2| > V/n} si P{X > n/2+ v/n};
(b) P{|X —n/2| >5y/n} si P{X >n/2+5/n}.

I.12. Fie X o variabild repartizatd a Poisson cu parametrul A. Estimati
probabilitatea ca X si devieze de la medie cu cel putin 2v/A.
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Exercitii - inegalitatdtile lui Markov gi Cebagev

1.13*. (Borel-Cantelli) Fie (4,),, un gir de evenimente cu Z P(A,) <
n>1

400. Ardtati cd probabilitatea ca cel mult & dintre aceste evenimente

sd se producad este cel putin

> P(An)
1— n>1
k

(Indicatie: Folositi inegalitatea lur Markov pentru o variabild care
numdrd cdte din evenimente se realizeazd.)
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P Sl Variabile aleatoare continue

Exercitii - variabile aleatoare continue

I.1. Fie X o variabild aleatoare continud cu urméatoarea functie de
densitate de probabilitate:

at, 0<tK2
t ealk ? ~ ~
1) { 0, altfel

(a) Aflati o si functia cumulativd de distributie (de repartitie) a lui X.
(b) Calculati media gi dispersia lui X.
II1.2. Timpul (In minute) necesar unui anumit sistem s reporneascs este
o variabild aleatoare continud cu functia de densitate de probabilitate
C(10-1%)?, 0<t<10
f(t) = { ( )o, altfel

(a) Aflati C si functia cumulativd de distributie a lui X.
(b) Calculati probabilitatea ca timpul de repornire sd fie intre 1 gi 2
minute §i P(X > 1|X < 3).
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P Sl Variabile aleatoare continue

Exercitii - variabile aleatoare continue

I1.3. Durata de viatd (in ani) a unui tip de HD este o variabild aleatoare
continud cu densitatea

t

() = K—%, 0<t<10
0, altfel
(a) Aflati K si functia de repartitie lui X.
(b) Calculati probabilitatea ca o eroare hardware sd apard in primii 5
ani §i durata medie de viatd a acestui HD.
I1.4. Consideram o variabild aleatoare continud cu functia de densitate
de probabilitate
f(t):{aﬁ’ 0<t<1

0, altfel
(a) Aflati a §i functia de repartitie lui X.
(b) Calculati probabilitatea P(0.3 < X < 0.6) si E[X].
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P Sl Variabile aleatoare continue

Exercitii - variabile aleatoare continue

I1.5. Consideram o variabild aleatoare continud cu functia de densitate

de probabilitate
0, t<0

f(t) = tj—l >0
(a) Calculati P(0 < X < 3), P(X > 0|X <2) si E[X].
(b) Determinati functia de densitate de probabilitate a lui X.
I1.6. Care dintre urmdtoarele functii pot fi functii de densitate de prob-
abilitate? (In caz afirmativ determinati constanta a.)

a(t?—t), 0<t<1 at?, 0<t<2
[4) Bl ; f2(2) = :
£(#) { 0, altfel (%) 0, altfel
a
a(t® —2t), -1<t<1 —, 0<tg2
p(Eriaflbam@): —hsdisiisag _ 5
0, altfel 0, altfel
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