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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Variabile aleatoare discrete - Introducere

e Adesea dupd efectuarea unei experiente aleatoare suntem interesati
sd determindm valoarea unei functii ce are ca argument rezultatul
experimentului: suma/produsul zarururilor, de cate ori apare stema

la aruncarea unei monede etc.

o Aceasta deoarece rezultatul unui experiment este de multe ori unul
cantitativ (i.e., se poate mdsura intr-un anume fel), este un numir

intreg sau real.

e Rezultatul numeric al masurdrii unui experiment aleator se numeste
variabild aleatoare - deoarece este un rezultat care variazd aleator:
de la o efectuare la alta a experimentului nostru rezultatul poate fi

altul conform ganselor corespunzdtoare.

e Informal, o variabild aleatoare este o functie care asociazd fiecdrui
eveniment aleator elementar un numir - care este rezultatul unei

observatfii sau méasuradtori a evenimentului.
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Definitia 1
Dat un experiment aleator £ s1 Q mulfimea evenimentelor aleatoare
elementare, o variabild aleatoare reald este o functie X : Q — R,

astfel incdt pentru orice interval J C R, X ~(J) este un eveniment
aleator.

Definitia 2
O variabild aleatoare se numeste discretd, dacd imaginea et are car-

dinal cel mult numdrabil, adicd | X(Q2)| < No. Altfel este numitd
variabild aleatoare continud.

e Dacd spatiul evenimentelor elementare aleatoare este discret (i.e.,
|©2] < Wg), atunci o variabild aleatoare asociatd experimentului core-
spunzidtor nu poate fi decat discrets.
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete

e Dacd X(Q) ={z,2,...,Zy, ...}, atunci multimea perechilor (z;, p;)
formeaza distributia sau repartifia variabiler aleatoare discrete X
gi uzual se noteazd sub forma unui tabel:

Ty T ... Tp
P1 P2 ... Dn

X (1)

e Se utilizeazd notatiile P{X = z;} = P(X = z;) = p;. In mod
evident suma (care poate fi gi o serie) a probabilitdtilor din a doua
linie a tabelului de repartitie este 1:

Y om=10<p <LV

)
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Definitia 3
Fie X : Q — R o0 variabild aleatoare discretd Se numeste functie de

masa de probabilitate a variabiler aleatoare discrete X functia fx :
X(Q2) — [0,1], definitd prin f(z;) = p; = P{X =z;}, Vz;, € X(Q).

e Functia de masd de probabilitate definegte complet o variabild aleatoar
discretd: tot ceea ce intereseaza relativ la o astfel de variabild sunt
informatiile legate de probabilitétile evenimentelor elementare, care
pot fi furnizate de aceastd functie.

e O variabild aleatoare X este numitd si distributie sau repartitie,
intelegdnd prin aceasta clasa tuturor variabilelor aleatoare care au
aceeagi functie de mas3 de probabilitate ca i X.
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete - exemplu

Ezemplu. Intr-o urni sunt 4 bile albe, 3 rogii §i 3 albastre. Se extrag
din aceastd urnd 2 bile simultan (sau fird intoarcere). Pentru fiecare
bild alb3 extrasd se cagtigd 18 si se pierde 1$ pentru o bild albastrd. Fie
X cagtigul total; sd se determine repartitia lui X.

Solutie: Valorile posibile ale variabilei X sunt {+1,0,+2}; calculdm
valorile functie de masd de probabilitate (schema bilei neintoarse)
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete - exemplu

fX(O)zp{xzo}:() (?) () 151

B e
().
)

()
fx(2) = P{X—Z}—l)
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Variabile aleatoare discrete Repartitia unei variabile aleatoare discrete

Repartitia unei variabile aleatoare discrete - exemplu

repartitia variabilei este

o 1 2
X 1 3 5 4 2 N
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Variabile aleatoare discrete Media unei variabile aleatoare discrete

Media unei variabile aleatoare discrete

Definitia 4

Fie X o variabild aleatoare discretd cu repartifra (1), media vari-
abiler X (dacd existd) este

E[X] = sz% (2)

v

e Media unei variabile aleatoare discrete este o sumd finitd sau suma
unei serii infinite (care poate converge sau nu) a valorilor ei, pon-
derate cu probabilitdtile aferente.

e Dacd membrul drept este o serie divergentd se spune cd variabila
aleatoare in cauzd nu are medie.
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Variabile aleatoare discrete Media unei variabile aleatoare discrete

Media unei variabile aleatoare discrete

Ezemplu. Se aruncd doud zaruri identice gi se noteazd cu X valoarea
maximd de pe cele doud fete. X este evident o variabild aleatoare cu

sase valori posibile: 1,2, ...,6. Functia de masi de probabilitate este
fe() = PX =1} = PULLY = o,

fe(2) = PX =2} = P({(1,2),(2,1),(2)}) = 15,

fx(3) = P{X =3} = P({(1,3),(2.3),(3,3),(3,2, (3, )}) = 5,
(@) = PIX =4} = P({(1,4),(2,9),(3,9),(4,4,(43),..}) = ?76
Frl6) = PLX =Sk = PU(L),(25),(3:9) (65, (55 ) = 3
fx(6) = PLX =6} = P({(1,6),(2,6),(3,6), (4,6),(5,6),-.}) = 5¢.
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Variabile aleatoare discrete Media unei variabile aleatoare discrete

Media unei variabile aleatoare discrete

Repartitia acestei variabile este

1 2 3 4 5 6
1 1 5 7 1 11
36 12 36 36 4 36
Media variabilei este
1 1 5 7 1 11 161
EX]=1-—+2-—+3-—+4. —+5- - +6- — = —.
[X] 36+ 12+ 36+ 36+ ZJL+ 36 36

Propozitia 1

Fie X o wvariabild aleatoare discretd h : R — R o funciie reald.
Atunct h(X) este o variabild aleatoare si

E[R(X)] = 3 ha)ps,

dacd aceastd medie eristd.
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Media unei variabile aleatoare discrete

proof: Fie ¥ = h(X) : Q@ —» R; Y este evident o variabild aleatoare

discretd. Functia de masd de probabilitate a lui Y este fy : Y(Q) =
h(X(£2)) — [0, 1], unde

fr(y) =P (U{h(wz-) = yj}> = > P{X=z}= ) [fx(=m),
: (

h(zi)=y; h(zi)=y;
Astfel
Y] :Zyij(yJ Zy] Z fx(z) =
J h(zi)=y;
_Z Z hxzmez thzfsz)
7 h(zi)=y;

I  P:obabilitsti si statisticd - Curs 4 9 martie 2026 13/ 46



Variabile aleatoare discrete Media unei variabile aleatoare discrete

Media unei variabile aleatoare discrete

Propozitia 2

(i) Dacd X este o variabild aleatoare discretd care are medie,
atunct aX +b este o variabild aleatoare st E[aX +b] = aE[X ]+,
pentru orice a,b € R.

(ii) Dacd X1 st Xo sunt variabile aleatoare discrete care au medie,
atunci X; + X, este o variabild aleatoare g1 E[ X1+ Xo| = E[X1]+
E[X2].

(iii) Fie X > 0 o vartabild aleatoare discretd care are medie, atunci
E[X] > 0, zar E[X] = 0 numa: dacd X = 0.
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Media unei variabile aleatoare discrete

proof: (i) este imediatd.

Pentru (ii) reinterpretdm formula pentru medie: pentru o variabild aleatoar
discretd X avem

Z X(w , de unde
we

E[X: + Xo] = ) [X1(w) + Xo(w)] P(w)

we
=> X )+ D Xo(w = E[X;1] + E[X2)].
we we

(iii) Dacd z; > 0, pentru orice ¢, atunci p;z; > 0, Vi §i

= piti >0
2
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Variabile aleatoare discrete Media unei variabile aleatoare discrete

Media unei variabile aleatoare discrete

Ezemplu. Se aruncd doud zaruri. S3 se determine media sumei celor
doud zaruri.

Solutie: Fie X, rezultatul zarului ¢; suma celor doua zaruri poate fi scrisd
ca X = X; + X», deci, conform propozitiei 2, E[X]| = E[X;] + E[Xz].
Variabilele X; §i X» sunt identic repartizate:

1 2 3 4 5 6
X1, Xo 1 1 1 1 1 1 |,deunde
6 6 6 6 6 6
1 1 1 2dstica 7
EX{]=E[X;]=1--4+2-2+3--+4.-4+5.-4+6.- =" = _
[X1] [Xa] 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 5 5
S EX] =178
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Dispersia unei variabile aleatoare discrete
Dispersia unei variabile aleatoare discrete
Definitia 5

Fie X o variabild aleatoare. Se numeste dispersia (sau varianta) lus
X, media pdtratulur abaterit de la medie (dacd ezxistd):

Var[X] = E[(X — E[X])*] = Y pi (z: — E[X])°.

e Observdm cd o conditie necesard pentru existenta dispersiei este ca
variabila sd aibd medie. O metodd de calcul a dispersiei este datd
de urmdtorul rezultat.

Propozitia 3
Fie X o variabild aleatoare care admate dispersie, atunci

Var[X] = E[X?] - (E[X])*,

dacd medule tmplicate eristd.
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Variabile aleatoare discrete Dispersia unei variabile aleatoare discrete

Dispersia unei variabile aleatoare discrete

proof:
Var[X Zpl z; sz z? — 2¢;B[X] + (E[X])?) =

= Z;Di:r:i2 -2 (Zpﬂ:i) E[X]+ ZZH(E[X])Z s

= E[X?) - 2E[X] - E[X] + (E[X])? = E[X?] - (E[X])".

Propozitia 4

Fie X o variabild aleatoare care admate dispersie, atunci
(i) Var[X]>0; Var[X] =0 dacd s1 numai dacd X = const (X este
o variabild degeneratd);

(i) Var[aX + b] = a? Var[X], pentru orice a,b € R.

v
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Variabile aleatoare discrete Dispersia unei variabile aleatoare discrete

Dispersia unei variabile aleatoare discrete

proof: (i) este evident ca Var[X] > 0 §i cd Var[X] = 0 dacd §i numai
dacd z, = E[X], V1, i.e. X este constantd (si egald cu media sa).
(ii) Var[aX + b] = E[(aX 4+ b — aE[X] — b)?] = E[a*(X — E[X])?]
= a’E[(X — E[X])?].

|
Definitia 6

Deviatia standard a variabiler aleatoare X care are dispersie este

StDev[X] = +/ Var[X].
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia uniformd U,

Repartitia uniformd U,

e O variahild aleatoare este distribuitd uniform cu parametrul n € N*
dacd are repartitia

1 2 ... n

Un': 1/n 1/n ... 1/n

o Este ugor de vdzut cd media §i dispersia unei astfel de variabile sunt

n+1l n? -1
E[X] = 5 8 Var[X]:T.

e O astfel de repartifie am intalnit in cazul aruncdrii unui zar.
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Bernoulli §i binomiald B(n, p)

Repartitia Bernoulli gi binomiald B(n, p)

e S& considerdm un experiment al cdrui rezultat poate fi intrepretat
ca succes sau esec. Fie X definitd astfel

x 1, dacd experimentul are succes
"] 0, altfel.

(Uzual experimentului i se asociazd un eveniment aleator A (cu probabil-
itate cunoscutd P(A) = p): succesul inseamni realizarea acestui eveni-

ment.)
e Functia de masd de probabilitate este f(0) =1 —p gi f(1) =p. O
astfel de variabild este repartizatd Bernoulli cu parametrul p §i are

repartitia
0 1
Ll seisgfa

e Media si dispersia sunt E[X]| = p si Var[X] = p(1 — p).
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Bernoulli §i binomiald B(n, p)

Repartitia Bernoulli gi binomiald B(n, p)

e 53 presupunem acum cd un astfel de experiment (cu rezultate posi-
bile succes/egec) este efectuat de n ori in mod independent gi notdm
cu X numdrul de succese.

e Se spune cd variabila X este repartizatd binomial cu parametri
n $t p. Utilizdnd schema binomiald putem determina tabloul de
repartitie al acestei variabile, B(n, p):

< 0 1 k n )
1-p)"() p(1-p)* () ... P*A-p)**() ... P*(7) /"’
e iar caracteristicile sunt E[X] = np si Var[X]| = np(1 — p).
Propozitia 5
Fie Xi1,Xo,...,X, wvariabile aleatoare independente repartizate
n

Bernoulli cu parametrul p € (0,1). Atunci X = ZXi este o vari-
1=1

abild repartizatd B(n,p).
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Bernoulli §i binomiald B(n, p)

Repartitia Binomiald B(n,p) - exemple

Ezemplu.

(a) Se aruncd un zar pand apare de trei ori fata cu numrul 6. Care
este probabilitatea ca si fie necesare exact doudzeci de arunciri ale
zarului?

(b) Daca zarul este aruncat de doudzeci de ori, care este numarul mediu
de aparitii ale fefei gase?

Solutie: (a) Doudzeci de aruncdri sunt suficiente numai dacd in primele

noudsprezece aruncdri fata 6 apare de exact doud ori si mai apare odatd

la ultima aruncare. Aceste doud evenimente sunt independente, deci
probabilitatea cerutd (a intersectiei lor) este

19\ /1\2/5\'7 1
(7) <7> .2 20.035682

2 6 6 6
(b) Variabila X care numdard de cate ori apare fata gase in doudzeci de
. . 1 10
aruncdri este repartizatd B(20,1/6). E[X] =20- 6= 3 ©~3333 &

I  P:obabilitsti si statisticd - Curs 4 9 martie 2026 23 /46



Repartitii discrete remarcabile Repartitia Bernoulli §i binomiald B(n, p)

Repartitia Binomiald B(n,p) - exemple

Ezemplu. O variantd echivalentd a jocului numit Roata noroculus este
urmadtoarea: un jucdtor pariazd pe unul dintre numerele de la 1 la 6,
apoi se aruncy trei zaruri §i dacd apare numdrul ales de jucdtor de & ori,
acesta cagtigd k$ (1 < k& < 3), iar dacd num3rul ales nu apare pe nici un
zar, atunci pierde 1$. Jocul oferd ganse corecte jucdtorului? Care este
cagtigul mediu?

Solutie: Fie X casgtigul jucdtorului, valorile lui X pot fi {—1,1,2,3}.
Variabila X are functia de mas& de probabilitate similard cu aceea aunei
variabile binomiale. Deoarece probabilitatea ca pe fata unui zar s apard
numadrul ales este 1/6, avem

rix=-0= () (3) (5) - 2%
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Bernoulli §i binomiald B(n, p)

Repartitia Binomiald B(n,p) - exemple

o= (1) G () -
ror-a= () () -
rix=a= (3 () (0 - 5

Jocul nu oferd ganse corecte celui care il joacd deoarece probabilitatea
de a pierde a acestuia este 125/216 > 1/2, iar castigul mediu este
125 75 15 1

+1 +2 +3 s &
216 216 216

Xl == 216 216
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia geometricd Geometric(p)

Repartitia geometricd Geometric(p)

e Sd consideram acum un experiment aleator gi un eveniment aleator
A (cu P(A) = p € (0,1)) asociat acestui experiment. Variabild care
noteazd numdrul de repetdri independente ale experimentului pand
la realizarea evenimentului A se spune cd este repartizatd geometric
cu parametrul p.

e Tabloul de repartitie al unei astfel de variabile (vezi schema geo-
metricd) este

1 2 .. n e
G(p): N
() (p prlikiy) Stasistica P(1 — rp)bith 5is )
e Caracteristicile repartitiei geometrice sunt

1-p
PBbab

E[X] = ; §i Var[X]=
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia geometricd Geometric(p)

Repartitia geometricd Geometric(p) - exemplu

Ezemplu. Se aruncd in mod repetat doud zaruri pand se obtine un
produs egal cu 6. Care este media si dispersia numdrului de aruncdri?
Solutie: A =" produsul zarurilor este egal cu 6"

A={(1,6),(2,3),(3,2), (6, )}, P(4) = o=

Fie X = numadrul de aruncdri necesare realizdrii evenimentului A. X
este repartizatd geometric cu parametrul p = 1/9.
1-p 8

1
EX]|=—-=09, Var|X]| = =
[X] =5 =9, Varlx] = —F = ¢

Sunt necesare, in medie, 9 aruncdri pentru obtinerea unui produs egal
cub6. &
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Poisson(X)

Repartitii discrete remarcabile - Repartitia Poisson())

o O variabild aleatoare X este repartizatd Poisson cu parametrul A >
0 dacd functia sa de masd de probabilitate este

f(k)=P{X =k} = e—VZ:,Vk; > 0.

e Tabloul de repartitie al unei astfel de variabile este

0 1 a.. n
Poisson () : }\OQ )\Q - }\”Q )
0! 1 n!

1ar caracteristicile sunt

E[X]=Asgi Var[X] = A
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Poisson(X)

Repartitia Poisson(\)

o In general repartifia Poisson modeleazd aparitia evenimentelor care
se produc cu frecventd scdzutd, Intr-un interval de timp fixat.

e HExemple de repartitii Poisson: numadrul de apeluri telefonice gregite
dintr-o zi, numdrul de particule emise de o sursa radiocactivd intr-
un interval de timp dat, numdrul de erori tipografice pe o paging,
numdrul de nagteri pe ord intr-o anumitd zi etc.

e O parte dintre aplicatiile acestei reparti{ii se datoreazd faptului cd
pentru n suficient de mare gi p suficient de mic (astfel incat np
sd fle o valoare rezonabild) repartifia binomiald B(n,p) poate fi
aproximatd cu Poisson(np).
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Poisson(X)

Repartitia Poisson()) - exemplu

Ezemplu. Intr-o maternitate, nagterile au loc cu o rati de 2.1 pe ori.
(a) Care este probabilitatea ca intr- ord si se nascd patru copii?

(b) Dar ca intr-o anumit3 ord si se nascd cel putin trei copii?

Solutie: Fie X numdrul de nagteri pe ord, X este distribuitd Poisson(2.1).
(a) P{X =4} = ,\4 4 ~0.099231 (A = 2.1)

(b) Pentru a doua cerm‘ga putem evita calculul sumei unei serii astfel

P{X >3} = ZP{X_k}_l—ZP{X_k}_

k>3

=1-P{X=0}-P{X=1}-P{X=2}=
2
=1-—e - e - %e"‘ >~ 0.350368 (A = 2.1).&
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Poisson(X)

Exercitii pentru seminar

e Caracteristici ale variabilelor aleatoare: I.1, 1.2, 1.3, 1.6, 1.9, I.11.
I.15.

o Repartitii discrete remarcabile: II.1, I1.5, I1.7, I1.4, IL.7, IIL1, III.2,
I11.4, IV.1, IV.2, IV 4.

o Rezerva: 1.7, 1.8, IL.3, II1.3, IV.5
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Repartitii discrete remarcabile Repartitia Poisson(X)

Sfarsit
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

I.1. Sunt alese doud bile la intdmplare dintr-o urna care confine opt bile
albe, patru bile negre gi doud bile galbene. Sd presupunem cid o bild
neagrd valoreazd 2§, iar una albd 18. Se noteazd cu X céstigul obtinut;
sd se determine repartitia si media variabilei X.

I.2. O moned3 falsificatd are probabilitatea de a apare stema la o arun-
care 2/3. Moneda se aruncd de patru ori. Fie X variabila aleatoare
care noteazd numdrul maxim de aparitii consecutive ale stemei. S3 se
determine repartifia, media gi dispersia variabilei X.

1.3. Fie X diferenta dintre numadrul de aparitii ale stemei si ale banului
la aruncarea de trei ori a unei monede. Determinati repartitia gi media
variabilei aleatoare X.
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

I.4.

(a) Se aruncd un zar si se noteazd cu X numdrul de puncte obfinute.
S8 se determine repartitia, media §i dispersia variabilei X.

(b) Se aruncd doud zaruri. Care este media g§i dispersia sumei celor
doud zaruri? Dar ale produsului?

I.5. Un zar se aruncd de doud ori. Fie X; si X, rezultatele obtinute. Se
definesc

X =min{X1,Xo} §i ¥ = max {X; + Xo, X1 - Xo}.

S& se determine repartitiile variabilelor a) X §i b) Y.
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

I.6. Se dau trei urne. Prima confine o bild albd gi una neagrd, cea de-a
doua contine doud bile albe §i sase negre iar a treia o bild albd si trei
negre. Din prima urnd se extrage o bild gi se introduce in cea de-a doua,
dupd care se extrage o bild din cea de-a doua urna gi se introduce in cea
de-a treia; in sfargit se extrage o bild din ultima urnd. Sd se determine
media gi dispersia numarului de bile albe extrase.

I.7. O anumit3 familie regald are copii atata vreme cat nu a aparut un
bdiat sau sunt mai pufin de trei copii in familie. S3 se determine media
si dispersia numdrului de fete intr-o astfel de familie. (Probabilitatea ca
un nou niscut si fie fatd este 1/2.)
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

1.8. O moned3 se aruncd pand cind apare stema de patru ori sau pand
apare banul de patru ori (oricare apare mai intdi). Determinati media
gi dispersia numadarului de aruncdri necesare.

1.9. Se dau trei urne. Prima confine doud bile albe si doud negre, cea
de-a doua contine cinci bile albe gi trei negre, iar a treia contine trei
bile albe gi trei negre. Se extrage cate o bild din fiecare urnd. Se cer
repartitia, media si dispersia numdrului de bile negre ob{inute.

1.10*. Cinci numere distincte sunt distribuite aleator uniform la cinci
jucdtori numerotati de la 1 la 5. Cand doi dintre jucdtori igi compard
numerele, cagtigd cel care are numadrul mai mare. Mai intéi jucdtorii 1 gi
2 1§ compard numerele, apoi cagtigdtorul dintre ei cu jucdtorul 3 gi aga
mai departe. Fie X variabila aleatoare care numard de cate ori jucdtorul
1 este cagtigdtor. Determinati repartitia §i media lui X.
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

I.11. Intr-un meci de tenis dintre doi jucitori P; si Ps, invinge cel
care cagtigd primul doud seturi. P; castigd fiecare set, independent, cu
probabilitatea 1/3. Notdm cu X numdrul de seturi jucate de P; pand
la sfargitul meciului §i cu Y numdrul de seturi cagtigate de P,. S& se
determine repartitiile §i mediile variabilelor X gi Y.

1.12. Probabilitatea de a apdrea stema la aruncarea unei monezi este
1/3. Moneda este aruncatd de trei ori. Se noteazd cu X numdrul de
aparitii ale banului §i cu Y numdrul maxim de aparitii consecutive ale
stemei. Sd se determine repartitiile §i mediile variabilelor X gi Y.

[.13. Un zar este aruncat de trei ori. X este variabila care noteazd de
cate ori apare un numdr par, iar Y noteazd de cite ori apare un numir
prim. Sd se determine repartitiile gi mediile variabilelor X gi Y.
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Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

I.14. Intr-o urni sunt 5 bile albe si 4 bile rogii. Se extrage din urni o
bild si se inlocuieste cu o bild de culoare opusd. Apoi se mai extrage
o bild. Fie X numdrul de bile albe §i ¥ numdrul de bile rogii extrase.
Aflati repartitiile variabilelor X gi Y.

1.15. Intr-o urni sunt 3 bile negre si 5 bile verzi. Se extrage o bili din
urnd gi se procedeazd astfel: dacd bila este neagrd ea este pusd la loc
in urnd impreund cu o bild verde, iar dacd este verde se inlocuiegte cu
doud bile de culoare neagrd. Apoi se extrage incd o bild. Fie X numdrul
de bile negre §i Y numdrul de bile verzi extrase. Aflati repartitiile si
mediile variabilelor X §i Y.

I.16. Se dau doud urne: una contine 2 bile albe gi 2 bile negre, iar
cealaltd o bild alb3d gi 2 bile negre. Se aruncd un zar, dacd apare un
multiplu de 3, se extrage o bild din prima urnd, altfel, se extrage o bild
din a doua urni. Fie X numdrul de bile albe rdmase in prima urni gi
Y numdrul de bile negre din a doua urnd. Determinati repartitiile gi

_ Probabilit&ti gi statisticd - Curs 4 9 martie 2026 38 /46



Exercitii - repartitii ale variabilelor aleatoare discrete

1.17. Fie X o variabild aleatoare care admite medie si dispersie (E[X]
X

=l

g i Var[X] = 02 > 0). Calculati media gi dispersia variabilei =
(aceasta este operatia numitd de standardizare).

1.18. Ardtati cd Var[X + Y]+ Var[X — Y] =2Var[X]| + 2Var[Y].
1.19. Fie X si Y doui variabile aleatoare independente cu aceeagi medie
si dispersie. Ardtati cd M [(X — Y)?] = 2Var[X].

1.20. Dacd X gi Y au aceeagi dispersie, atunci

E[(X + Y)(X - Y)] = E[X + Y]E[X — Y].
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Exercitii - repartitia binomiald

II.1. Se aruncd doud monede de gapte ori. De cate ori se obtine In medie

stema pe amindoud monedele?

I1.2. O sursd genereazd independent biti (0 cu probabilitate 0.6).

(a) Care este probabilitatea ca intr-o secvent3 de gapte biti sd apard doi
de 1 gi cinci de 07

(b) Care este numdrul mediu de bifi egali cu 0 intr-o secventd de cinci
biti?

I1.3. La inceputul secolului XIX Incercarea de a contacta pe cineva prin

telefon avea o probabiliate de sucees egald cu 0.75. Care era numdrul

mediu de succese din doudsprezece incercdri de a contacta pe cineva prin

telefon?
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Exercitii - repartitia binomiald

I1.4. Un individ sustine cd are ESP (perceptii extra-senzoriale); este
testat in felul urm&tor: o monedd este aruncata de zece ori §i i se cere s&
ghiceascd in avans rezultatele. Sapte din cele zece rdspunsuri se dovedesc
a fi corecte. Care este probabilitatea de a fi dat un rdspuns cel pufin la
fel de bun dacd nu ar fi avut ESP?

I1.5. Se extrag zece carti dintr-un pachet de cdrti de joc, cu intoarcere.
Care este numdrul mediu de trefle obfinute in cele zece extrageri?

I1.6. Pe un canal de comunicatie se transmit biti in mod aleator i inde-
pendent (0 apare cu probabilitate 0.4). Sunt receptionate opt perechi.
Care este media gi dispersia numd&rului de perechi 0 — 1 receptionate?
I1.7. Se aruncd doud zaruri de opt ori. De cate ori in medie apare un
produs par?
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Exercitii - repartitia geometricd

ITI.1. Care este numdrul mediu de de aruncdri a doud zaruri necesar
obtinerii unui produs mai mic strict decat 77 Dar a unei sume pare?
II1.2. Se extrag cdrti dintr-un pachet (cu intoarcere). Care este numérul
mediu de extrageri necesar obtinerii unei trefle?

I11.3. 5% din bitii transmigi de-a lungul unei cdi de comunicatie sunt
receptionati eronat. Bif{ii se transmit pand la aparitia primei erori. Care
este numadrul mediu de biti transmigi?

IT1.4. Se extrage cate o carte dintr-un pachet de cdrti de joc, cu in-
toarcere, padnd cind se obfine o figurd care nu este caro. Care este
numarul mediu de extrageri necesare realizdrii acestui eveniment?
ITL.5. Se aruncd doud zaruri de mai multe ori. Care este numéarul mediu
de aruncédri pani cind exact unul dintre cele doud zaruri este un numiar
prim? Dar numdrul mediu de aruncdri necesare obtinerii unei sume
divizibile prin cinci?
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Exercitii - repartitia Poisson

IV.1. Intre orele 7 si 8 num¥rul mediu de accidente de pe o autostradi
este 0.7. Care este probabilitatea ca intr-o zi Intre orele 7 gi 8

a) sd se produci cel pufin trei accidente?

b) sd se producd exact un accident?
IV.2. O companie de transport are trei magini pe care le inchiriazd
diversilor clienti cite o zi Intreagd. Numdrul de cereri pentru magini pe
zi este distribuit Poisson cu media A = 1.5. S& se calculeze proportia
zilelor in care

(a) nici o magind nu este ceruts;

(b) este nevoie sd se refuze cereri de inchiriere.
IV.3. Presupunénd cd numdrul de erori tipografice urmeazd o distributie
Poisson cu o medie de 3 erori pe paging, sd se determine probabilitatea
ca pe o pagind datd sd avem cel putin 4 gresgeli tipografice.
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Exercitii - repartitia Poisson

IV.4. Presupunand cd numdrul de aterizdri pe un aeroport urmeazd o
repartitie Poisson cu media de 3 pe minut, s& se determine probabilitatea
ca Intr-un interval de un minut sd aterizeze cel mult 2 avioane.

IV.5. Numdrul de cereri pentru un server web urmeazid o distributie
Poisson cu o medie de 4 cereri pe minut, sd se determine probabilitatea
de a avea cel pufin 3 cereri intr-un minut.

IV.6. Numadrul de asigurdri de viatd pe care le vinde un agent de asigurdri
urmeaza o distributie Poisson cu media 3 pe zi. Care este probabilitatea
ca intr-o anumitd zi agentul sa vandd cel mult o asigurare?

IV.7. Numarul de expozitii de artd organizate le Palatul Culturii urmeazd
o distributie Poisson cu media 5 pe an. Sd se determine probabilitatea
ca Intr-o anumit an sd se organizeze cel mult doud astfel de expozitii.
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Exercitii - repartitia Poisson

IV.8*. Fie X o variabili aleatoare repartizati Poisson cu parametrul
A € N*. Studiati monotonia functiei 1 — P{X = ¢}. Pentru ce valoare
a lui ¢ igi atinge aceastd functie maximul?

IV.9* Fie X o variabild aleatoare repartizatd Poisson cu parametrul A.
Ardtati cd

1
P{X este par} = 5 (e)‘ + e_A> g

(Folositi dezvoltarea in serie Taylor, convergentd pe toatd axa reald,

T
k>0
IV.10*. Fie X o variabild Poisson cu parametrul A. Calculati E[X!].
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