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independente Introducere

Probabilitatea condifionatd gi independentd

o In acest capitol analiz¥m modul in care un eveniment aleator, despre
care gtim deja cd s-a realizat, influenteaza sau nu gansele de realizare
ale unor alte evenimente.

e Notiunile de condifionare §i independentd permit calcularea proba-
bilitdtilor unor evenimente aleatoare prin intermediul altora.

e Aceste nofiuni sunt printre cele mai importante concepte ale teoriei
probabilitailor.

o Inlipsa acestor dou¥ notiuni teoria probabilititilor ar fi doar o teorie
despre mdsurd a submul{imilor unei multimi .
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independente Introducere

Probabilitatea condifionatd gi independentd

Ezemplu:

e 53 presupunem cd se aruncd doud zaruri gi cd putem observa val-
oarea primului dintre zaruri: 5. Avand la indemand aceastd infor-
matie, care este probabilitatea ca suma celor doud zaruri s3 fie cel
mult 77

e Rafionamentul este urmatorul: stiind ca primul dintre zaruri este 5,
rezultatele posibile a experimentului sunt (5, 1), (5,2), (5, 3), (5,4),
(5,5) si (5,6).

o In continuare, cunoscand c¥ valoarea primului zar este 5, fiecare

dintre aceste evenimente elementare are aceeasi probabilitate: 1/6;
probabilitatea ciutatd este 2/6. &
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independente Probabilitate condifionats

Probabilitate conditionatd

Definitia 1
Fie A s1 B doud evenimente aleatoare, probabilitatea conditionatd de
a se realiza A stund cd s-a realizat B este

P(AN B)

P(41B)= =55

(B # ).

P(A|B) se ma: numegte probabilitatea lui A condifionat de eveni-
mentul B. A este evenimentul conditionat, tar B este evenimentul
care conditioneazd.

v

Ezemplu. Doud cifre sunt alese la intdmplare dintre cele noud cifre de
la 11a 9. Dacd suma este pard, care este probabilitatea ca unul dintre
cele doud numere si fie par?

Solutie: Numerele pare sunt {2,4,6,8}; dacd suma este pard si unul
dintre numere este par, atunci amindoud sunt pare.
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independente Probabilitate condifionats

Probabilitate conditionatd

. 4 . T -
Existd o = 6 moduri de a alege doud numere pare diferite §i o =

10 moduri de a alege doud numere impare diferite (numerele impare sunt
{1,3,5,7,9}). Probabilitatea este

) e, o
ARG

Ezemplu. Intr-o urn¥ sunt 4 bile albe (doud numerotate cu 1, doud
cu 2), 5 galbene (trei numerotate cu 1, doud cu 2) si 6 negre (doud
numerotate cu 1, patru cu 2). O bild este extrasd la intdmplare din
urnd.
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independente Probabilitate condifionats

Probabilitate conditionatd

(a) Dacd bila extrasd nu este neagrd, care este probabilitatea ca ea sd
fie alb&d?

(b) Dacd bila extrasd are numirul 2, care este probabilitatea ca ea sd
nu fie albd?

Solutie:
(a) Daci bila extrasd nu este neagrd, rdiman noud bile posibile, iar dintre
acestea patru sunt albe. Probabilitatea este 4/9.

(b) Dacd bila extrasi are numdrul 2, spatiul posibilitatilor se restrange
la doud bile albe, doud bile galbene §i patru bile negre (putem pre-
supune cd urna are acest continut). Probabilitatea de a extrage o
bild galbend sau neagrd este 6/8 = 0.75. &
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independente Probabilitate condifionats

Probabilitate conditionatd

Ezample. O monedd se arunca de trei ori. Vrem sd determindm proba-
bilitatea conditionatd P(A|B), unde A ="banul apare de mai multe ori
decét stema", B ="la prima aruncare se ob{ine banul".

Solution: Spatiul de selectie este

Q = {bbb, bbs, bsb, bss, sbb, sbs, ssb, sss}.

Astfel, B = {bbb, bbs, bsb, bss}, A = {bbb, bbs, bsb, sbb}, AN B =
{bbb, bbs, bsb}.

P(AnN B)

it $3
P(B) 4

4 3
P(B) =3, P(ANB) = -, P(A|B) =
Deoarece toate rezultatele sunt echiprobabile putem calcula P(A|B) mai
rapid. Putem evita sd calculdm P(B) §i P(A N B) impé&rtind num&rul
de rezultate elementare din A N B (care este 3) la numdarul de rezultate
elementare ale lui B (care este 4).
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independente Evenimente independente

Evenimente independente

o In multe cazuri probabilitatea P(A|B) este diferiti de P(A) - care
este probabilitatea neconditionata a evenimentului A. Asta inseamnd
cd realizarea evenimentului B influenteazd intr-adevdr sansele de
producere a evenimentului A.

e Atunci cdnd P(A) = P(A|B) putem spune cd evenimentul A este
independent de B (vom vedea cd relatia aceasta este simetricd).
Altfel spus, A este independent de B daci realizarea evenimentului
B nu schimb3 probabilitatea realizirii evenimentului A.

Definitia 2
Doud evenimente A st B se numesc independente dacd

P(AN B) = P(A) - P(B) (1)
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independente Evenimente independente

Evenimente independente

e Dacd B este un eveniment posibil (adicd P(B) > 0) si P(A|B) =
P(A), atunci A §i B sunt independente conform definitiei (care
include gi posibilitatea ca unul dintre cele doud evenimente si fie
imposibil).

o In fapt, evenimentul imposibil, &, este independent de orice alt
eveniment; la fel, evenimentul sigur, €2, este independent de orice
alt eveniment.

e Independenta se poate verifica folosind ecuatia (1), dar existd si
situatii in care aceasta rezultad direct din enuntul problemei pe baza
independentei "fizice" a celor doud evenimente aleatoare, aga cum
aratd urmdtorul exercitiu.
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independente Evenimente independente

Evenimente independente - exemple

Ezemplu. Se aruncd doud zaruri; fie A =" primul zar are un numdr
par" gi B ="al doilea zar este cel pufin trei". S& se arate cd cele doud
evenimente sunt independente.
Solutie: Intuitiv, cele doud evenimente sunt independente deoarece
rezultatul obtinut pe un zar nu are vreo legdturd cu cel de-al doilea (arun-
carea primului zar poate fi ficutd inaintea celui de-al doilea!). Chiar fard
a calcula probabilitdtile implicate in ecuatia (1) putem spune cd A si B
sunt independente. &
e In anumite situatii ins3 aceastd independentd fizic nu existd si
intuitia nu functioneazi - nu putem afirma independenta inainte de
a a calcula probabilitdtile implicate.

o Urmdtoarele exemple subliniazad acest lucru.
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independente Evenimente independente

Evenimente independente - exemple

Ezemplu. Considerdm un pachet de (52 de) carti de joc din care se
extrage la intdmplare o carte. Fie A ="cartea extrasd este un zece" si
B =" cartea extrasd este caro". S&d se arate cd cele doud evenimente
sunt independente.

. 13 1 . 1 .
Solutie: P5(;4) = ?, P(B) = £y = g P(ANB) = e 5 P(A)-
P(B) = S

(B) 52-.52 b2 &

Ezemplu. Intr-o urni sunt puse urmitoarele cirti: un valet de trefls, o
damd de caro, un trei de picd i un opt de inima. O carte este extrasd la
intamplare din aceastd urnd; fie A ="cartea extrasd are culoare rogie" si
B ="cartea extrasd este o figurd". S& se analizeze independenta eveni-
mentelor A §i B.

Solutie: Nici in acest caz independenta nu se poate afirma direct; P(A) =

1 1 £t .
P(B) = 5 P(ANB) = 7 de aici rezultd independenta. &
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independente Evenimente independente

Evenimente independente

Propozitia 1

Dacd evenimentele A s1 B sunt independente, atunct la fel sunt gt
perechile de evenimente (A, B), (4, B) s1 A, B).

proof: $tim c& P(ANB) = P(A)- P(B); considerdm doar prima pereche

(pentru celelalte e similar): P(A)- P(B) = P(A)-[1- P(B)] = P(A) -
P(ANB)=P(A\ B)= P(ANB) m

Definitia 3

Evenimentele aleatoare (A;);c; se numesc independente in ansamblu
dacd

P (ﬁ Aij) = P(Ail) : P(Aiz) T P(Aik):
=1

pentru orice {11,%,...,%} C I, unde k € N, k > 2.
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independente Evenimente independente

Evenimente independente in ansamblu

Propozitia 2

Dacd evenimentele (A;)i;c; sunt independente in ansamblu g1 (I1, )

este o partifie a lui I, atunci evenimentele (A;)icr, U (A;)ier, sunt
de asemeni independente in ansamblu.

proof: (Schitd) Este suficient sd demonstrdm propozitia pentru multimi
I finite. Utilizdm Propozitia 1 §i proprietatea: dacd A;, Ao, ..., Ak, Ar+1
sunt independente in ansamblu, atunci gi Ay, As,..., AxN Agr1 sunt in-
dependente in ansamblu. Demonstratia este prin inductie dupd |/|. B

¢ Independenta in ansamblu este o conditie foarte tare gi ea se verificd
destul de rar in practici.

e De cele mai multe ori independenta in ansamblu este validata cel
mai ugor sesizdnd independenta "fizici" (datoratd eventual unui
experiment aleator secvential).
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independente Independentd conditionatd

Independentd conditionatd

Propozitia 3

Probabilitdtile conditionate de un eveniment aleator particular, A,
definesc o functie de probabilitate pe un nou spatiu, A.

proof: (Schitd) Fie A un eveniment aleator particular posibil, definim
Q :P(A) — [0,1] prin Q(B) = P(B|A), pentru orice B C A. Verifi-
carea faptului ci functia () satisface cele trei axiome ale probabilitatii
este ldsatad ca exercitiu. ]

Definitia 4
Fie C # @, evenimentele aleatoare A st B sunt independente
conditionat de C dacd P(AN B|C) = P(A|C)- P(B|C).
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independente Independentd conditionatd

Independentd conditionatd

Propozitia 4

Fie C # @, dacd BN C # &, atunct evenimentele aleatoare A st B
sunt independente condifionat de C dacd $¢ numar dacd P(A|B N
C) = P(A|C).

proof:

_P(ANBNC) P(BNC) P(ANBNC) _
BitilRCdia  prayi s suisic P(B MGYI@EGYsIa

P(BNC) P(ANBNCOC)
= . = P(B|C)- P(A|lBNC).
Acum, A si B sunt independente conditionat de C' daci gi numai dacd
P(B|C)-P(A|BNC) = P(A|C)-P(B|C),i. e, P(A|BNC) = P(A|C).
|
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independente Independentd conditionatd

Independentd conditionatd

e Relatia P(A|C N B) = P(A|C) spune cd, dacd se gtie cd C s-a
produs deja, atunci informatia suplimentard cd gi B s-a produs nu
schimbd probabilitatea evenimentului A.

e Independenta necondifionatd a doud evenimente aleatoare A gi B
nu are neapdrat drept consecintd independenta conditionatd §i nici
invers.
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Formule probabilistice Formula probabilitdtii totale

Formula probabilitdtii totale

Propozitia 5

(Formula probabilitdtii totale) Fie {Ai,As,...,A,} evenimente
n

aleatoare care realizeazd o partifie a evenimentulus sigur ( U A, =Q

1=1
st A;NA; =o,V1#7). Dacd B este un eveniment oarecare, atunct

P(B) =) P(A;)- P(B|4)),
dacd toate evemimentele care condifioneazd sunt posibile.

(UA)l B
:f:P BN A;) ZP P(B|A;).

=1

dem: P(B) = P(BNQ)
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Formule probabilistice Formula probabilitdtii totale

Formula probabilitdtii totale - exemple

Ezemplu. Urna U; contine trei bile albe gi cinci bile negre, iar urna
Us patru bile albe gi gase bile negre. Se extrage o bild dintr-una din
urne aleasd la intdmplare (urnele sunt identice la exterior). Care este
probabilitatea ca bila si fie albd?

Solutie: Notim A, ="extragerea se face din urna U;" (¢ = 1,2) si
B ="bila extrasd este albd". A; U Ay = Q, A1 N Ay = @ gi putem
presupune ci P(A;) = P(Az2) = 1/2. Atunci

P(B) = P(A1) - P(B|A) + P(As) - P(B|A,), far

3
P(B|A1) = g’ P(B|Az2) = —, deci
1i1it3i 5 seltistid 31
P(B)=> -S4 - —=,
(B) 2 8+2 0
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Formule probabilistice Formula probabilitdtii totale

Formula probabilitdtii totale - exemple

Ezample. Se aruncd un zar. Dacd rezultatul este 1 sau 2, zarul mai este
aruncat o datd. Care este probabilitatea ca suma totald aruncdrilor (sau
aruncdrii) s fie cel putin 47?
Solutie: Fie A; ="rezultatul primei arunciri este 2" (: = 1,6) gi B ="suma
6
totali este cel putin 4". U A =Q,ANA; =o,Vi #3781 P(A;) =1/6.
=1

Avem P(B Z P(A;) - P(B|A;). Dat evenimentul A;, suma totald

va fi cel putin 4 dacé la a doua aruncare ob{inem cel putin 3; dat eveni-
mentul A», suma totald va fi cel putin 4 dacd la a doua aruncare ob{inem

cel putin 2:

3| ot

P(B|A3)=0,P(B|A;)=1,1=4,6

4
P(BlAy) =

P(B|Az) =

1 /4 5 27

P(B :—-(—+—+1+1+1> =
(B) 6 \6 6 36 &
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes
Propozitia 6

(Formula lui Bayes) Fie Ai, As,..., A, evenimente aleatoare care
realizeazd o partitie a evemimentulur sigur st B un eveniment oare-

care, atuncs
P(Ag) - P(B|Ax)

n )

ZP P(B|A;)

P(Ax|B) =

dacd toate evenimentele care conditioneazd sunt postbile. (P(B|Ag)
se numesc probabilitd{i a priort, tar P(Ag|B) sunt numite probabil-
1td{s a posteriori.)

P(Ak N B) Sta P(B|Ak) . P(Ak)
P(B) P(B)
P(Ax) - P(B|Ax)

dem: P(Ay|B) =

\ N/ AN N/l AN
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple

Ezemplu. Intr-o urni sunt patru zaruri: unul are numirul 3 pe exact

patru dintre fete, doud au numaéarul 3 pe exact trei dintre fete iar ultimul

zar este normal. Un zar este ales la IntAmplare gi se aruncd o data.

(a) Care este probabilitatea ca la aruncarea zarului si apard numrul
37

(b) Dacd la aruncarea zarului s-a obtinut numérul 3, care este proba-
bilitatea ca zarul ales sd fi fost cel normal?

Solutie: Notdm A; ="zarul ales are numdirul 3 pe exact patru din-

tre fete", A, ="zarul ales are numdrul 3 pe exact trei dintre fete",

As ="zarul ales este normal" gi B ="la aruncarea zarului ales apare

numirul 3".
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple

AlUAUA3 =Q, A;NA; = &, pentru orice 1 # 7 si P(A1) = P(As) =

1/4, P(As) =2/4.
Probabilitadtile a priori sunt

4 3 1
P(B|A1) = ¢, P(B|A2) = -, P(B|As) = .
6 6 6
(a) Probabilitatea cerutd este:
3
14 2 3 11 11
P(B)=S P(A)P(BlA)=> -4+2.2 4.2 ==
(b) Probabilitatea a posteriori cerutd este
11
P(As)-P(BlAs) 46 _ 1
P(A3|B) = - abilit
(43]B) P(B) 1 11 .
24
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple

Ezemplu. Se dau doud urne; prima contine 3 bile rogii, 2 albastre §i 3

negre, iar a doua contine 2 bile albe, 2 albastre gi 3 negre. Din prima

urnd se extrage o bild gi se pune in cea de-a doua urng, apoi se extrage

o bild din cea de-a doua urni.

(a) Dacd a doua bild extrasd este neagrd care este probabilitatea ca
prima s3 fi fost albastra?

(b) Dacd a doua bild extrasd este rogie care este probabilitatea ca
prima s3 fi fost albastra?

(c) Dacd a doua bild extrasd este albd care este probabilitatea ca
prima sd fi fost rogie?

Solutie: Notdm A; ="prima bild extrasd este rogie", A, ="prima bild

extrasd este albastrd", As —"prlma bild extrasd este neagrd" si B ="a

doua bild extrasd este neagrd", C ="a doua bild extrasd este rogie",

D ="a doua bild extrasd este alba".
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple

At U Ay U A3 = Q, A; N A; = @, pentru orice 1 # j si P(A41) =
3/8,P(As2) =2/8, P(A3) = 3/8.
(a) Probabilitatile a priori sunt
3 3 4
P(B|A1) = 2, P(B|A;) = -, P(B|As3) = <.
8 8 8
Aplicam mai intai formula probabilitdtii totale:
3
P(B) =) P(A:;)P(B|A;) =
i=1

27
64

| Do
| w
_l_
| w
|

s
8

0| w

Apoi formula lui Bayes:

2 3
P(Az)-P(BlA2) _g'g _ 6 _2
P(B) 27 T 27 9

64
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple
(b) Probabilitatile a priori sunt
1
P(C|A1) = g’ P(C|A2) =0,P(C|A3) =0.

Aplicdm mai Intadi formula probabilitdtii totale:

3
31 2 3 3
P(C)=) P(A)P(ClA) =< --+--04+=-0=—.
p 8 8 8 8 64
Apoi formula lui Bayes:
4
P(Az) - P(ClA2) g~
P(As|C) = = = 0.
HH19) = i) ki
64
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Formula lui Bayes - exemple

(c) Probabilitdtile a priori sunt
2 2 2
P(D|A1) = 2, P(D|4s) = 2, P(D]4s) = -

Aplicdm mai Intadi formula probabilitdtii totale:

3
32 22 3 2 16
P(DY=) P(A)P(DIA)==-2+2.2 4.2 =,
(D) ;(’)(’1) 88+88+88 64
Apoi formula lui Bayes:
3 2
P(A;)-P(D|A1)) g'g 6
PA .D = = = — = —,
(4:1D) P(D) 16 16 g®
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Exercitii propuse spre rezolvare pentru seminar

e Probabilitate conditionatd gi evenimente independente: 1.2, 1.3,
1.6, 1.7, 1.8, I.15, 1.20

e Formula probabilitdtii totale §i cea a lui Bayes: I1I1.2, IL.5, I1.7, I1.11
o Rezervd: 1.4, 1.9, 1.20, I.1, I1.8
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Formule probabilistice Formula lui Bayes

Sfarsit
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

I.1. Se aruncd un zar §i se considerd evenimentele A ="apare una din
fetele 1,2 sau 3" gi B ="apare una din fetele 2, 3,4 sau 6". Evenimentele
A §i B sunt independente?

1.2. Se aruncd doud zaruri gi se noteazd cu a; valoarea primului zar gi
cu ap valoarea celui de-al doilea. S& se arate cd evenimentele "a; > 5"
gi "ap < 3" sunt independente.

[.3. Un absolvent de liceu trimite cereri de admitere la Oxford gi la
Cambridge. El gtie cd Oxford il va accepta cu probabilitate 0.4, iar
Cambridge cu probabilitate 0.3. Stie de asemenea cd va fi acceptat de
ambele universitdti cu probabilitate 0.2.

(a) Care este probabilitatea si fie aceptat de Cambridge daci se gtie cd
a fost acceptat de Oxford?

(b) Evenimentele "este acceptat de Oxford" gi "este acceptat de Cam-
bridge" sunt compatibile? Dar independente?

_ Probabilitati gi statisticd - Curs 2 23 februarie 2026 30/ 46



Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

I.4. Se arunci trei monede identice.

(a) Evenimentele "stema pe prima monedd" gi "valoarea pe ultimele
doud" sunt independente?

(b) Dar evenimentele "valoarea pe exact doud monede" §i "valoarea pe
toate monedele"?

I.5. Trei sportivi trag asupra unei tinte; primul nimeregte {inta cu prob-

abilitatea 2, al doilea cu probabilitatea 2, iar al treilea cu probabilitatea
% (aceste evenimente sunt independente in ansamblu). Care este prob-

abilitatea ca finta sd fie atinsd
(a) de exact trei ori,

(b) de exact doud ori,

(c) respectiv, micar o dati?
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

I.6. Probabilitatea ca un student sd promoveze examenul este 2/5, ca
studentul aflat la dreapta lui sd promoveze este 3/5, iar ca studentul
aflat la stdnga sd promoveze este 1/5. Presupunem c& studentii nu se
influenteazd reciproc in timpul examenului. Care este probabilitatea
ca exact doi studenti s& promoveze? Dar ca studentul din mijloc sd
promoveze stiind cd cel din stdnga a promovat?

1.7. O urni contine 3 bile albe (doud numerotate cu 1 gi una numerotatd
cu 2) gi 5 bile negre (doud numerotate cu 1 gi trei numerotate cu 2). Se
extrage din urnd o bila.

(a) Daci bila este alb3 care este probabilitatea ca ea si fie numerotatd
cul?

(b) Dacd bila este numerotatd cu 2 care este probabilitatea ca ea s fie
albd?
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

1.8. O urni contine 16 bile numerotate de 1 la 16 colorate astfel:
1,2,4,5,16,3,6,7,...13,14,15. Se extrage o bild din urnd. Se considerd
——

albe negre verzi . .
evenimentele A ="bila extrasd este neagrd" gi B ="bila extrasd are un

numdr mai mare sau egal cu 10".
S4 se calculeze probabilitdtile evenimentelor A|B, A|B, A|B, A|B.
1.9. Ardtati cd evenimentele A §i B sunt independente dacd

1 1 P(4) P(B)
P(4) " P(B) " P(AnB)  P(ANB)

[.10. Fie A §i B evenimente aleatoare posibile (i.e., cu probabilitate
nenuld). Ardtati ci

(a) P(AUB) =1- P(B)P(A|B);
(b) P(AUB|ANB) = P(A|AnB)P(B|AnN B);
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

P(A|AuB) P(A).
P(BJ[AUB) _ P(B)’
(d) P(B|A) i P(A P(A|B) it P(B)'
P(B) P(A P(A) P(B)
() PANCIB) _ P(ANC) P(BIAN C)
P(AuC|B) P(AUC)P(B|AUC)
I.11. Se dau trei evenimente aleatoare A;, 7 = 1, 3, astfel incat

i
)

.P(Al NAsN A3) = P(Al) . P(Az) . P(A3),

P(A1NAyN A3) = P(A1)- P(Az) - P(A3),
P(A; N Ay A3) = P(A1) - P(4Az) - P(As),
P(Al N A, HZQ,) = P(Al) . P(Az) . P(Z3)

Ardtati cd cele trei evenimente sunt independente in ansamblu.
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

I.12. Dacd evenimentele aleatoare A, B §i C sunt independente In
ansamblu, atunci la fel sunt gi evenimentele 4, B si C.

1.13. Fie Ay, As §i Az (P(A3) > 0) trei evenimente aleatoare indepen-
dente in ansamblu. Demonstrati cd

(a) P(Al N Ag’Ag) B P(AﬂAg)P(Ag’A;:,) §1

(b) P(A1U Az|A3) = P(A1]As) + P(Az|As) — P(A1 N Az|As).

I.14. Evenimentele A;, As, A3, Ay sunt independente In ansamblu gi
P(Ag N A4) > 0. Ardtati cd P(A]_ U A2|A3 N A4) = P(A]_ U Az)

I.15. O moned3 se aruncd de doud ori. Se definesc evenimentele A ="apare
stema la prima aruncare", B ="apare stema la cea de-a doua aruncare"
gi C ="la cele doud aruncéari avem rezultate diferite". Ardtafi cd cele
trei evenimente aleatoare sunt mutual independente fird a fi indepen-
dente in ansamblu.
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

1.16. Se aruncd pe rand doud monede. Probabilitatea de a ob{ine stema
la améndoud aruncdrile este 1/8, iar cea de de a obtine stema la améan-
doud aruncdrile gtiind c& la cel pufin una dintre aruncdri s-a obtinut
stema este 3/14. Care sunt probabilitdtile de a obfine stema pentru
prima gi a doua moneda?

I.17. Un zar se aruncd de doud ori; definim A ="la prima aruncare
se obtine 1, 3 sau 5", B ="la prima aruncare se ob{ine 3, 4 sau 5",
C ="suma este 3 sau 7". Ardtati cd P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C)
dar A, B gi C nu sunt independente in ansamblu.

1.18*. Dati exemplu de trei evenimente aleatoare A, B si C astfel incét
P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C)si P(ANBNC) # P(A)-P(B)-P(C).
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Exercitii - Probabilitate condifionatd si independenta

1.19. Se considerd un experiment cu rezultate echiprobabile astfel Incét
|2| este prim. Ardtati cd nu pot exista evenimente aleatoare netriviale
(i. e., # 2,Q2) independente.

1.20. Aruncdm un zar gi notdm A = {1,2}, B = {2,4,6} si C = {1,4}.
(a) Ardtati cd A si B nu sunt independente conditionat de C.

(b) Ardtati cd A gi B sunt independente (neconditionat).

1.21. Fie Cy, Cy,...C, o partifie a spatiului de selectie © iar A si
B doud evenimente aleatoare. Presupunem cd A gi B sunt indepen-
dente conditionat deC;, pentru orice 1 < 2 < n si B este independent
(neconditionat) de orice C;. S& se arate cd A §i B sunt independente.
(Indicatie: folositt Propozitia 4.)
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

IT.1. Se dau patru urne identice la exterior, contindnd: Uj - 4 bile albe
si b bile negre; U, - 3 bile albe si 7 bile negre; U; - 2 bile albe gi 4 bile
negre; Uy - 3 bile albe §i 5 bile negre. Dintr-una dintre cele patru urne,
la intamplare, se extrage o bild.

(a) S4 se calculeze probabilitatea ca bila extrasd si fie alba.
(b) Dacd bila extrasd este neagrd s se calculeze probabilitatea ca ea sd
provind din urna Us.

I1.2. Probabilitatea ca o ugd s3 fie incuiatd este 1/2. Cheia de la aceastd
ugd se gdseste pe un panou unde sunt 12 chei. Alegem la intdmplare
doui chei de pe panou.

(a) Care este probabilitatea ca usa sd poatd fi deschisd (fdrd a ne in-
toarce dupd o altd cheie)?

(b) Dacd am deschis uga, care este probabilitatea ca ea sd fi fost in-
cuiatd?
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

I1.3. Intr-o urn¥ sunt trei monede: una dintre ele (M;) are probabilitatea
de apdrea stema la o aruncare egald cu 1/4, o a doua (M) are aceastd
probabilitate egald cu 3/4, iar cea de-a treia (M3) este o monedd normald.
Din urnd se extrage la Intdmplare o monedd care se aruncd o datd.

a) Care este probabilitatea ca in urma aruncirii si apard stema?

b) Dacd se obfine stema, care este probabilitatea ca moneda extrasi
din urn3 si fi fost M7

I1.4. Intr-o urn¥ sunt patru zaruri: unul dintre ele (Z;) are num&rul

6 pe toate fetele, un al doilea (Z;) are numdirul 6 pe trei dintre fete gi

numdrul 3 pe celelalte trei fete, iar celelalte doud zaruri (Zs, Z;) sunt

normale. Din urnd se extrage la intdmplare un zar care se aruncd o datd.

(a) Care este probabilitatea ca sd apard fata cu numadrul 67

(b) Dacd se obfine fata cu numdrul 6, care este probabilitatea ca zarul
extras din urni s3 fi fost 757
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

I1.5. Intr-o urni sunt patru pachete de cirti: unul dintre ele (P;) contine
doar 5 de trefld (52 de cdrti identice), al doilea i al treilea pachet ( Pz, Ps)
sunt normale, iar ultimul (P,) contine doar agi de trefld (52 de carti
identice). Din urnd se extrage la intdmplare un pachet, apoi din pachet
se extrage o carte.

(a) Care este probabilitatea de a obfine un numir de trefla?

(b) Dacd s-a obtinut un as, care este probabilitatea ca pachetul extras
din urni si fie P, sau P3?

I1.6. Intr-o urnd sunt trei monede: una are stema pe ambele fete, una
are banul pe ambele fete, iar ultima este obignuitd. Se extrage din urnd
o monedd, care apoi se arunca si se retine fata obfinuta.

(a) Care este probabilitatea de a obfine banul?

(b) Dacd s-a obtinut stema, care este probabilitatea ca moneda extrasd
sd fi fost cea normald?
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

I.7. O urnd contine o bild albd si doud bile rogii. Se extrage o bild

din urnd si se procedeazd astfel: dacd bila este albd, ea se pune inapoi

impreund cu o altd bild albd; dacid bila extrasd este rogie, ea este pusd

fnapoi Impreund cu alte doud bile rogii. Apoi se mai extrage o bild din

urnd.

(a) Care este probabilitatea ca a doud bild extrasi si fie rogie?

(b) Dacd a doua bild extrasd este rogie, care este probabilitatea ca prima

sd fi fost rogie?

I1.8. Un informatician cere angajatorului sdu o recomandare pentru un

nou loc de munci. El estimeaz3 ci are 50% ganse de a primi noua slujbd

cu o recomandare puternic, 40% cu o recomandare moderati gi 20% cu

o recomandare slabd. De asemenea considerd c3d angajatorul sdii va oferi

o recomandare puternicd, moderatd sau slabd cu probabilitatea 0.4, 0.4

gi 0.2, respectiv.

(a) Care este probabilitatea ca informaticianul sd primeascd o noud slu-
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

(b) Dacd primegte o noud slujbd, care este probabilitatea sd fi avut o
recomandare slab&?

I1.9. Intr-o urn¥ sunt trei zaruri: dou¥ au numirul 5 pe cinci dintre fete

iar celdlalt are numaérul 5 pe patru fete. Un zar este extras din urnd si

se aruncd o data.

(a) Care este probabilitatea ca la aruncare sd apard numdrul 5?

(b) Dacd la aruncare s-a obtinut numdarul 5, care este probabilitatea ca
zarul extras sd aibd numairul 5 pe patru fete?

I1.10. Se dau doud urne: U; contine 3 bile albe, 3 rogii §i 4 bile negre si

Us contine 2 bile albe, 3 rogii gi 2 negre. Din U; se extrage o bild gi se

introduce In Us, apoi se extrage o bild din Us.

(a) Care este probabilitatea ca la a doua extragere sd obtinem o bild
albd?

(b) Dacd la a doua extragere s-a obtinut o bild albd, care este probabil-

itatea ca prima bild extrasd sd fi fost rogie?
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Exercises - Total Probability and Bayes Formulas

IT.11. A urnd contine doud monede: una obignuitd gi una care are stema
pe ambele fe cte. Alegem la intdmplare o moned3 din urnd gi o aruncdm
de doud ori. Definim urmatoarele evenimente: A ="la prima aruncare se
obi{ine stema", B ="la a doua aruncare se obtine stema" gi C' ="moneda
aleasd este cea obignuitd".

(a) Ardtati cd A si B sunt independente conditionat de C.
(b) Calculati P(A|C), P(B|C) si P(AN B|C).

(c) Calculati P(A), P(B) si P(AN B).

(d) Sunt A si B independente (neconditionat)?

(Indicatie: folositt Propozitia 4.)
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

IT.12. Fie A i B doud evenimente posibile. Se spune ca A sugereazd
B, daci P(A|B) > P(A) si cd nu sugereazd B dacd P(A|B) < P(A).
(a) S4 se arate cd A sugereazd B dacd gi numai dacd B sugereazd A.

(b) Dac¥ A este eveniment posibil, atunci A sugereazi B daci §i numai
daci A nu sugereazi B.

(c) O comoard se gdseste intr-unul din doud locuri cunoscute cu proba-
bilitdti g € (0, 1) respectiv (1 — B). Cdutdm mai intéi in primul loc
gi gdsim comoara cu probabilitate p > 0. Ardtati cd evenimentul
de a nu gasi comoara in primul loc sugereaza cd ea se gasegte in cel
de-al doilea loc.
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Exercitii - Formula probabilitdtii totale gi formula lui Bayes

I1.13*. Un anumit curs are o prezentd scdzuti. Profesorul hotirigte
sd nu tind cursul dacd nu sunt prezenti cel putin k& din cei n studenti
inscrigi la curs. Fiecare student vine la curs independent cu probabilitate
pp dacd vremea este bund gi cu probabilitate p, dacd vremea este rea.
Se cunoagte probabilitatea, g, ca vremea sd fie rea intr-o anumita zi.

(a) Calculati probabilitatea ca profesorul si igi tind cursul intr-o anu-
mitd zi.

(b) Dacd se tine cursul intr-o anumitd zi, care este probabilitatea ca
vremea sd fi fost rea?
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