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Corelatia liniard

Corelatia liniard

o Corelatia este o metodd destinatd studiului relatiei dintre doud
variabile, fiind parte a statisticiz bivariate.

e Primul statistician care a fadcut un progres notabil In aceast domeniu
a fost Francis Galton care a in cercat sd studieze gradul in care copiii
se aseamdnd pdrintilor lor.

e Tendinta de a studia influentele ereditadtii prin intermediul instru-
mentelor statistice si matematice a fost caracteristicd epocii victo-
riene.

e Parte a unui studiu intreprins de Karl Pearson (un discipol al lui
Galton), a fost masuratd in#ltimea a 1078 tati i fii ajunsi la matu-
ritate.

e Relatia dintre doud variabile (in&ltimea tatdlui gi a fiului) poate fi
exprimatd vizual intr-o diagramd bidimensionald.
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu

e Noi vom intreprinde un studiu legat de relatia dintre punctajele
obtinute de studentii FII la examenul de Probabilitdti (din sdp-
tdmana 8-a) gi cele de la examenul de Statistici (din s&ptdmaéna a
15-a).

e Punctajele a 335 de studenti din anul gcolar 2014/2015 gi a 355
de studenti din 2015/2016 care au sustinut ambele examene sunt
reprezentate in urmdtoarele doud diagrame.

o Fiecare punct reprezintd o pereche de punctaje: pe coordonata z
cel de la Probabilitati, iar pe y punctajul de la Statistica.

e Am reprezentat de asemeni prima bisectoare; aceastd dreaptd core-
sponde studentilor care au avut acelagi punctaj la ambele examene.

e Dacd punctajul unui student la Probabilitdti este apropiat de cel de
la Statisticd, atunci punctul corespunzitor este situat aproape de
prima bisectoare.
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu

2014/2015

Statislics grade
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu

e Punctele aflate sub prima bisectoare corespund studentilor care au
avut un punctaj mai bun la Probabilitdti: aceasta este zona unde
se afld cele mai multe puncte.

o Existd o Imprastiere destul de mare in jurul primei bisectoare ceea
ce sugereazd o legdturd nu foarte puternicd intre cele doud variabile.

e Dacid ar exista o legdtura foarte puternicad intre cele doud variabile,
atunci cunoscand una dintre ele o putem afla §i pe cealalta.

e Atunci cand asocierea este slabd, informatia despre una dintre vari-
abile nu ajutd prea mult la aflarea celei de-a doua.

e Vom fincerca sd facem o predictie despre punctajul de la Statisticd
din cel de la Probabilitati.
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu

e Observdm c3 diagrama are forma unui "nor" eliptic.
e Cum putem exprima relatia dintre ce doud variabile?

e Primul pas este sd marcdm punctul care are drept coordonate media
valorilor z §i cea a valorilor y: acesta este punctul medulor, aflat
in centrul "norului".

e Al doilea pas ar fi s mdsurdm imprdgtierea norului dintr-o parte
in cealaltd. Aceasta se poate face utilizand deviatiile standard ale
celor doud egantioane.

e Majoritatea punctelor se vor afla intr-un interval de 2 deviatii stan-
dard (pe verticald gi pe orizontald).

e Aceste statistici ins& nu aratd in intregime puterea asocieri: dintre
doud esantioane.
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu
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(SIS LIETIEWILIEYE M Corelatia - un exemplu

Corelatia - un exemplu

2015/2016

12
I

10
I

Statislics grade

Probability Theory grade

I P:obabilitsti si Statistics - Curs 13 25 mai 2026 10/35



[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

e Cea mai utilizatd statisticd pentru masurarea dependentei dintre
doud variabile este coeficientul de corelatie sau coeficientul de core-
latie Pearson.

e Pentru doud variabile aleatoare X §i Y coeficientul de corelatie este

pIX, Y] = cov[X, Y]
ox0y
unde 0% si 0% sunt dispersiile celor douX variabile.
e Pentru doud esantioane aleatoare ¢ = {z1, 2o, ...z, } siy = {v1, ¥, - - .

este n
E:(xi"jﬁ)(yz_’yn)
Tmy = e ’
n n
Sz = Ta)?| | D (v =T,)?
=1 =1

unde T, §i ¥,, sunt mediile egantioanelor.
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

Pozitive correlation r = 0.6964
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

Negative correlation -0.6708
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

Zero correlation 0.0059
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

e Cum este folosit coeficientul de corelatie ca mdasurd a asocierii?

e Cele doud drepte trasate prin punctul mediilor impart diagrama in
patru cadrane:

o in cadranul din stanga jos améandoud variabilele sunt mai mici decat
mediile lor: (z; — Z,)(vi — ¥,) > 0;

o in cadranul din dreapta sus améandoud variabilele sunt mai mari
decat mediile lor: produsul va fi de asemeni pozitiv;

o In cadranul din dreapta jos variabila z este mai mare decat media si
variabila y este mai mic# decat media: (z; — Z,)(y; — ¥,) <0;

o In ultimul cadran variabila y este mai mare decat media si variabila
z este mai mic3d decit media: produsul va fi de asemeni negativ.
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

Signs of the products
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[ DETIEWILIEYE M Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie

e Media tuturor acestor produse este coeficientul de corelatie; daca r
este negativ, vor predomina punctele din cadranele negative; dacd
r este pozitiv, vor predomina punctele din cadranele pozitive.

e Coeficientul de corelatie nu este afectat de
o interschimbarea variabilelor;
o addugarea unei aceleiagi constante la valorile dintr-un egantion;
o Inmulfirea cu o aceeasi constantd pozitivd a valorilor dintr-un egan-
tion.
e Coeficientul de corelatie ia valori cuprinse intre —1 gi 1; valorile ale
coeficientului de corelatie apropiate de zero sugereazd o foarte slabd
asociere.
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(SIS DIETEWILIENS M Linia deviatiei standard (SD)

Linia SD

e Punctele dintr-o diagrama bidimensionald se grupeazd in general in
jurul linter deviatier standard (linta SD).

e Linia SD trece prin punctul mediilor gi prin toate punctele care se
afld la un numadr egal de deviatii standard fatd de medie.

e Altfel spus are o pantd egald in modul cu raportul deviatiilor stan-
dard ale celor doud egantioane: m = sy /sx pentru corelatie pozi-
tivd si m = —sy/sx pentru corelatie negativi.

e Ecuatia acestei drepte (linia SD) este

Y— Y, =m(z—ZTyn),

unde T, §i ¥,, sunt mediile.
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(SIS DIETEWILIENS M Linia deviatiei standard (SD)

Linia SD

2014/2015 SD line
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(SIS DIETEWILIENS M Linia deviatiei standard (SD)

Linia SD

2015/2016 SD line
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Corelatia liniard [RS8 EY

Sumar

e Cand diagrama este stransd in jurul liniei SD existd o asociere
lintard puternicd intre variabile.

e Diagrama poate fi exprimatd prin urmtoarele cinci statistici
o media i deviatia standard ale egantionului valorilor z;
o media si deviatia standard ale egantionului valorilor y;
o coeficientul de corelatie.
o Asocierea pozitivd este indicatd de semnul pozitiv coeficientului de
corelatie sau de panta "norului" care urca.

e Asocierea negativd este indicatd de semnul negativ coeficientului
de corelatie sau de panta "norului" care coboari.

e Coeficientul de corelatie ia valori intre —1 (cdnd toate punctele se
gdsesc pe o dreaptd care coboard) si +1 (cand toate punctele se
gdsesc pe o dreaptd care urcd).
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Corelatia liniard [RS8 EY

Sumar

e Asocierea pozitivd (negativd) perfectd, r = +1 (r = —1), core-
spunde situatiei cdnd intre cele doud variabile existd o dependentd
liniard cu panta pozitivi (negativd) slope:

Y =mX+n,

m > 0 pentru asocierea pozitivd gi m < 0 pentru asocierea negativa.

e Dacid |r| este aproape de 1, atunci un punct tipic al diagramei se
gdsegte doar la o micd distantd de o deviatie standard y (respectiv
z) deasupra sau dedesubtul (respectiv la stdnga sau la dreapta) fatd
de linia SD.

o Relatia dintre coeficientul de corelatie gi distanta tipicd fatd de linia
SD se poate exprima matematic.

o Impristierea de-a lungul liniei SD line este cca. /2(1 — |r]) - sy pe
verticald, iar pe orizontald este \/2(1 — |7|) - sx.
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Corelatia liniard [RS8 EY

Sumar

e Coeficientul de corelatie este o statisticd utild pentru diagramele
care au forma unei elipse, pentru alte forme ale diagramei corelatia
poate fi ingeldtoare.

o Acest comportament poate fi cauzat de valori aberante, sau de alte
asocieri de tip neliniar.

e Coeficientul de corelatie m&soard asocierea liniard, nu asocierea in
general.

o Revenim la exemplele noastre: coeficientul de corelatie al anului
2014/2015 este 0.5418, iar cel al anului 2015/2016 este 0.6313.

o Existd foarte pufine valori de tip aberant, deci coeficientul de core-
latie este o m&surd bund a unei prezumtive asocieri liniare.
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Corelatia liniard [RS8 EY

Sumar

e Impragtierea in jurul liniei SD pentru anul 2014/2015 este 165%
vertical §i 173% orizontal. Imprigtierea in jurul liniei SD pentru
anul 2015/2016 este 138% vertical, respectib 156% orizontal.

e Hvident existd o corelafie pozitivd in cei doi ani gcolari, dar cu o
imprdgtiere mare in jurul liniei SD.

e Observdam o corelatie pozitivd mai pronuntatd in cel de-al doilea an
gi cu o impragtiere mai micd in jurul liniei SD.

e Pantele SD sugereazd un trend similar pentru punctajele la cele
doud examene.

o Putem considera cd existd o asociere liniard intre cele doud tipuri
de punctaje, desi nu foarte puternici.

I P:obabilitsti si Statistics - Curs 13 25 mai 2026 24 /35



Corelatia liniard [RS8 EY

Corelatie - Exercitii

1. Se presupune cd barbatii se cdsdtoresc cu femei care sunt cu exact
8% mai putin inalte. Cum ar trebui s fie corelatia dintre indl{imile
lor?

2. Pentru un egantion representativ de autoturisme, cum ar trebui
sd fie corelatia dintre varsta masinii §i consumul de combustibil,
pozitivd sau negativa?

3. Imaginile de mai jos contin patru diagrame bidimensionale asociate
unor date ipotetice. Coeficientii de corelatie, intr-o ordine schim-

batd, sunt
1 —0.9833 0.9829 —0.0760

Indicati coeficientul care corespunde fiecdrei diagrame.
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Corelatie - Exercitii
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Corelatia liniard [RS8 EY

Corelatie - Exercitii
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IS IHEWRLIEYS Wl Linia de regresie

Regresia

e Dacd metoda corelatiei are drept rol sd detecteze asocierea liniard a
doud variabile, regresia incearcd sd descrie cum una dintre variabile
depinde de cealalta.

e Existd doud linwi de regresie: linia de regresie a lui y fatd de z care
estimeazd valoarea medie a lui y corespunzdtoare fiecdrei valori a
lui z §i linia de regresie a lui z fatd de y. Vom discuta doar despre
primul tip regresie.

e Metoda regresiei poate fi descrisd astfel: unet crester: cu o deviatie
standard a lui x v corespunde o crestere de r deviatir standard
a lut y, in medze.

e Metoda regresiei liniare determind o dreaptd in care se potrivesc cel
mai bine ("best fits") toate punctele diagramei trecand prin punctul
mediilor.
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IS IHEWRLIEYS Wl Linia de regresie

Linia de regresie

the regression
estimate

the point of
averages

SX

Figure: Estimarea regresiei
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IS IHEWRLIEYS Wl Linia de regresie

Linia de regresie

e Formal, dacd aceastd dreaptd este y = pz + ¢, atunci p §i g trebuie
sd minimizeze urmdtoarea sumd a pdtratelor distantelor la toate
punctele diagramei (cea mai bund potrivire corespunde metodei
celor mai mici pdtrate):

n

> (yi — pzi — q)°

1=1

e Solufia acestei probleme de minimizare este

D =175y/52,9 =Y, — TpTSy/Sz.

e Cunoscand ecuatia acestei drepte putem prezice valoarea uneia din-
tre variabile prin cealalta.

e Linia de regresie nu trebuie sa fie folositd dacd nu existd o asociere
liniard Intre variabile: dacd existd o asociere ne-liniard linia de re-
gresie va rata predictia corectd.
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Linia de regresie - exemple

e Revenim la punctajele de la Probabilitdti/Statistica
e Pentru anul 2014/2015:

T, =5.9116,7, = 5.2492, sx = 1.7281, sy = 1.8082,r = 0.5418
Linia de regresie esteY = 0.5669X + 1.8978.

e Dacd alegem un student la intdmplare din acest an, de exemplu cu
punctajul 5.25 la examenul de Probabilitdti, atunci putem prezice
cd nota lui la Statisticd a fost 4.6004.

e Pentru anul 2015/2016:

T, =6.6772,y, =5.7029, sx = 1.6163, sy = 1.8243,r = 0.6313
Linia de regresie esteY = Y = 0.7125X 4 0.9451.

e Dacd alegem un student la intdmplare din 2015/2016, cu punctajul
5.00 la examenul de Statisticd, atunci putem prezice cd punctajul
lui la Probabilitéti a fost 5.6910.
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Regresie - Exercitii

1. O universitate face o analizd statisticd a relatiei dintre scorul Math
SAT (cu valori intre 200 si 800) si scorul GPA (Grade Point Average,
cu valori intre O gi 40, pentru studentii care termind primul an).
Rezultatele sunt:

scorul Math SAT mediu = 550,s = 80
scorul GPA mediu =2.6,s =0.6,r = 0.4

Diagrama asociatd are o forma de elipsd. Daca un student este ales
aleator gi are scorul Math SAT 650, care a fost valoarea GPA?

2. Un profesor gi-a standardizat examenele de la mijlocul semestrului
gi cel final astfel ca mediile lor s& fie 50 cu deviatia standard 10
(la ambele teste). Coeficientul de corelatie dintre teste este 0.60.
Stiind c& analiza corelatiei a evidentiat o asociere liniard, estimati
scorul la cel de-al doilea test al unui student care a obtinut sub 30
de puncte la primul test.
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Regresie - Exercitii
3. Intr-un studiu relativ la stabilitatea IQ-ului, un grup mare de indi-

vizi alegi aleator sunt testati mai intaila 18 ani gi apoi, din nou, la
35 de ani. S-au obtinut urmdtoarele rezultate

18 ani: I1Q-ul mediu = 100, s = 15
35 ani: IQ-ul mediu = 100, s = 15,3 = 0.80

Estimati valoarea 1Q-ului unui individ de 35 de ani care la varsta
de 18 ani avea un IQ egal cu 115. (Diagrama are o form3 elipticd.)
4. Dintr-un studiu care a folosit 100 de familii:

indl{imea medie a sofului = 68in,s = 2.7in
indltimea medie a sotiei = 63in,s = 2.5i¢n,r = 0.25

Preziceti indl{imea unei sotii al cdrei sof are (a) 72 in; (b) 64 in; (c)
68 in. (Diagrama are o formi eliptici.)
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