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Corelaµia liniar 

Corelaµia liniar 

� Corelaµia este o metod  destinat  studiului relaµiei dintre dou 
variabile, �ind parte a statisticii bivariate.

� Primul statistician care a f cut un progres notabil în aceast domeniu
a fost Francis Galton care a în cercat s  studieze gradul în care copiii
se aseam n  p rinµilor lor.

� Tendinµa de a studia in�uenµele eredit µii prin intermediul instru-
mentelor statistice ³i matematice a fost caracteristic  epocii victo-
riene.

� Parte a unui studiu întreprins de Karl Pearson (un discipol al lui
Galton), a fost m surat  în lµimea a 1078 taµi ³i �i ajun³i la matu-
ritate.

� Relaµia dintre dou  variabile (în lµimea tat lui ³i a �ului) poate �
exprimat  vizual într-o diagram  bidimensional .
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Corelaµia liniar  Corelaµia - un exemplu

Corelaµia - un exemplu

� Noi vom întreprinde un studiu legat de relaµia dintre punctajele
obµinute de studenµii FII la examenul de Probabilit µi (din s p-
t mâna 8-a) ³i cele de la examenul de Statistic  (din s pt mâna a
15-a).

� Punctajele a 335 de studenµi din anul ³colar 2014/2015 ³i a 355
de studenµi din 2015/2016 care au susµinut ambele examene sunt
reprezentate în urm toarele dou  diagrame.

� Fiecare punct reprezint  o pereche de punctaje: pe coordonata x

cel de la Probabilit µi, iar pe y punctajul de la Statistic .

� Am reprezentat de asemeni prima bisectoare; aceast  dreapt  core-
sponde studenµilor care au avut acela³i punctaj la ambele examene.

� Dac  punctajul unui student la Probabilit µi este apropiat de cel de
la Statistic , atunci punctul corespunz tor este situat aproape de
prima bisectoare.
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Corelaµia - un exemplu

� Punctele a�ate sub prima bisectoare corespund studenµilor care au
avut un punctaj mai bun la Probabilit µi: aceasta este zona unde
se a�  cele mai multe puncte.

� Exist  o împr ³tiere destul de mare în jurul primei bisectoare ceea
ce sugereaz  o leg tur  nu foarte puternic  între cele dou  variabile.

� Dac  ar exista o leg tura foarte puternic  între cele dou  variabile,
atunci cunoscând una dintre ele o putem a�a ³i pe cealalt .

� Atunci când asocierea este slab , informaµia despre una dintre vari-
abile nu ajut  prea mult la a�area celei de-a doua.

� Vom încerca s  facem o predicµie despre punctajul de la Statistic 
din cel de la Probabilit µi.
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Corelaµia - un exemplu

� Observ m c  diagrama are forma unui "nor" eliptic.

� Cum putem exprima relaµia dintre ce dou  variabile?

� Primul pas este s  marc m punctul care are drept coordonate media
valorilor x ³i cea a valorilor y : acesta este punctul mediilor, a�at
în centrul "norului".

� Al doilea pas ar � s  m sur m împr ³tierea norului dintr-o parte
în cealalt . Aceasta se poate face utilizând deviaµiile standard ale
celor dou  e³antioane.

� Majoritatea punctelor se vor a�a într-un interval de 2 deviaµii stan-
dard (pe vertical  ³i pe orizontal ).

� Aceste statistici îns  nu arat  în întregime puterea asocierii dintre
dou  e³antioane.
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� Cea mai utilizat  statistic  pentru m surarea dependenµei dintre
dou  variabile este coe�cientul de corelaµie sau coe�cientul de core-
laµie Pearson.

� Pentru dou  variabile aleatoare X ³i Y coe�cientul de corelaµie este

�[X ;Y ] =
cov [X ;Y ]

�X�Y
;

unde �2X ³i �2Y sunt dispersiile celor dou  variabile.
� Pentru dou  e³antioane aleatoare x = fx1; x2; : : : xng ³i y = fy1; y2; : : : yng

este

rxy =

nX

i=1

(xi � xn)(yi � yn)Ãñ
nX

i=1

(xi � xn)2

ô ñ
nX

i=1

(yi � yn)
2

ô ;
unde xn ³i yn sunt mediile e³antioanelor.
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� Cum este folosit coe�cientul de corelaµie ca m sur  a asocierii?

� Cele dou  drepte trasate prin punctul mediilor împart diagrama în
patru cadrane:
� în cadranul din stânga jos amândou  variabilele sunt mai mici decât

mediile lor: (xi � x n)(yi � yn) > 0;

� în cadranul din dreapta sus amândou  variabilele sunt mai mari

decât mediile lor: produsul va � de asemeni pozitiv;

� în cadranul din dreapta jos variabila x este mai mare decât media ³i

variabila y este mai mic  decât media: (xi � x n)(yi � yn) < 0;

� în ultimul cadran variabila y este mai mare decât media ³i variabila

x este mai mic  decât media: produsul va � de asemeni negativ.
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Coe�cientul de corelaµie

� Media tuturor acestor produse este coe�cientul de corelaµie; dac  r
este negativ, vor predomina punctele din cadranele negative; dac 
r este pozitiv, vor predomina punctele din cadranele pozitive.

� Coe�cientul de corelaµie nu este afectat de
� interschimbarea variabilelor;

� ad ugarea unei aceleia³i constante la valorile dintr-un e³antion;

� înmulµirea cu o aceea³i constant  pozitiv  a valorilor dintr-un e³an-

tion.

� Coe�cientul de corelaµie ia valori cuprinse între �1 ³i 1; valorile ale
coe�cientului de corelaµie apropiate de zero sugereaz  o foarte slab 
asociere.
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Linia SD

� Punctele dintr-o diagram  bidimensional  se grupeaz  în general în
jurul liniei deviaµiei standard (linia SD).

� Linia SD trece prin punctul mediilor ³i prin toate punctele care se
a�  la un num r egal de deviaµii standard faµ  de medie.

� Altfel spus are o pant  egal  în modul cu raportul deviaµiilor stan-
dard ale celor dou  e³antioane: m = sY =sX pentru corelaµie pozi-
tiv  ³i m = �sY =sX pentru corelaµie negativ .

� Ecuaµia acestei drepte (linia SD) este

y � yn = m(x � xn);

unde xn ³i yn sunt mediile.
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Corelaµia liniar  Linia deviaµiei standard (SD)

Linia SD
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Sumar

� Când diagrama este strâns  în jurul liniei SD exist  o asociere

liniar  puternic  între variabile.

� Diagrama poate � exprimat  prin urm toarele cinci statistici
� media ³i deviaµia standard ale e³antionului valorilor x ;

� media ³i deviaµia standard ale e³antionului valorilor y ;

� coe�cientul de corelaµie.

� Asocierea pozitiv  este indicat  de semnul pozitiv coe�cientului de
corelaµie sau de panta "norului" care urc .

� Asocierea negativ  este indicat  de semnul negativ coe�cientului
de corelaµie sau de panta "norului" care coboar .

� Coe�cientul de corelaµie ia valori între �1 (când toate punctele se
g sesc pe o dreapt  care coboar ) ³i +1 (când toate punctele se
g sesc pe o dreapt  care urc ).
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Corelaµia liniar  Sumar

Sumar

� Asocierea pozitiv  (negativ ) perfect , r = +1 (r = �1), core-
spunde situaµiei când între cele dou  variabile exist  o dependenµ 
liniar  cu panta pozitiv  (negativ ) slope:

Y = mX + n ;

m > 0 pentru asocierea pozitiv  ³i m < 0 pentru asocierea negativ .

� Dac  jr j este aproape de 1, atunci un punct tipic al diagramei se
g se³te doar la o mic  distanµ  de o deviaµie standard y (respectiv
x ) deasupra sau dedesubtul (respectiv la stânga sau la dreapta) faµ 
de linia SD.

� Relaµia dintre coe�cientul de corelaµie ³i distanµa tipic  faµ  de linia
SD se poate exprima matematic.

� Împr ³tierea de-a lungul liniei SD line este cca.
√
2(1� jr j) � sY pe

vertical , iar pe orizontal  este
√
2(1� jr j) � sX .
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Corelaµia liniar  Sumar

Sumar

� Coe�cientul de corelaµie este o statistic  util  pentru diagramele
care au forma unei elipse, pentru alte forme ale diagramei corelaµia
poate � în³el toare.

� Acest comportament poate � cauzat de valori aberante, sau de alte
asocieri de tip neliniar.

� Coe�cientul de corelaµie m soar  asocierea liniar , nu asocierea în
general.

� Revenim la exemplele noastre: coe�cientul de corelaµie al anului
2014/2015 este 0:5418, iar cel al anului 2015/2016 este 0:6313.

� Exist  foarte puµine valori de tip aberant, deci coe�cientul de core-
laµie este o m sur  bun  a unei prezumtive asocieri liniare.
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Corelaµia liniar  Sumar

Sumar

� Împr ³tierea în jurul liniei SD pentru anul 2014/2015 este 165%
vertical ³i 173% orizontal. Împr ³tierea în jurul liniei SD pentru
anul 2015/2016 este 138% vertical, respectib 156% orizontal.

� Evident exist  o corelaµie pozitiv  în cei doi ani ³colari, dar cu o
împr ³tiere mare în jurul liniei SD.

� Observ m o corelaµie pozitiv  mai pronunµat  în cel de-al doilea an
³i cu o împr ³tiere mai mic  în jurul liniei SD.

� Pantele SD sugereaz  un trend similar pentru punctajele la cele
dou  examene.

� Putem considera c  exist  o asociere liniar  între cele dou  tipuri
de punctaje, de³i nu foarte puternic .
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Corelaµie - Exerciµii

1. Se presupune c  b rbaµii se c s toresc cu femei care sunt cu exact
8% mai puµin înalte. Cum ar trebui s  �e corelaµia dintre în lµimile
lor?

2. Pentru un e³antion representativ de autoturisme, cum ar trebui
s  �e corelaµia dintre vârsta ma³inii ³i consumul de combustibil,
pozitiv  sau negativ ?

3. Imaginile de mai jos conµin patru diagrame bidimensionale asociate
unor date ipotetice. Coe�cienµii de corelaµie, într-o ordine schim-
bat , sunt

1 � 0:9833 0:9829 � 0:0760

Indicaµi coe�cientul care corespunde �ec rei diagrame.
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Corelaµie - Exerciµii
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Corelaµie - Exerciµii
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Regresia Liniar  Linia de regresie

Regresia

� Dac  metoda corelaµiei are drept rol s  detecteze asocierea liniar  a
dou  variabile, regresia încearc  s  descrie cum una dintre variabile
depinde de cealalt .

� Exist  dou  linii de regresie: linia de regresie a lui y faµ  de x care
estimeaz  valoarea medie a lui y corespunz toare �ec rei valori a
lui x ³i linia de regresie a lui x faµ  de y . Vom discuta doar despre
primul tip regresie.

� Metoda regresiei poate � descris  astfel: unei cre³teri cu o deviaµie

standard a lui x îi corespunde o cre³tere de r deviaµii standard

a lui y, în medie.

� Metoda regresiei liniare determin  o dreapt  în care se potrivesc cel
mai bine ("best �ts") toate punctele diagramei trecând prin punctul
mediilor.
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Figure: Estimarea regresiei
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Linia de regresie

� Formal, dac  aceast  dreapt  este y = px + q , atunci p ³i q trebuie
s  minimizeze urm toarea sum  a p tratelor distanµelor la toate
punctele diagramei (cea mai bun  potrivire corespunde metodei
celor mai mici p trate):

nX

i=1

(yi � pxi � q)2

� Soluµia acestei probleme de minimizare este

p = rsy=sx ; q = yn � xnrsy=sx :

� Cunoscând ecuaµia acestei drepte putem prezice valoarea uneia din-
tre variabile prin cealalt .

� Linia de regresie nu trebuie sa �e folosit  dac  nu exist  o asociere
liniar  între variabile: dac  exist  o asociere ne-liniar  linia de re-
gresie va rata predicµia corect .
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Linia de regresie - exemple

� Revenim la punctajele de la Probabilit µi/Statistic 
� Pentru anul 2014/2015:

xn = 5:9116; yn = 5:2492; sX = 1:7281; sY = 1:8082; r = 0:5418

Linia de regresie esteY = 0:5669X + 1:8978:

� Dac  alegem un student la întâmplare din acest an, de exemplu cu
punctajul 5:25 la examenul de Probabilit µi, atunci putem prezice
c  nota lui la Statistic  a fost 4:6004.

� Pentru anul 2015/2016:

xn = 6:6772; yn = 5:7029; sX = 1:6163; sY = 1:8243; r = 0:6313

Linia de regresie esteY = Y = 0:7125X + 0:9451:

� Dac  alegem un student la întâmplare din 2015/2016, cu punctajul
5:00 la examenul de Statistic , atunci putem prezice c  punctajul
lui la Probabilit µi a fost 5:6910.
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Regresie - Exerciµii

1. O universitate face o analiz  statistic  a relaµiei dintre scorul Math
SAT (cu valori între 200 ³i 800) ³i scorul GPA (Grade Point Average,
cu valori între 0 ³i 40, pentru studenµii care termin  primul an).
Rezultatele sunt:

scorul Math SAT mediu = 550; s = 80

scorul GPA mediu = 2:6; s = 0:6; r = 0:4

Diagrama asociat  are o forma de elips . Dac  un student este ales
aleator ³i are scorul Math SAT 650, care a fost valoarea GPA?

2. Un profesor ³i-a standardizat examenele de la mijlocul semestrului
³i cel �nal astfel ca mediile lor s  �e 50 cu deviaµia standard 10
(la ambele teste). Coe�cientul de corelaµie dintre teste este 0:60.
�tiind c  analiza corelaµiei a evidenµiat o asociere liniar , estimaµi
scorul la cel de-al doilea test al unui student care a obµinut sub 30
de puncte la primul test.
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Regresie - Exerciµii

3. Într-un studiu relativ la stabilitatea IQ-ului, un grup mare de indi-
vizi ale³i aleator sunt testaµi mai întâi la 18 ani ³i apoi, din nou, la
35 de ani. S-au obµinut urm toarele rezultate

18 ani: IQ-ul mediu = 100, s = 15

35 ani: IQ-ul mediu = 100, s = 15; 3 = 0:80

Estimaµi valoarea IQ-ului unui individ de 35 de ani care la vârsta
de 18 ani avea un IQ egal cu 115. (Diagrama are o form  eliptic .)

4. Dintr-un studiu care a folosit 100 de familii:

în lµimea medie a soµului = 68in ; s = 2:7in

în lµimea medie a soµiei = 63in ; s = 2:5in ; r = 0:25

Preziceµi în lµimea unei soµii al c rei soµ are (a) 72 in; (b) 64 in; (c)
68 in. (Diagrama are o form  eliptic .)
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Sfâr³it
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