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Teste de semnificatie

Teste de semnificatie

Pagii care trebuie urmati pentru a intreprinde un test de semnificatie:

1-2. Se formuleazd cele doud ipoteze: Hy si H,: H, va fi acceptatd dacd
Hj este respinsi.

3. Se alege un nivel de semnificatie a - cat de semnificative trebuie sd
fie evidentele pentru a respinge Hp.

4. Se calculeazi statistica sau scorul testului.
Se determini valoarea critic3.

6. Se compara scorul cu valoarea criticd gi, dacd este cazul, se respinge
Hj si se acceptd H,, altfel nu se acceptd H,.
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Testul Z

Testul Z

o Testul Z este un test statistic asupra ipotezelor utilizat pentru
statistici care urmeazd o distributie normald atunci cand ipoteza
nuld este adevdratd.

e Datoritd Teoremei Limite Centrale (TLC) putem folosi testul Z si
atunci cadnd populatia este aproximativ normald, dar doar pentru
egsantioane mari (n > 30).

e Am utilizat deja un test de tip Z in cazul testului proportiei(folosind
teorema de Moivre-Laplace care e o consecintd a TLC).

e Testul Z se bazeazd pe distributia normald; pentru esantioane mici,
acest test de semnificatie poate fi utilizat atunci cand egantionul
provine dintr-o populatie normald sau foarte aproape de una nor-
mald.
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Testul Z Testul Z - Inferentd asupra mediei

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ cunoscutd)

e Vom considera o populatie statistici a cdrei dispersie (02) este
cunoscuta.

e Populatia este normal distribuitd gi dorim sd testdm o ipotezd asupra
mediei populatiei.

e Testul poate fi intreprins chiar dacd populatia nu este distribuitd

normal, dacd utilizdm egantioane destul de mari.
e Dacd o este media populatiei (presupusd in ipoteza nuld), atunci
urmdatoarea statisticd A este distribuitd normal standard:
o//n
N(0,1).

e Testul Z are loc astfel:
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Testul Z Testul Z - Inferentd asupra mediei

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ cunoscutd)

1. Formuldm ipoteza nuld, care sustine cd media populatiei ia o anu-
mitd valoare:

Hy: p= o

2. Formuldm ipoteza alternativd conform informatiilor obtinute din
egantion. Putem avea trei tipuri de ipotezd alternativd

H,: pu<pg| (astmetrica la stdnga) sau

H,: p>po| (asimetricd lo dreapta) sau

H,: p# pol| (stmetricd).

Ipotezele asimetrice se mai numesc one-tailed, iar cea simetricd
two-tailed.
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Testul Z Testul Z - Inferentd asupra mediei

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ cunoscutd)

3. Alegem un nivel de semnificatie a € {1%,5%}.

4. Calculdm scorul z (statistica testului)

fn_l‘LO

~ o/Vn

5. Determindm valoarea criticd corespunzdtoare lui a:

z

‘z* = gnorm(a) ‘ pentru H, asimetrici la stinga (2* < 0),

‘z* = gnorm(1l — a) ‘ pentru H, asimetrici la dreapta (2* > 0),

*

‘z = —gnorm(a/2) = gnorm(1l — a/2) ‘ pentru H,

simetricd (z* > 0).

_ Probabilit&ti gi Statistici - Curs 12 18 mai 2026 7/ 56



Testul Z Testul Z - Inferentd asupra mediei

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ cunoscutd)

6. Comparam valoarea criticd cu scorul z; dacd scorul z apartine zone:
de respingere, atunci acceptam H, gi respingem Hy. Zonele de
respingere sunt:

(—00, 2*] pentru H, asimetricd la stanga,
[2*,+00) pentru H, asimetrici la dreapta,
(=00, —|2*|] U [|2*|, +00) pentru H, simetricd.

Dacd scorul 2z nu apartine zonei de respingere spunem cd nu ezistd
suficiente dovezi cu nivelul de semnificatte o pentru a respinge
ipoteza nuld (incercarea de a respinge Hy esueazd).
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

Ezemplu.

e O colonie de goareci de laborator constd din citeva mii de animale.
Greutatea lor urmeaza o lege normald cu deviatia standard o = bg
si se crede cd greutatea lor medie este 30g.

e Pentru un egantion de 25 de goareci se gdseste o medie de 32g; este
aceasta valoare semnificativd statistic (cu 5% nivel de semnificatie)?
dar cu 1% nivel de semnificatie?

Solutie.
e Se pare cd adevdrata medie de greutate a intregii populatii este
diferitd de cea afirmatd (uo = 30g9).
e Jtiind cd populatia urmeazd o distributie normald gi cd deviatia
standard a populatiei este cunoscutd putem Intreprinde un test Z
asupra mediei.
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu
e Colectdm informatiile legate de populatie §i de egantion: pg = 30,

c=5 n=257T, =32

1-2. Formuldm ipoteza nuld si o ipotezd alternativd simetricd

Hy:u=30 H,:u#30.

3. a = 0.05.
4. Scorul 2 bal
.= Tn — Ko _ 32 - 30 _
o/\/n 5//25
5. Valoarea criticd este 2* = —gnorm(a/2) = 1.9599, pentru o = 5%.

6. Cum |z| > |z*|, putem respinge ipoteza nuld, si si acceptdm c&
adevirata medie a populatiei nu este ug = 30g.
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

e Reludm ultimii doi pagi pentru celdlalt nivel de semnificatie:
5. Pentru a = 1% valoarea criticd este z* = —gnorm(a/2) = 2.5758.

6’. Cum |z| < |z*|, incercarea de a respinge ipoteza nuld esueazd cu
1% nivel de semnificatie (nu existd suficiente dovezi pentru nivelul
de 1% pentru a sustine c3 adevirata medie a populatiei este diferitd
de 309).
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu revdzut

e Privind din nou informatiile din egantion putem observa cd media
de selectie, T,, este mai mare decat media presupusd a populatiei.

o Intr-un astfel de caz am putea formula o ipotez¥ alternativi asimet-
ricd la dreapta.

1-2. Noile ipoteze sunt
Hy:p=30 H,:p>30.

3. o = 0.05.

4. Scorul 2 . 5 _ 30
2 Tn Mo —9

" o/yn 5/
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu revdzut

5. Valoarea criticd: z* = gnorm(l — a) = 1.6448, pentru a = 5%.

6. Deoarece z > z*, putem respinge ipoteza nuld si si acceptdm cid
media adevdratd a populatiei este mai mare decdt uy = 30g.

e Pentru celdlalt nivel de semnificatie (1%):
5’. Valoarea criticd este z* = gnorm(1 — o) = 2.3263.

6’. Deoarece z < z*, nu putem respinge ipotez nuld cu 1% nivel de
semnificatie (nu existd dovezi suficiente cu 1% nivel de semnificatie
pentru a sustine cd adevdrata media a populafiei este mai mare
decat 30g).
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Inferentd asupra mediei unei populatii - Observatii

e Meritd observat cd pentru diverse niveluri de semnificatie putem
avea concluzii diferite: ipoteza nuld poate fi respinsd pentru un
anumit nivel de semnificatie iar cu un alt nivel incercarea poate
egua.

e Daci ipoteza nuld este respinsd cu 1% nivel de semnificatie, atunci
va fi respinsd si cu 5%; altfel spus, dacd ipoteza nuld nu poate fi
respinsi pentru 5%, nu va putea fi respinsi nici pentru 1%.

o Ipoteza alternativd trebuie formulatd conform datelor din egantion:
cand pp << T, putem formula o ipotezd alternativd asimetricd la
dreapta, H, : § > o, cdnd o >> T, putem formula o ipotezd
alternativd asimetricd la stanga, H, : p < po-

e Dacd media de selectie nu este nici atdt de mare gi nici atdt de micd
prin comparatie cu media presupusd a populatiei, putem presupune
cd media este doar diferitd de valoarea din ipoteza nuld, H, : ¢t # lo-
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Testul Z |2pdSesgeIii

Testul Z - Exerciii

L

IL.

111

Reluati testul Z pentru exercitiul anterior cu z,, = 27¢g §i o0 = 6.
(Folositi ambele nivele de semnificatie.)

Se afirmi cd studentii unei anumite universitdti vor obtine la un an-
umit test o medie de 35 de puncte cu o = 4. Are aceastd afirmatie
sustinere gtiind cd pentru un egantion aleator se obtin urmatoarele
rezultate la test: 33,42,38,37,30,427 Intreprindeti un test core-
spunzdtor pentru o = 5%. Se presupune c3 rezultatele la acest test
sunt normal distribuite.

Conform National Center for Health Statistics, indltimea medie a
femeilor din SUA (care este normal distribuitd) este de 63.7 in cu
o deviatie standard cunoscutd de o = 2.75 in. Pentru un egan-
tion aleator simplu de 50 femei care lucreazd in domeniul serviciilor
medicale se gdseste o indtime de 65.2. Testa{i ipoteza cd media de
indtime a femeilor care lucreaza in sanadtate este diferitd de 63.7 in.
5% nivel de semnificatie.
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Testul T

Testul T

o Testul T este folosit pentru ipotezele statistice pentru statistici care
urmeazd o distributie Student.

e Testul T se foloseste atunci cand deviatia standard a populatiei
(distribuitd normal) este necunoscutd.

e Un test T este de asemeni potrivit cand avem de-a face cu egan-
tioane mici (n < 30) pentru populatii care sunt aproximativ nor-
male.

e Urmaéand aceste observatii putem spune cd un test T pentru media
unei populatii este complementar unui test Z pentru medie.

e In sectiunea urmadtoare descriem testul 7' pentru media unei popu-
latii cu dispersia necunoscutd.
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Testul T Testul T - Inferentd asupra mediei

Testul T - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ necunoscuts)

Considerdm o populatie statisticd a c#rei dispersie (02) este ne-
cunoscuta.

Populatia este normal distribuitd §i dorim sd testdm o ipotezd asupra
adeviratei medii a populatiei.

Testul poate fi intreprins dacd populatia are o distributie foarte
apropiatd de cea normald, cand egantionul la dispozitie este mic.
Dacid o este media popula’giei (presupusd in ipoteza nuld), atunci

urmitoarea statistict — este distribuitd Student cu (n — 1)

/ f
grade de libertate: T'(n — 1).

O diferentd fatd de un test Z constd in inlocuirea deviatiei standard
a populatiei, o, cu deviatia standard a egantionului s.

Testul T decurge astfel:
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Testul T Testul T - Inferentd asupra mediei

Testul T - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ necunoscuts)

1. Formuldm mai intai ipoteza nuld, care sustine cd media populatiei
ia 0 anumitd valoare:

Hy: p= o

2. Formuldm ipoteza alternativd conform informatiilor obtinute din
egantion. Putem avea trei tipuri de ipotezd alternativd

H,: pu<pg| (astmetrica la stdnga) sau

H,: p>po| (asimetricd lo dreapta) sau

H,: p# pol| (stmetricd).

Ipotezele asimetrice se mai numesc one-tailed, iar cea simetricd
two-tailed.
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Testul T Testul T - Inferentd asupra mediei

Testul T - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ necunoscuts)

3. Alegem un nivel de semnificatie a € {1%,5%}.

4. Calculdm scorul t (statistica testului)

fn_,u'O

~ s/vm

5. Determindm valoarea criticd corespunzdtoare lui a:

t

t* = qt(a,n — 1) ‘ pentru H, asimetrici la stinga (¢* < 0),

t* =qt(l —a,n—1) ‘ pentru H, asimetric la dreapta (t* > 0),

t* = —gt(a/2,n — 1) = gt(1 — a/2,n — 1) \ pt. H,

simetricd (¢* > 0).
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Testul T Testul T - Inferentd asupra mediei

Testul T - Inferentd asupra mediei unei populatii (¢ necunoscuts)

6. Comparam valoarea criticd cu scorul ¢; dacd scorul ¢ aparfine zone:
de respingere, atunci acceptam H, gi respingem Hy. Zonele de
respingere sunt:

(—o0, t*] pentru H, asimetricd la stanga,
[t*, +00) pentru H, asimetricd la dreapta,
(=00, —|t*|] U [|t¥|, +00) pentru H, simetricd.

Dacd scorul ¢ nu apartine zonei de respingere vom spune cd nu
existd suficiente dovezt cu nwwelul de semnificatie a pentru a
respinge ipoteza nuld (incercarea de a respinge Hy esueazd).
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

Ezemplu

e Concentratia de CO (monixid de carbon) se mdsoard cu un aparat
numit spectrofotometru care are o precizie de aporape 100 ppm.
Aceste aparate trebuie calibrate zilnic masurand concentratia de CO
din egantioane de gaz industrial care au o concentratie controlatd
de 70 ppm. Dacd aparatul d& valori "apropiate" de 70 ppm poate
fi folosit, dacd nu, trebuie ajustat.

e Presupunem cd aceastd concentratie urmeazd o distribufie normald
dar deviatia standard este necunoscuti. Intr-o anumit¥ zi se obtin
urmdtoarele valori

58 71 67 64 62.

e Patru dintre aceste valori sunt mai mici decat 70; putem explica
aceasta doar pe seama intdmplarii? Sau aceasta aratd cd aparatul
trebuie ajustat?
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

Solution

o Este posibil ca aparatul s necesite o ajustare, deci vom testa ipoteza
cd media este diferitd de po = 70.

e Cum populatia urmeazd o distributie normald, iar deviatia standard
a populatiei este necunoscutd putem intreprinde un test T' asupra
mediei.

o Informatiile privind populatia §i esantionul: o = 70, s = 4.9295,
n =25, T, = 64.4.

1-2. Putem formula ipoteza nuld gi o ipotezd alternativd simetricd

Hy: =70 H,:u#T10.
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

3. a = 0.05.

4. Scorul ¢ . Sptptici oo
Tn — BnabildiFssidits — _ o gigh

~ s/y/n 49295/
5. Valoarea critici este t* = —qt(a/2,4) = 2.7764, for a = 5%.
6. Cum [t| < |t*|, Incercarea de a respinge ipoteza nuld esueazd (nu

existd suficiente dovezi pentru nivelul de 5% pentru a sustine cd
adevirata medie a populatiei este diferitd de 70 ppm).

t
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu

e Reludm ultimii doi pasi pentru celdlalt nivel de semnificatie:
5’. Pentru o = 1% valoarea criticd este t* = —qt(a/2,4) = 4.6040.
6’. Deoarece |t| < |t*|, incercarea de a respinge ipoteza nuld egueaza

(nu existd suficiente dovezi pentru nivelul de 1% pentru a sustine
cd adevirata medie a populatiei este diferitd de 70 ppm).

e Meritd observat ci reluarea ultimilor doi pagi cu un o mai mic nu
era necesard, deoarece, stim deja, ipoteza nuld nu a putut fi respinsd
cu 5% nivel de semnificatie (|£*| creste dacd o scade).
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu revdzut

e Privind din nou la datele din egantion putem observa cd media de
selectie, T,,, este mai micd decit media presupusd a populatiei.

o Intr-o astfel de situatie putem formula o ipotez¥ alternativi asimet-
ricd la stanga.

1-2. Noile ipoteze sunt
Hy:u=70 H,:u<T70.

3. o = 0.05.

4. Scorul ¢ . atptici 7o
goaci Tn — Bpaiidfifaidits — o magp
s/v/n  4.9295//5
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T' - Inferentd asupra mediei unei populatii - Exemplu revdzut

5. Valoarea critic este t* = gt(a,4) = —2.1318, pentru a = 5%.

6. Deoarece t < t*, putem respinge ipoteza nuld gi si acceptim cid

media adevdratd a populatiei este mai micd decdt 70 ppm.
e Cu celdlalt nivel de semnificatie (1%):

5’. Valoarea criticd este t* = gt(o,4) = —3.7469.

6’. Deoarece t > t*, nu putem respinge ipotez nuld cu 1% nivel de
semnificatie (nu existd dovezi suficiente cu 1% nivel de semnificatie
pentru a sustine cd adevidrata media a populatiei este mai micad decat
70 ppm.
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Testul T |3dFeshsIbil

Testul T - Exercitii

L

IL.

O asociatie studenteascd sustine cd un student cdldtoreste in fiecare
zi, in medie, 25 de minute pe drumul cdtre universitate. Universi-
tatea determind un egantion aleator obtinut de la 32 de studenti.
Egantionul are o medie de selectie de 19.4 minute gi o deviatie stan-
dard de 9.6 minute. Datele acestea sunt suficiente statistic pentru
a respinge afirmatiile asociatiei? Folositi a = 0.01. (Presupunem
cd timpul unei c3ldtorii urmeazd o distributie normald.)

Se gtie ci tinerii adulti cheltuie siptdmanal 40$ pentru mincare de
tip fast food. Un studiu bazat pe un esantion aleator fromat din
1000 de tineri adulti (Greenfield Online - USA Today Snapshot)
determind o medie siptdmanald de 35% cheltuiti pe fast food cu
o deviatie standard de 14.508. Presupunind ca aceste cheltuieli
urmeaza o distributie normala intreprindeti un test statistic potrivit
asupra mediei acestor cheltuieli pentru intreaga populatie.
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Testul T - Exercitii

ITII. Locuintele dintr-un orag au o valoare medie de 889508. Se pre-
supune cd locuinetele din apropierea universitdtii au un pret mediu
mai mare. Pentru a testa aceasta, se folosegte un esantion aleator
simplu format din 12 case alese in apropierea universitdtii. Media
lor de selectie este 92460$, cu o deviatie standard de 5200$. In-
treprindeti un test statistic pe baza acestor date cu a = 5%. (Se
presupune cd preturile caselor sunt normal distribuite.)
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Testul X2 al lui Pearson

Testul x?

e Cateodatd frecventele dintr-un esantion nu se potrivesc cu cele teo-
retice (conform distributiei populatiei). De exemplu cdnd aruncdm
un zar ne agteptdm ca toate fetele sd aibd aceleagi sanse de a apdrea,
dar in practicd frecventele pot fi diferite.

e Testul x? are scopul de a misura "diferenta" dintre frecventele ob-
servate gi cele agteptate pentru date care pot fi asimilate cu cele
categorice.

e Mai precis testul x? este utilizat pentru a gisi (dac# existd) o difer-
entd semnificativa statistic intre datele asteptate gi cele observate.

o Existd mai multe teste care utilizeazd distributia x?; toate testele

a cdror statistici (scor) urmeazi o distributie x? sunt numite teste

X2

e Un alt test de x2 este folosit pentru a decide daci existd o depen-
dentd (legdturd) intre doud variabile categorice.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordantd (goodness-of-fit)

e Presupunem cd indivizii dintr-un anumit egantion pot fi grupati

in k categorii Ci, Cs,..., Cx cu frecventele (absolute) observate
01, 09,...,0;. Pe de alti parte se agteaptd ca frecventele (abso-
lute) teoretice sd fie ey, eo, ..., €k.

e Statistica x? este

2 (0 — &)  <~of
=ty S, )
1=1 & -1 &
k
unde m este frecventa totald (absolutd): m = Z 0;.
i=1

e Evident, x2 = 0 dac4 si numai daci frecventele (absolute) observate
gi cele agteptate (teoretice) sunt egale doud cate doud.

e Cu cét este mai mare valoarea statisticii x2, cu atat este mai mare
diferenta dintre frecventele observate si cele teoretice.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordantd (goodness-of-fit)

e Se considerd cd statistica de mai sus urmeazd foarte fidel o dis-
tributie x? dacd frecventele teoretice sunt egale cel putin cu 5.

e Ca test de concordanti (goodness-of-fit) testul x2 isi propune s&
determine cat de bine o distribufie teoreticd se potrivegte cu una
empiric¥ (obtinutd din egantion). in acest caz df = k — 1 — s,
dacd frecventele teoretice pot fi calculate estiménd parametri ai s
populatiei din egantion.

e df = k—1 daci frecventele agteptate (teoretice) pot fi calculate firad
a estima vreun parametru al populatiei deoarece cunoscand (n —
1) dintre frecventele teoretice si frecventa totald, ultima frecventd
poate fi dedusi.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordantd (goodness-of-fit) - exemplu

e Zacariah Labby de la Universitatea din Chicago a repetat in 2009
urmdtorul experiment al lui Walter Weldon (din 1894): a aruncat
de 315,672 ori un zarl.

e HExperimentul a fost ficut pentru a decide dacd fetele cu numerele
5 §i 6 au frecvente mai mari (deoarece un zar obignuit are punctele
gravate pe fete).

e Rezultatele sunt mai jos:

Fete
1 2 3 4 5 6
Observate 53,222 | 52,118 | 52,465 | 52,338 | 52,224 | 52,285
Asteptate 52,612 | 52,612 | 52,612 | 52,612 | 52,612 | 52,612

!De fapt a aruncat doisprezece zaruri de 26, 306 ori pentru a accelera experienta.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordantd (goodness-of-fit) - exemplu

o Intrebarea este daci aceste rezulate ofers dovezi suficiente pentru a
a dovedi cd cele sase fete nu sunt echiprobabile.

Hp : nu existd vreo diferentd intre cele doud distributii

H, : existd diferente intre cele doud distributii

e Folosind (1) statistica x? este
¥2'L94:73

e Valoarea criticd pentru numirul de grade de libertate cerut (df =
6 — 1 =75) este:

x2* = 11.07 pentru o = 0.05 gi

x2* = 15.08 pentru a = 0.01.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordantd (goodness-of-fit) - exemplu

e Ipoteza nuli este respinsd dacd x? > x2*, ceea ce se intampld pentru
ambele niveluri de semnificatie. Astfel, putem trage concluzia cd
existd o diferentd: datele observate ne spun ci fetele 1 si 6 (care
sunt opuse pe zar) apar cu frecventd mai mare (decat celelalte doud
perechi: 3 —4 gi 2 —5).

e Testul x? este asimetric la dreapta: ipoteza nula (Hp) se respinge
daci scorul testului (statistica x?) est mai mare decat valoarea crit-
icd.

e Valoarea criticd, pentru un nivel de semnificatie o, poate fi calculatd
in R cu x** = gchisq(1 — a, df).

e Este bine de gtiut: cu cat mai mare este numdrul de grade de lib-
ertate, cu atat mai mai apropiate sunt x2* si x2(df).

e O reguld empiricd spune cd df ar trebui sd fie cel putin 5 pentru a
utiliza testul de concordanta.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordanti - distributia multinomiald

o In exemplul de mai sus am testat daci cele sase categorii sunt uni-
form distribuite (cu probabilitate 1/6). Mai general putem testa
dacd datele observate (care sunt valori ale unor variabile aleatoare)
apartin unor anumite clase de distributie.

e Considerdm o experientd aleatoare care are k > 2 rezultate posi-
bile: Aq,..., A, cu probabilititi cunoscute, P(4;) = p;, i = 1, k.
Efectudm experienta in mod independent de m ori.

e Fie X, variabila aleatoare care numdrd de cate ori apare A;. Vari-

k
abilele X; are nu sunt independente, de fapt Z X, =m.
P24
e Vectorul X = (Xi, Xo, ..., X)) urmeazd o distributie multinomiald
cu parametrii n, p1,...,0x: M(m,p1,...,Dk)-

e Functia de masd de probabilitate a lui X este

m/!
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordanti - distributia multinomiald

e Testul multinomial este un test de semnificatie statistic care infer-
eazd asupra probabilitdtilor unei distribu{ii multinomiale: py, ..., pk.

e Considerdm ca mai sus o experientd aleatoare cu & > 2 rezultate
posibile: Ai,..., Ag; probabilitdtile necunoscute ale acestor rezul-
tate sunt mq,..., 7.

¢ Hgantiondm m indivizi pentru a obtine un egantion aleator simplu;
fie o04,..., ox frecventele (absolute) observate ale celor k rezultate
posibile.

e Dorim s3 decidem dacd aceste observatii sunt suficient de semni-
ficative pentru a sustine cd probabilitdtile rezultatelor posibile sunt
diferite de (p1, ..., DPk)-

Hy:(my,...,m) = (p1,---,Dk)

H,:(m,...,m) # (p1,---, D)
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordanti - distributia multinomiald

e Variabila care num3r3 aparitiile lui A;, X;, este distribuitd B(m, ),
deci are media e; = E[X;] = m - m;, pentru ¢ = 1, k.

e (1) devine

k 2 k 2
mm) > o;
z T -m, (2)
1=1 1=1 mm;
k
deoarece m =~ mm;.
i1

e Pentru restul testului calcul¥m valoarea criticd x** = x**(a) =
gchisq(l — o, k — 1) pentru nivelul respectiv de semnificatie; daci
x? > x** putem respinge ipoteza nul¥ (Hp) si accepta ipoteza al-
ternativd (H,).
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordanti - distribufia multinomiald - exemplu

e Pozitiile de pe o rulet¥® sunt imp#rtite in sapte culori: 6 rosii, 5
negre, 7 portocalii, 10 albastre, 8 galbene, 7 maro gi 2 verzi. Dacd
ruleta este corect construitd gansele ca bila sd ajungd in orice slot
sunt de 1/45.

e Pentrua teste dacd ruleta este corect construitd este invartitd de
1000 de ori gi se obtin urmdtoarele frecvente absolute (am calculat
si frecventele agteptate).

Culoarea slot-ului
rosu | negru | portocaliu | albastru | galben | maro | verde
observate 119 117 140 204 165 136 19
agteptate 120 100 140 200 160 140 40

e Sunt aceste valori statistic semnificative pentru a susfine ci ruleta
nu este corect construita?

*Ipotetici.
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QT TI PVERP I IVl Testul x2 de concordant (goodness-of-fit)

Testul x? de concordanti - distribufia multinomiald - exemplu

o Intreprindem un test multinomial folosind testul x? al lui Pearson:
Hy:
(1, T2, T3, Ta, T, T, T7) = (6/45,5/45,7/45,10/45, 8 /45, 7/45, 2/45)
H, :
(my, T2, T3, Ta, Ts, Te, T7) # (6/45,5/45,7/45,10/45,8/45,7/45,2/45)
e Statistica x? calculaty folosind (2) este 14.273.
e Valorile critice pentru 5% si 1% nivel de semnificatie sunt
Xa*s = qchisq(0.95,6) = 12.591,

x4, = qchisq(0.99,6) = 16.811.

e Cu 5% nivel de semnificatie putem trage concluzia ci ruleta nu este
corect construitd, dar cu 1% nu pute respinge ipoteza nuld.
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Testul X2 al lui Pearson Test’,ulx2 pentru testarea independentei statistice

Testuly? pentru testarea independentei statistice

e Pentru testarea independentei statistice testul x? infereazi asupra
independentei a doud variabile categorice. Valorile observate ale
acestor doud variabile sunt date intr-un aga numit tabel de contin-

genta.
Y
011 012 PPN O1p 01’
e 021 022 ... 02y | O2,
Op1  Op2 ... Opr | Op,
01 0.2 Stat Or m

e 0, este numdrul de observatii apartindnd simultan categoriei ¢ a
lui X gij alui Y. Frecventel (absolute) agteptate cand cele doud

robat { ilitag < 05+ 0
variabile sunt independente (in ipoteza nul¥) sunt e; = ——,
m
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Testul X2 al lui Pearson Test’,ulx2 pentru testarea independentei statistice

Testuly? pentru testarea independentei statistice

unde r P

o, 0y 0, 0y
Dip= —2 = D P = Y
m.ogm m ~m

o Statistica testului este

Zz oz] eg _mzz oz]/mA ?zp,])2 (3)

’L_].] 1 1—1] 1 pZ,p,]

e Numirul de grade de libertate este df = (p — 1)(r — 1), dacd
frecventele agteptate pot fi calculate fard a estima vreun alt parametru
al populatiei (din egantion).
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Testul X2 al lui Pearson Test’,ulx2 pentru testarea independentei statistice

Testuly? pentru testarea independentei statistice - exemplu

e 53 presupunem cd dorim sd gtim dacd culoarea pdrului gi cea a
ochilor sunt legate (dependente). In [Snee74] s-au gésit urmatoarele

date
Ochi

negri albagtri cdprui verzi
negru | 68 20 15 5 108
Pir gaten | 119 84 54 29 | 286
rosu 26 17 14 14 71
blond 7 94 10 16 | 127
220 215 93 64 | 592

o Intreprindem un test x2 (de tip Pearson) pentru testarea indepen-
dentei celor doud variabile ("culoarea ochilor" si "culoarea pdru-
lui"):

Hy : variabilele sunt independente
H, : variabilele sunt dependente
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Testul X2 al lui Pearson Test’,ulx2 pentru testarea independentei statistice

Testuly? pentru testarea independentei statistice - exemplu

o In ipoteza nul¥ statistica (scorul) testului este x = 138.29.

e Numdirul de grade de libertate este (4 —1)(4 —1) = 9, astfel valorile
critice pentru niveluri uzuale de semnificatie sunt

Xo'os = qchisg(0.95,9) = 16.918,

X2, = qchisq(0.99,9) = 21.665.

e Deoarece scorul este mai mare decat valoarea criticd (in ambele
cazuri), putem respinge ipoteza nuld gi si acceptdm cd cele doud
variabile sunt dependente pentru ambele niveluri de semnificatie.

e Notd: atunci cdnd respingem ipoteza nuld §i acceptdm ipoteza al-
ternativd, degi dependenta existd, nu putem spune nimic despre
"relatia" dintre cele doud variabile.
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Testul F

Testul F - inferentd asupra raportului dintre dispersii

e Procedura de inferent{d prezentatd aici va fi un test de semnificagie
pentru deviatiile standard (sau dispersiile) a doud populatii nor-
male.

e Pentru acest test prezumtia de normalitate este foarte importanta.

e Alegem doud egantioane aleatoare independente (de dimensiuni n,
§i mo, respectiv) cu deviatiile standard s; §i ss.

e Considerdm ci, In conditile ipotezei nule, adeviratele deviatii stan-
dard o; si 02 sunt egale.

e Urmitoarea statisticd este distribuitd Fisher
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Testul F

Distributia Fisher F(rq, m2)

o Existd o familie de distributii Fisher. Fiecare distributie F se iden-
tificd prin doud numere de grade de libertate.
e Proprietdti ale distributiei Fisher:
o F are valori nenegative;
o F este asimetrica.

e Pentru inferentele din aceastd sectiune numerele de grade de liber-
tatesunt 1 =n; — 1, o =np — 1.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii

Testul F - Inferenfu a asupra raportului dintre dispersii

e Testul se desfagoard astfel:

1. Formuldm zpoteza nuld:

2

g
Hy: L =1

02

2. Formuldm poteza alternativd conform informatiilor obfinute din
esantion. Putem avea doud® tipuri de ipotez# alternativi

H,: % > 1| (asvmetricd la dreapta) pentru un un test one-taile
2

H,: i # 1| (stmetricd) pentru un un test two-tailed.
02

3HEste recomandat ca dispersia mai mare sau care e de agteptat sa fie mai mare s¥

fie pusd la numadrator.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii

3. Alegem nivelul de semnificatie a € {1%,5%}.

4. Calculdm scorul F (statistica testului)

5. Determindm valoarea criticd corespunzdtoare pentru o

‘ F*=qf(l—a,nm —1,ny—1) ‘ pentru H, asimetricd la dreapta ,

:qf(a/2,'n1—1,n2—1),F;:qf(l—a/Z,nl—l,'r@—l)

pentru H, simetrici.

Fy
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii

Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii

6. Compardam valoarea criticd cu scorul F'; dacd scorul F' apartine
zonet de respingere, atunci acceptdm H, gi respingem Hy. Zonele
de respingere sunt:

[F*, +00) pentru H, asimetrici la dreapta,

(0, F;] U[F},+00) pentru H, simetrici.

Dacd scorul F' nu apartine zonei de respingere spunem cd nu ezistd
suficiente dovezi cu nivelul de semnificaiie a pentru a respinge
ipoteza nuld (incercarea de a respinge Hy esueazd).
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu

Ezemplu.

e O companie care imbuteliazd bduturi racoritoare detine o magind
care umple sticle de 16 uncii. Compania trebuie sd controleze devi-
atia standard o (sau dispersia 0?) cantitdtii de bdutura din sticle.
O medie corectd a cantitdii de bduturd nu garanteazd faptul ca
magina este bine calibratd. Dacd dispersia este prea mare multe
sticle vor avea prea multd sau prea pufinad bauturd.

e Astfel, magina trebuie sd aibd o deviatie standard (sau dispersie)
cat mai micd posibil.

e Compania doreste sd decidd dacd sd instaleze o maging de imbuteliat
mai modernd gi mai rapida.

e Una dintre ingrijordri este aceea cd o vitezd mai mare de imbuteliere
corespunde unei dispersii mai mari, iar o asemenea crestere nu este
acceptabild.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu

e Producdtorul noii magini de imbuteliat sustine cd dispersia nu este
mai mare decat cea a vechii magini.

e Un egantion de 25 de sticle imbuteliate de magina noud are o dis-
persie de 0.0018, In timp ce un egantion de 22 sticle imbuteliate de
magina curentd are o dispersie de 0.0008.

Solutze.

e Vom testa amandoud tipurile de ipotezd alternativd: mai intai faptul
cd dispersiile celor doud magini sunt diferite, iar apoi cd noua magind
are o dispersie mai mare.

e Datele relativ la cele doud populatii/esantioane: n; = 25, s? =
0.0018, ny = 22 §i s2 = 0.0008.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu

1-2. Formuldm ipoteza nuld si o ipotezd alternativad simetricd

2 2
g g

Hy ;;:1 Hijis U—;;ﬁl
2 2

3. Alegem a = 5%.
4. Calculdm scorul F' al testului

32
F =21 =2.2500
52

5. Valorile critice sunt Fy = gf(a/2,n; — 1,mp — 1) = 0.4327,F] =
gf(l—a/2,m —1,ny — 1) = 2.3675, pentru a = 5%.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu

6. Deoarece F' € [F{, F], incercarea de a respinge ipoteza nuld esueazd
cu 5% nivel de semnificatie (nu existd suficiente dovezi pentru nivelul
de 5% pentru a sustine ci dispersiile celor doud magini sunt diferite):
diferentele sunt datorate hazardului.

e Reludm ultimii doi pagi pentru celdlalt nivel de semnificatie:

5’. Pentru o = 1% valorile critice vor da un interval mai mare: F; =
gf(a/2,n —1,np—1) =0.3294, F; = ¢f (1 —a/2,m1 — 1, mp — 1) =
3.1473.

6’. Concluzia este aceeagi: nu putem respinge ipoteza nuld.

e La fel ca si In cazul testelor Z gi T', dacd Hp nu se respinge pentru
o = 5% nu se va respinge nici pentru a = 1% (pentru cd zona de
respingere in al doilea caz o inglobeazd pe prima).
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu

revizuit

e Deoarece dispersia primului esantion este mai mare decét cea de-
a doua vom Intreprinde un al doilea test cu o ipotezd alternativd
asimetric3 la dreapta.
1-2. Noile ipoteze sunt

af i
Hy: =1 Hy:—>1
P 2

3. Alegem a = 5%.
Scorul testului va fi acelagi

82
F = =% =2.2500
82
5. Valoarea criticd este F* = gf (1 —a, my — 1, m — 1) = 2.0540, pentru
a =5%.
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Testul F - Inferentd asupra raportului dintre dispersii - Exemplu
revizuit

6. Deoarece F' € [F*,+00), putem s3 respingem ipoteza nul¥ gi s
acceptdm ipoteza alternativd: dispersia noii magini este mai mare
decat a celei vechi.

e Pentru a = 1%

5’. Valoarea criticd este F'* = ¢f (1 —a,n; — 1,12 — 1) = 2.8010.

6. Cum F < F*, incercarea de a respinge ipoteza nuld esueazd cu 1%
nivel de semnificatie (nu existd suficiente dovezi pentru nivelul de
1% pentru a sustine cd magina noud are o dispersie mai mare).
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Testul F Testul F - Inferentd asupra a doud dispersii - Exemplu

Sfargit.
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