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Statistic  inferenµial 

Statistic  inferenµial 

� Statistica inferenµial  are scopul s  trage concluzii relativ la o popu-
laµie folosind rezultate ale teoriei probabilit µilor ³i statistici obµinute
din e³antionane.

� F r  utilizarea teoriei probabilit µilor (legea numerelor mari, teo-
rema limit  central  ³. a.) am putea considera drept sistematic un
comportament care este de fapt datorat hazardului sau, din contr ,
un comportament sistematic ar putea trece neobservat.

� Exemple de inferenµe statistice: intervale de încredere pentru es-
timarea parametrilor sau teste de semni�caµie.

� Tehnicile de inferenµ  au la baz  distribuµiile e³antioanelor.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor

� Distribuµia unei anumite populaµii poate � necunoscut  în întregime;
de aceea ne putem dori s  a� m cel puµin media, dispersia sau alµi
parametri ai ei.

� Ace³ti parametri ai unei populaµii pot � estimaµi folosind statistici
calculate din e³antion.

� Exist  dou  tipuri de estimare: estimare punctual  ³i estimare cu
intervale .

De�nition 1
Estimarea punctual  a unui parametru const  în determinarea
unui num r, de obicei valoarea unei statistici corespunz toare,
desemnat sa estimeze acel parametru.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor

De�nition 2
Estimarea cu un interval a unui parametru const  în determinarea
unui interval ale c rui limite sunt statistici calculate din e³an-
tioane.
Nivelul de încredere (1 � �) este proporµia acelor intervale (de
încredere) care conµin parametrul estimat.
Un interval de încredere este un interval care are un anumit
nivelul de încredere (prescris).
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Estimarea punctual 

� Exemple de estimatori punctuali sunt media de selecµie xn , dispersia
e³antionului s2, sau deviaµia standard a e³antionului s .

� Pentru un parametru dat putem avea mai mulµi estimatori punc-
tuali: media populaµie poate � estimat  prin media de selecµie,
median , mod.

� Se pot ridica anumite întreb ri legate de calitatea estimatorilor
punctuali.

� Cât de exact este un estimator (i.e., încrederea) - este în mod
frecvent mai mare (supra-estimator) sau mai mic (sub-estimator)
în raport cu parametrul estimat?

� Din acest punct de vedere se prefer  estimatorii nedeplasaµi.

� Care este variabilitatea unui estimator punctual (v zut ca o vari-
abil  aleatoare) - aceasta este acurateµea.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Caracteristici ale estim rii punctuale

� De exemplu dispersia mediei de selecµie, care este �2=n : cu cât este
mai mare e³antionul cu atât mai mic  este variabilitatea mediei de
selecµie.

De�nition 3

Fie � un anumit parametru al unei populaµii, x un e³antion (de
dimensiune n) al acestei populaµii ³i �̂n = �̂n(x ) un estimator
punctual al lui �.
�̂n este o statistic  nedeplasat  dac  E[�̂n ] = �. Altfel �̂n este
numit  statistic  deplasat .
Un estimator nedeplasat cu dispersie minim , dac  exist , se
nume³te statistic  e�cient .
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Distribuµia mediei de selecµie

� Fie P o populaµie format  din N indivizi ale c ror valori ale atribu-
tului sunt a1; a2; : : : ; aN .

� Variabila care reprezint  atributul populaµiei este notat  cu X .

� Pentru aceast  populaµie, deci ³i pentru X , media ³i dispersia sunt

1
N

NX

i=1

ai = �; respectiv
1
N

NX

i=1

(ai � �)2 = �2:

� Pentru a estima � ³i �2folosim e³antioane de dimensiune n .
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Distribuµia mediei de selecµie

� Pentru un e³antion dat, x (k) =
Ä
x (k)
1

; x (k)
2

; : : : ; x (k)n

ä
, media de se-

lecµie este

x (k)n =
1
n

nX

j=1

x (k)j :

� Fiecare x (k)j este o valoare a unei variabile aleatoare cu aceea³i dis-
tribuµie ca X .

De�nition 4
Variabila aleatoare care are drept valori toate mediile de selecµie
posibile, x (k)n , pentru e³antioane de dimensiune n, se nume³te
distribuµia mediei de selecµie.
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Distribuµia mediei de selecµie

� Se poate demonstra urm torul rezultat

Theorem 1.1

Media ³i dispersia mediei de selecµie, xn , sunt � ³i �2=n:

E[xn ] = �;Var [xn ] =
�2

n
:

În plus, pentru valori mari ale lui n (> 30), distribuµia mediei
de selecµie este normal , i. e.

xn � N (�; �2=n):
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Estimarea mediei ³i a dispersiei

� Bineînµeles, un estimator al mediei (necunoscute a) populaµiei (�)
este media de selecµie, xn .

� Un estimator pentru adev rata dispersie a populaµiei (�2) este dis-
persia e³antionului s2 - o statistic  nedeplasat .

� Pentru deviaµia standard a mediei de selecµie, �=
p
n , un estimator

este s=
p
n numit  eroarea standard a mediei (the standard error of

the mean - SEM).
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Estimarea cu intervale

� Un estimator de tip interval al mediei populaµiei poate � obµinut cu
inegalitatea lui Cebâ³ev:

P(jxn � E[xn ]j > k �
»
Var [xn ]) 6

1
k2

,

P
Å
jxn � �j > k � �p

n

ã
6

1
k2

,

P
Å
jxn � �j < k � �p

n

ã
> 1� 1

k2
,

P
Å
xn � k � �p

n
< � < xn + k � �p

n

ã
> 1� 1

k2
:

� Astfel o estimare cu un interval a lui � esteÅ
xn � k � �p

n
< � < xn + k � �p

n

ã
:
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere

De�nition 5
Un interval de încredere pentru un parametru � cu nivel de în-
credere (1 � �) este de�nit cu ajutorul a dou  statistici L ³i U
astfel ca

P(L 6 � 6 U ) = (>)1� �:

� L ³i U sunt de fapt variabile aleatoare ale c ror valori sunt statistici:
pentru diferite e³antioane au diferite valori.

� De obicei nivelul de încredere este o probabilitate mare, aproape de
1, cum ar � 0:90, 0:95,sau 0:99 (care dau � 2 f0:10; 0:05; 0:01g).
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
cunoscut 

� S  presupunem c  avem un e³antion de dimensiune n ³i dorim s 
construim un interval de încredere pentru media � cu un nivel de
încredere (1� �).

� �tim c  media de selecµie, xn , urmeaz  (cu aproximaµie sau exact
dac  populaµia este repartizat  normal) o distribuµie normal 

N
Å
�;

�2

n

ã
:

� Prin standardizare variabila Z =
xn � �

�=
p
n

este distribuit  N (0; 1).

� C t m o valoare z �, numit  valoare critic , astfel ca o variabil 
normal standard s  acopere sub gra�c o arie de (1��) pe intervalul
centrat în medie ³i de lungime 2z � deviaµii standard.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
cunoscut 

� Fie Z : N (0; 1), valoarea critic  este aleas  a³a încât

P(�z � 6 Z 6 z �) = 1� �:

� De�niµii echivalente ale lui z �:

P(Z 6 �z �) = �=2 sau P(Z > z �) = �=2:

� Notâm cu �(a) = P(Z 6 a), funcµia de repartiµie normal  stan-
dard.

� Astfel z � = ���1(�=2) - valoare care poate � g sit  în tabele sau
aproximat  în pachetele de prelucr ri statistice uzuale (cum ar � R,
MiniTab, SPSS etc).

� Odat  ce am determinat valoarea critic , ³tim c 

P
Å
�z � 6 xn � �

�=
p
n
6 z �

ã
= 1� �:
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
cunoscut 

� Echivalent,

P
Å
xn � z �

�p
n
6 � 6 xn + z �

�p
n

ã
= 1� �:

� Am demonstrat astfel

Theorem 1.2

Un interval de încredere cu nivelul de încredere (1 � �) pentru
pentru media unei populaµii cu dispersia cunoscut  esteÅ

xn � z �
�p
n
; xn + z �

�p
n

ã
;

unde z � este valoarea critic  asociat  cu �=2. Mai mult, acest
interval este exact pentru o populaµie distribuit  normal ³i aprox-
imativ altfel, când e³antionul este su�cient de mare (n > 30).
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Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
cunoscut 

Nivel de încredere �=2 z �

90% 0:05 1:645
95% 0:025 1:960
99% 0:005 2:576

� z �
�p
n

se nume³te eroarea marginal .

� Lungimea unui interval de încredere pentru medie este 2z �
�p
n
.

� Dac  dorim o lungime anume pentru acest interval, w , atunci ne

trebuie un e³antion de dimensiune n =
(2z ��)2

w2
. În practic  aceast 

valoare poate � nerealist  (dac  n este prea mare).

� Pe m sur  ce n cre³te lungimea intervalului (sau eroarea marginal )
scade, ceea ce este teoretic util, dar poate � nepractic.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
cunoscut 

� S  ne amintim c 
�p
n

este deviaµia standard a mediei de selecµie.

Un interval de încredere poate � v zut astfel

estimatedMean � z �StdDevofMean

� Exemplu. Un anumit medicament este analizat m surându-i-se
substanµa activ  de trei ori, rezultatele sunt 0:8403, 0:8636, ³i 0:8447
g/l. Se ³tie c  aceast  concentraµie urmeaz  urmeaz  o lege normal 
cu deviaµia standard � = 0:0068 g/l. S  se determine un interval
de încredere de 99% pentru adev rata medie a concentraµiei, �.
Soluµie:

x 3 = 0:8495; � = 0:01; �=2 = 0:005; z � = 2:576; z �
�p
n

= 0:0101

Intervalul de încredere este (0:8394; 0:8596).
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
necunoscut 

� S  ne amintim c  atunci când dispersia populaµiei, �2, este cunos-
cut , un interval de încredere de nivel (1� �) pentru media popu-
laµiei �, este Å

xn � z �
�p
n
; xn + z �

�p
n

ã
;

� Dac  dispersia este necunoscut , atunci putem folosi ca estimator
al deviaµiei standard a mediei de slecµie eroarea standard a mediei:
s=
p
n .

� Obµinem o nou  statistic 

T =
xn � �

s=
p
n

cunoscut  drept statistica t a lui Student.
� Aceasta deoarece noua statistic  urmeaz  o distribuµie Student cu
(n�1) grade de libertate, t(n�1) - dac  populaµia urmeaz  o lege
normal .
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
necunoscut 

� Fie T : t(n � 1), valoarea critic , t�, pentru nivelul de încredere
(1� �) se alege astfel încât

P(�t� 6 T 6 t�) = 1��;P(T 6 �t�) = �=2 sau P(T > t�) = �=2:

Proposition 1

Un interval de încredere cu nivelul de încredere (1 � �) pentru
pentru media unei populaµii normale cu dispersia necunoscut 
este Å

xn � t�
sp
n
; xn + t�

sp
n

ã
:

unde t� este valoarea critic  asociat  cu �=2.
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru media unei populaµii cu dispersia
necunoscut  - Exemplu

Exemplu.
� Într-un ora³ exist  10000 locuinµe închiriate. O companie local 
de imobiliare întreprinde un studiu asupra acestor locuinµe: sunt
intervievaµi 250 chiria³i ale³i la întâmplare. Chiria medie este g sit 
a � 568$, iar deviaµia standard a e³antionului este 385$. (Se ³tie c 
chiria urmeaz  o distribuµie normal .)

� Determinaµi a un interval de încredere de 95% pentru chiria medie
a tuturor celor 10000 de locuinµe închiriate

Soluµie.
� Datele colectate

x 250 = 568; s = 385; � = 0:05; �=2 = 0:025;

t� = 1:9695; t�
sp
n

= 48:0535

� Intervalul de încredere este (519:9465; 616:0535).
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru medie - Exerciµii

I. Pentru un sondaj de opinie se alege un e³antion aleator simplu
de 400 de persoane de cel puµin 25 de ani dintr-un anumit ora³
din Appalachia. Num rul total de ani de ³colarizare al membrilor
e³antionului este 4635, iar deviaµia standard a e³antionului este 4:1
ani. Determinaµi a un interval de încredere de 95% pentru num rul
mediu de ani de ³colarizare al tuturor persoanelor de cel puµin 25
de ani din ora³. (Presupunem c  perioada de ³colarizare urmeaz  o
lege normal .)

II. Prim ria unui ora³ vrea s  cunoasc  venitul mediu al celor 25000 de
familii din ora³. Pentru aceasta angajeaz  un institut de sondare a
opiniei care interogheaza 1000 de familii alese aleator. Venitul total
al acestor familii este de 62396714$, deviaµia standard a e³antionului
�ind 53000$. Determinaµi un interval de încredere de 99% pentru
venitul mediu al unei familii din acest ora³. (Presupunem c  venitul
unei familii urmeaz  o lege normal .)
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Statistic  inferenµial  Estimarea parametrilor

Intervale de încredere pentru medie - Exerciµii

III. O universitate are 30000 studenµi; în vederea unui sondaj, 900 din-
tre ace³ti studenµi sunt ale³i aleator. Vârsta medie a e³antionului
este de 22:3 ani cu o deviaµie standard a e³antionului de 4:5 ani.
Determinaµi intervale de încredere de 90% ³i 95% pentru vârsta me-
die a studenµilor acestei universit µi. (Presupunem c  vârsta unui
student urmeaz  o lege normal .)
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

� Decizii trebuie luate în �ecare zi; unele dintre ele sunt mai sem-
ni�cative decât altele, dar mecanismul lu rii unei decizii urmeaz 
acela³i ³ablon.

� Avem dou  sau mai multe alternative ³i trebuie s  alegem una dintre
ele pe baza evidenµei/convingerilor/contextului/informaµiilor etc.

� Un test statistic de semni�caµie urmeaz  un acela³i patern cu ex-
cepµia faptului c  decizia este luat  folosind informaµia statistic .

� Aceasta înseamn  c  în timpul acestui proces se vor calcula anumite
statistici ³i pe baza acestora se vor lua deciziile.

� Primul pas este acela de a identi�ca o situaµie care are un anumit
grad de incertitudine ³i s  formul m dou  ipoteze legate de ea.
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

De�nition 6
Testarea ipotezelor statistice este un proces prin care se ia o de-
cizie (se alege) între dou  ipoteze opuse.
Ipotezele statistice sunt formulate în a³a fel încât întotdeauna
una din ele este fals  iar cealalt  adev rat .
Una dintre ipoteze este testat  sperând c  se poate ar ta c  este
puµin probabil ca ea s  �e adev rat , ceea ce implic  faptul c 
cealalt  ipotez  este probabil adev rat .

� Cele dou  ipoteze sunt numite ipoteza nul  ³i ipoteza alternativ .

� Un test statistic încearc  sa dovedeasc  faptul c  ipoteza nul  este
fals .
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

De�nition 7
Ipoteza nul , H0, este ipoteza status-quo-ului în ceea ce prive³te
populaµia; formal este o a�rmaµie legat  de populaµie: spre ex-
emplu c  are o anumit  medie sau dispersie, sau o anumit 
distribuµie etc.
Ipoteza alternativ , Ha , este ipoteza de cercetare, ³i susµine un
lucru diferit despre obiectul ipotezei nule.

� Ipoteza nul  este punctul de plecare al studiului ³i, în mod conser-
vator, susµine c  "nu exist  nici o diferenµ " sau c  "nimic nu se
întâmpl " (are tendinµa de a se opune oric rei schimb ri).

� Într-un anumit fel ipoteza alternativ  are rolul de a ataca ipoteza
nul  ³i observ  o diferenµ  acolo unde cea nul  nu g se³te nimic.
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

� O companie de produse lactate cump r  lapte de la mai mulµi dis-
tribuitori. Exist  un dubiu asupra calit µii laptelui astfel cump rat.

� Temperatura de îngheµ a laptelui urmeaz  o lege normal  cu media
�0 = �0:545�C ³i deviaµia standard � = 0:008�C . Dac  se adaug 
ap  în lapte temperatura de îngheµ cre³te.

� Se m soar  temperatura de îngheµ a laptelui pentru cinci loturi
diferite primite de la unul dintre distribuitori ³i se determin  o
temperatur  medie de x 5 = �0:538�C . Este aceasta o dovad  ca
distribuitorul adaug  ap  în lapte? Sau este doar o valoare datorat 
hazardului?
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

� Ipoteza de lucru, adic  ipoteza nul , este aceea c  media populaµiei
este � = �0.

� Ipoteza de cercetare, adic  ipoteza alternativ , este c  media pop-
ulaµiei este mai mare: � > �0.

� Relativ la ipoteza alternativ  o întrebare care se poate formula este:
în condiµii obi³nuite care sunt ³ansele ca � > �0?

� Fie X variabila aleatoare asociat  temperaturii de îngheµ a laptelui;
X : N (�0:545; (0:008)2).
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

� Arunci

P(X > �0:538) = P

Ç
X � (�0:545)
0:008=

p
5

>
(�0:538)� (�0:545)

0:008=
p
5

å
=

= P

Ç
X � (�0:545)
0:008=

p
5

> 1:95655948

å
:

� Aceast  probabilitate este P(Z > 1:95655948), unde Z : N (0; 1).

� Pentru variabila aleatoare normal  standard avem P(Z > 1:95655948)
� 0:0250. Astfel, cu probabilitate 0:025, putem spune c  diferenµa
observat  în e³antion se datoreaz  unei variaµii aleatoare a³teptate.
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

� Dac , presupunând c  ipoteza nul  este adev rat , g sim c  o anu-
mit  statistic  obµinut  dintr-un e³antion difer  mult de rezultatul
a³teptat, atunci spunem c  diferenµa este semni�cativ .

� În acest caz putem � tentaµi s  respingem ipoteza nul .

� Dac  statistica nu difer  semni�cativ de rezultatul a³teptat în condiµi-
ile ipotezei nule, atunci spunem c  am e³uat în respingerea ipotezei
nule.

� Testarea ipotezelor este o procedur  care ne permite s  veri�c m
dac  anumite statistici difer  semni�cativ de valoarea a³teptat  în
condiµiile ipotezei nule.
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Teste de semni�caµie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

� Dac  decizia este de a respinge H0, atunci concluzia testului trebuie
s  �e: "Exist  su�ciente dovezi pentru nivelul de semni�caµie �

pentru ca ..." (³i aici urmeaz  a�rmaµiile din ipoteza alternativ ).

� Dac  decizia este de a nu respinge H0, atunci concluzia testului tre-
buie s  �e: "Nu exist  su�ciente dovezi pentru nivelul de sem-
ni�caµie � pentru ca ..." (³i aici urmeaz  a�rmaµiile din ipoteza
alternativ ).
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Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Erori de tipul I ³i de tipul II

� Evident c  decizia aceasta, luat  pe baza unor probabilit µi, poate
� gre³it . Acesta este locul unde pot ap rea erorile.

� Exist  dou  tipuri de erori: primul tip apare atunci când respingem
o ipotez  care este adev rat , iar al doilea tip apare atunci când
accept  o ipotez  care este fals  ³i ar trebui respins .

validitatea ipotezei H0

adev rat  fals 
se Eroare de tip I Corect

Decizia respinge (fals pozitiv) (adev rat pozitiv)
asupra H0 nu se Corect Eroare de tip II

respinge (adev rat negativ) (fals negativ)
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Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Erori de tipul I ³i de tipul II

Figure: Erori de tip I ³i II.
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Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II

� Se b nuie c  un detergent foarte cunoscut este mai bun decât deter-
gentul vândut sub marca de cas  a unui hipermarket ³i se dore³te
s  se testeze calitatea celor dou  tipuri de detergent, deoarece un
cump r tor va dori s  cumpere calitate la un preµ convenabil. For-
mulaµi cele dou  ipoteze.

� B nuiala, "Detergentul cunoscut este mai bun decât detergentul de
cas  al hipermarketului," este motivul pentru care se întreprinde
testul ³i devine, deci, ipotez  alternativ .

H0 : "Nu exist  nicio diferenµ  între cele dou  tipuri de detergent."

Ha : "Detergentul cunoscut este mai bun decât cel lalt."

� Testul este conceput în speranµa de a respinge ipoteza nul , dar
pentru consumator speranµa este de a nu respinge ipoteza nul  (din
raµiuni bugetare).
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II
H0 este adev rat  H0 este fals 

se Eroare de tipul I Decizie corect 

respinge Situaµia real : Situaµia real :

Nu exist  diferenµ . Detergentul cunoscut e mai bun.

Concluzie: Detergentul Concluzie: Detergentul

cunoscut e mai bun. cunoscut e mai bun.

Acµiune: Clientul pl te³te Acµiune: Clientul pl te³te

mult cu acelea³i rezultate. mult cu rezultate bune.

nu se Decizie corect  Eroare de tipul II

respinge Situaµia real : Situaµia real :

Nu exist  diferenµ . Detergentul cunoscut e mai bun.

Concluzie: Nu exist  Concluzie: Nu exist 

diferenµ . diferenµ .

Acµiune: Clientul pl te³te Acµiune: Clientul pl te³te

puµin cu rezultate similare. puµin cu rezultate slabe.
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II

� Am descris cele patru tipuri de rezultate posibile ³i acµiunile core-
spunz toare pentru un test statistic.

� Situaµia de fapt (real ) nu este cunoscut  înainte de a lua decizia,
de a trage concluziile ³i de a întreprinde acµiunea. Adev rul despre
ipoteza nul , H0, poate r mâne necunoscut pentru totdeauna.

� Rezultatul unei erori de tipul II este adesea ceea ce se nume³te o
"oportunitate pierdut "; se pierde ³ansa de a utiliza un produs care
are o mai bun  calitate (în cazul expus).
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Dimensiunea efectului, nivelul de semni�caµie ³i puterea testului

� Regula dup  care se ia decizia trebuie sa minimizeze erorile descrise.

� Exis  patru factori care in�uenµeaz  o decizie luat  pe baza unui test
statistic (ignorând metoda de e³antionare): dimensiunea efectului,
dimensiunea e³antionului, nivelul de semni�caµie ³i puterea tes-
tului.

De�nition 8
Dimensiunea efectului este magnitudinea diferenµei descoperite în
e³antionul aleator (dac  exist ).
Nivelul de semni�caµie, �, este probabilitatea (condiµionat ) max-
im  pe care ne-o asum m drept risc de face o eroare de tipul I.
Puterea testului, este 1 minus probabilitatea de a face o eroare
de tipul II.
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
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Teste de semni�caµie Erori, nivel de semni�caµie ³i putere a testului

Dimensiunea efectului, nivelul de semni�caµie ³i puterea testului

� Nivelul de semni�caµie este speci�cat de obicei înaintea e³antion rii,
astfel rezultatele testului nu vor in�uenµa e³antionarea.

� De obicei nivelul de semni�caµie este 0:05 sau 0:01; de exemplu 0:05
(sau 5% nivel de semni�caµie) este utilizat pentru o regula de luare
a deciziei care d  cel mult 5 ³anse din 100 de a respinge ipoteza nul 
când ea este adev rat .

� Puterea testului este probabilitatea ca testul s  detecteze o diferenµ 
atunci când exist  cu adev rat o asemenea diferenµ  de detectat.

� Dac  puterea testului este mare, atunci probabilitatea de a face o
eroare de tipul II (probabilitatea ca testul s  nu detecteze o diferenµ 
atunci când exist  vreuna) este sc zut .

Probabilit µi ³i Statistic  - Curs 11 11 mai 2026 38 / 56



Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică  
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 
Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică
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Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică Probabilităţi şi Statistică 

Teste de semni�caµie Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

� Exist  dou  moduri de a desf ³ura un test de semni�caµie: folosind
scorul ³i valoarea critic  sau folosind valoarea P .

De�nition 9
Valoarea P este probabilitatea de a obµine un rezultat cel puµin
la fel de neobi³nuit (extrem) ca rezultatul obµinut din e³antion.
Când valoarea P este "mic " putem respinge H0.

� Revenim la primul exemplu. Am calculat P(X > �0:538) � 0:0250;
aceasta este valoarea P a testului.

� Dac  2:5% este considerat  o probabilitate mic , atunci putem resp-
inge ipoteza nul .
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Teste de semni�caµie Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

� Dac  îns  2:5% nu este de ajuns de mic , atunci nu respingem H0.

� De exemplu 2:5% < 5%, astfel, cu 5% nivel de semni�caµie H0 este
respins  ³i este acceptat  Ha .

� Cu 1% nivel de semni�caµie încercarea de a respinge ipoteza nul 
e³ueaz , datele noastre nu sunt su�cient de semni�cative pentru a
accepta ipoteza alternativ , Ha .
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Teste de semni�caµie Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

De�nition 10
Scorul testului este statistica ce corespunde valorii P; valoarea
critic , pe de alt  parte, coresponde nivelului de semni�caµie.
Concluzia testului depinde de rezultatul compar rii celor dou 
valori.

� Calcul m statistica

z =
xn � �

�=
p
n

=
(�0:538)� (�0:545)

0:008=
p
5

= 1:95655948:

� z este scorul testului.
� Valoarea critic , z �, pentru 1% nivel de semni�caµie îndepline³te
condiµia

P(Z > z �) = 1� � = 0:99) z � = 2:32; unde Z : N (0; 1):
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Teste de semni�caµie Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

Nivelul de semni�caµie ³i valoarea P

� Cu 1% nivel de semni�caµie z < z �, deci H0 nu poate � respins 

� Pentru 5% nivel de semni�caµie, valoarea critic , z �, se calculeaz 
astfel ca

P(Z > z �) = 1� � = 0:95) z � = 1:64;

� Cu 5% nivel de semni�caµie z > z �, deci H0 poate � respins ;
accept m Ha .

� Acest exemplu arat  c  pentru diferite nivele de semni�caµie con-
cluziile testului pot � diferite.
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Teste de semni�caµie Teste parametrice ³i neparametrice

Teste parametrice ³i neparametrice

� În exemplul anterior am presupus c  populaµia urmeaz  o distribuµie
normal .

� Câteodat  este di�cil de a�at dac  populaµia urmeaz  o distribuµie
anume (normal  cel mai adesea).

� Relativ la distribuµia populaµiei avem dou  tipuri de teste de sem-
ni�caµie: parametrice ³i neparametrice.

De�nition 11
Un test parametric presupune c  populaµia urmeaz  o anumit 
distribuµie ³i infereaz  asupra parametrilor acelei distribuµii.
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Teste de semni�caµie Teste parametrice ³i neparametrice

Teste parametrice ³i neparametrice

� Testele neparametrice infereaz  mai degrab  asupra distribuµiei decât
asupra parametrilor populaµiei.

� De obicei testele parametrice presupun c  populaµia urmeaz  o dis-
tribuµie normal . (Unii autori consider  c  orice altfel de test este
neparametric).

De�nition 12
Un test neparametric numit ³i distribution-free sau parameter-free
se bazeaz  pe puµine fapte - de obicei distribuµia ³i parametrii
s i (medie, dispersie) nu sunt cunoscuµi.
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei

� Una dintre cele mai utilizate inferenµe este cea asupra parametrului
binomial p, probabilitatea succesului.

� În multe situaµii ne intereseaz  doar ceea ce se "realizeaz " sau
"nu se realizeaz "; exist  doar dou  rezultate posibile - aceasta este
condiµia de baz  a unui experiment binomial.

� Proporµia indivizilor dintr-o populaµie care au o anumit  tr s tur 
poate � considerat  probabilitatea succesului.

� Exemple: proporµia indivizilor care fumeaz , a cet µenilor care voteaz 
cu un anumit politician, a ³oferilor care accelereaz  la lumina gal-
ben  a semaforului, a tinerilor care î³i întemeiaz  o familie etc.
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei

� Dac  X : B(n ; p) (num rul de succese), atunci parametrii popu-
laµiei sunt

� = np; �2 = np(1� p):

� Dac  dimensiunea e³antionului este n ³i x este num rul de succese
din e³antion, atunci frecvenµa sau probabilitatea binomial  a e³an-
tionului este

p0 =
x
n
:

� Pentru n > 20 ³i np > 5, p0 poate � aproximat  cu o distribuµie
normal .
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei

� Parametrii lui p0 sunt

E[p0] =
E[X ]

n
= p;D2[p0] =

D2[X ]

n2
=

p(1� p)
n

:

� Deci

p0 � N
Å
p;

p(1� p)
n

ã
:

� Astfel urm toarea statistic  urmeaz  o distribuµie normal  standard

z =
p0 � p√

p(1� p)=n
:

� Aceasta va � statistica sau scorul testului (unde p0 = x=n).
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei - Exemplu

� Conform unui sondaj Harris din din august 2008, 68% dintre amer-
icanii adulµi au un abonament la o bibliotec . S  presupunem
c  se alege un e³antion aleator de 1000 de adulµi pentru a testa
H0 : p = 0:68 versus Ha : p < 0:68, unde p reprezint  proporµia
adulµilor care au într-adev r abonament.

� 651 din cei 1000 de indivizi au un abonament la o bibliotec . Folosiµi
� = 0:01.
a. Calculaµi valoarea statisticii (scorul) testului.
b. Aplicaµi testul folosind valoarea P .
c. Aplicaµi testul folosind abordarea clasic  (cu valoarea critic ).
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei - Exemplu

z =
p0 � p√

p(1� p)=n
=

0:651� 0:68√
0:68 � 0:32=1000 = �1:965

� Cu valoarea P :

P = P(Z < z jH0) = P(Z < �1:965) = 0:0246

� Cu � = 1% nu putem respinge H0, datele nu sunt semni�cative
pentru aceasta.

� Cu valoarea critic :

z � = �2:326; (P(Z < z �) = 0:01):

� Deoarece z 6< z � nu putem respinge H0, datele nu sunt su�cient de
semni�cative pentru a accepta ipoteza alternativ .
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei - Exemplu

� Relu m acum exerciµiul cu � = 5%.

� Cu P -value: P = 0:0246 < 0:05, deci putem respinge ipoteza nul  ³i
s  accept m Ha , adic  faptul c  proporµia adulµilor care au abona-
ment la bibliotec  este mai mic decât 0:68.

� Cu valoarea critic : z � = �1:644 > z cea ce înseamn  c  H0 poate
� respins .
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Teste de semni�caµie Testul proporµiei

Testul proporµiei - Exerciµii

I. O moned  este aruncat  de 10000 de ori ³i de 5167 ori apare stema.
Probabilitatea de a ap rea stema este 0:5? Sau dimpotriv , este
semni�cativ num rul mare de apariµii ale stemei? Aplicaµi un test
statistic corespunz tor pentru a r spunde acestor întreb ri.

II. Rezolvaµi din nou exerciµiul I când stema apare de 5067 ori.

III. În 2009, într-un articol din USA Today se a�rma c  58% dintre
adulµii americani accelereaz  la lumina galben  a semaforului. Într-
un ora³ se desf ³oar  un sondaj cu 150 de adulµi ale³i aleator; se
a�  c  71 dintre ace³tia recunosc c  accelereaz  la lumina galben 
a semaforului. Se poate trage concluzia c  în acest ora³ exist  o
rat  mai mic  decât aceea de la nivel naµional? Folosiµi 0:05 nivel
de semni�caµie.
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Teste de semni�caµie Teste unilaterale ³i bilaterale

Teste unilaterale ³i bilaterale

� Exist  trei tipuri de ipoteze alternative relativ la probabilitatea bi-
nomial  p.

Ha : p < p0;Ha : p > p0 sau Ha : p 6= p0:

� Primele dou  se numesc ipoteze alternative unilaterale sau ("one-
tailed"), iar a treia este ipotez  alternativ  bilateral  sau "two-
tailed").

� Pentru �ecare din aceste cazuri valoarea critic  se calculeaz  în mod
diferit.
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Teste de semni�caµie Teste unilaterale ³i bilaterale

Testul unilateral la proporµiei

� Pentru H0 : p = p0 and Ha : p > p0 - unilateral sau asimetric la
dreapta - right tail.

valoarea P : P(Z > z );

valoarea critic  z � > 0; a. î. P(Z > z �) = � = 1� P(Z < �z �):
în R z � = qnorm(1� �):

� Pentru H0 : p = p0 and Ha : p < p0 - unilateral sau asimetric la
stânga - left tail.

valoarea P : P(Z < z );

valoarea critic  z � < 0; a. î. P(Z < z �) = � = 1� P(Z > �z �):
în R z � = qnorm(�):
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Teste de semni�caµie Teste unilaterale ³i bilaterale

Testul bilateral la proporµiei

� Pentru H0 : p = p0 and Ha : p 6= p0 - bilateral sau simetric -
two-tailed.

valoarea P : P(Z > jz j) + P(Z < �jz j);

valoarea critic  z � > 0; a. î. P(Z < �jz �j) = �=2 =

= 1� P(Z > jz �j):
în R z � = �qnorm(�=2) = qnorm(1� �=2):
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Teste de semni�caµie Teste unilaterale ³i bilaterale

Sfâr³it
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