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Statisticd inferentiald

Statisticd inferentiald

e Statistica inferentiald are scopul sd trage concluzii relativ la o popu-
latie folosind rezultate ale teoriei probabilit&tilor gi statistici obfinute
din egantionane.

e Fdrd utilizarea teoriei probabilitdtilor (legea numerelor mari, teo-
rema limit centrald §. a.) am putea considera drept sistematic un
comportament care este de fapt datorat hazardului sau, din contri,
un comportament sistematic ar putea trece neobservat.

o Exemple de inferente statistice: intervale de incredere pentru es-
timarea parametrilor sau teste de semnificatie.

e Tehnicile de inferentd au la bazd distributiile esantioanelor.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor

¢ Distribufia unei anumite populatii poate fi necunoscutd in intregime;
de aceea ne putem dori sd aflim cel pufin media, dispersia sau alti
parametri ai ei.

e Acegti parametri ai unei populatii pot fi estimati folosind statistici
calculate din egantion.

o Existd doud tipuri de estimare: estimare punctuald §i estimare cu
intervale .

Definition 1

BEstimarea punctuald a unui parametru constd in determinarea
unut numdr, de obicer valoarea unet statistici corespunzdtoare,
desemnat sa estimeze acel parametru.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Estimarea parametrilor

Definition 2

Estimarea cu un interval a unui parametru constd in determinarea
unut nterval ale cdrut limite sunt statistict calculate din esan-
tioane.

Nivelul de incredere (1 — o) este propori{ia acelor intervale (de
tncredere) care confin parametrul estimat.

Un interval de incredere este un interval care are un anumit
niwelul de incredere (prescris).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Estimarea punctuald

e HExemple de estimatori punctuali sunt media de selectie 7, dispersia
esantionului s2, sau deviatia standard a egantionului s.

e Pentru un parametru dat putem avea mai multi estimatori punc-
tuali: media populatie poate fi estimatd prin media de selectie,
mediand, mod.

e Se pot ridica anumite intrebdri legate de calitatea estimatorilor
punctuali.

e Cat de exact este un estimator (i.e., increderea) - este in mod
frecvent mai mare (supra-estimator) sau mai mic (sub-estimator)
in raport cu parametrul estimat?

e Din acest punct de vedere se preferd estimatorii nedeplasatz.

e Care este variabilitatea unui estimator punctual (vdzut ca o vari-
abild aleatoare) - aceasta este acuratetea.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Caracteristici ale estimdrii punctuale

e De exemplu dispersia mediei de selectie, care este 02/n: cu cat este
mai mare egantionul cu atat mai micd este variabilitatea mediei de
selectie.

Definition 3

Fie 8 un anumit parametru al unet populatir, z un esantion (de
dimensiune n) al acestei populatii si 6, = 0,(z) un estimator
punctual al luz 6.

6, este o statistici nedeplasati dacd E[@n] = 0. Altfel 6, este
numitd statisticd deplasatd.

Un estimator nedeplasat cu dispersie minimd, dacd ezistd, se
numegte statisticd eficientd.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Distributia mediei de selectie

Fie P o populatie formatd din N indivizi ale cdror valori ale atribu-
tului sunt a1, as,..., ay.

Variabila care reprezintd atributul populatiei este notatd cu X.

Pentru aceastd populatie, deci i pentru X, media gi dispersia sunt

N N

.1
Z a; = W, respectiv N Z(ai robgp)Rsisicphy

1
N 1=1 1=1

Pentru a estima p gi o%folosim egantioane de dimensiune n.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Distributia mediei de selectie

o Pentru un esantion dat, z(*) = (:z:l(k), xQ(k), ceey xék)), media de se-
lectie este
) _ LS~ ()
BababFa ]Zl z;

o Fiecare sc]( ) este o valoare a unei variabile aleatoare cu aceeagl dis-
tributie ca X.

Definition 4

Variabila aleatoare care are drept valor: toate mediile de selectie
posibile, 551’“), pentru esantioane de dimensiune n, se numeste
distributia mediei de selectie.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Distributia mediei de selectie

e Se poate demonstra urmitorul rezultat

Theorem 1.1
Media si dispersia mediei de selectie, Tp, sunt u §1 02/n:
2

E[Tn] = p, Var[Zn] = =

In plus, pentru valori mari ale lui n (> 30), distributia mediet
de selectie este normald, 1. e.

T, ~ N(u,0?/n).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Estimarea mediei gi a dispersiei

e Bineinteles, un estimator al mediei (necunoscute a) populatiei ()
este media de selectie, Z,,.

e Un estimator pentru adevirata dispersie a populatiei (o?) este dis-
persia esantionului s2 - o statistici nedeplasati.

e Pentru deviatia standard a mediei de selectie, o/+/n, un estimator
este s/4/n numitd eroarea standard a mediei (the standard error of
the mean - SEM).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Estimarea cu intervale

e Un estimator de tip interval al mediei populatiei poate fi obinut cu

inegalitatea lui Cebagev:

P([En ~ E[Z]| > b y/Var(za)) < 15 &

g
P(fn— > k —><—<:>
_ (o 1
g g 1
P(fn—k,'-— Tn k-—);l——.
z \/ﬁ<,u<ac + /n %2

o Astfel o estimare cu un interval a lui u este

(fn—k-i<p<fn+k-

Vi \7- )
n n
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere

Definition 5
Un wnterval de incredere pentru un parametru 8 cu nivel de in-
credere (1 — a) este definit cu ajutorul a doud statistict L g1 U
astfel ca

P(LKOKU) = (2)1 -«

e Lsi U sunt de fapt variabile aleatoare ale cdror valori sunt statistici:
pentru diferite esantioane au diferite valori.

e De obicei nivelul de incredere este o probabilitate mare, aproape de
1, cum ar fi 0.90, 0.95,sau 0.99 (care dau o € {0.10,0.05,0.01}).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscutd

e S& presupunem cd avem un esantion de dimensiune 7n §i dorim sd
construim un interval de incredere pentru media g cu un nivel de
incredere (1 — ).

e Stim cd media de selectie, Z,, urmeazd (cu aproximatie sau exact
dacd populatia este repartizatd normal) o distributie normald

2
N(,u,a>.
n

o Prin standardizare variabila Z = 2% ¥ este distribuits N (0, 1).
o/v/n
e Cidtdm o valoare z*, numitd valoare criticd, astfel ca o variabild
normal standard sd acopere sub grafic o arie de (1 —a) pe intervalul

centrat in medie gi de lungime 22* deviatii standard.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscutd

e Fie Z : N(0,1), valoarea criticd este aleas3 aga incét
P(—2*<Z<2z")=1-oq.
e Definitii echivalente ale lui z*:
P(Z < -z*)=a/2sau P(Z > 2*) = a/2.

e Notdm cu $(a) = P(Z < a), functia de repartitie normald stan-
dard.

o Astfel z* = —& 1(a/2) - valoare care poate fi gisit¥ in tabele sau
aproximatd in pachetele de prelucrdri statistice uzuale (cum ar fi R,
MiniTab, SPSS etc).

e Odatd ce am determinat valoarea criticd, gtim cd

7%
P(—z*g =1-oa.

In B z*)
N

g/v/n
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscutd

o Echivalent,

*

N

- o i
Pl\z,—z ﬁgy\xn+z*>:1—a.

o Am demonstrat astfel

Theorem 1.2

Un interval de incredere cu nivelul de incredere (1 — a) pentru
pentru media uner populatit cu dispersia cunoscutd este

_ « 0 _ v O
Tp—2"—,Tp+2"— ),
vn vn
unde z* este valoarea criticd asociatd cu a/2. Mar mult, acest

interval este exact pentru o populatie distribuitd normal 1 aproz-
imativ altfel, cdnd esantionul este suficient de mare (n > 30).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscutd

Nivel de incredere | o/2 z*
90% 0.05 | 1.645
95% 0.025 | 1.960
99% 0.005 | 2.576
x 7 ; &
e z*—— se numeste eroarea marginald.
vn
e Lungimea unui interval de incredere pentru medie este 2z*%.
n
e Dacd dorim o lungime anume pentru acest interval, w, atunci ne
; . , . 22%0)? . :
trebuie un egantion de dimensiune n = (wza). In practicd aceastd

valoare poate fi nerealistd (dacd n este prea mare).

e Pe misurd ce n cregte lungimea intervalului (sau eroarea marginald)
scade, ceea ce este teoretic util, dar poate fi nepractic.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscutd

e S3 ne amintim cd Ln este deviatia standard a mediei de selectie.

Un interval de incredere poate fi vizut astfel
estimatedMean + z*StdDevofMean

e Hzemplu. Un anumit medicament este analizat mé&surandu-i-se
substanta activd de trei ori, rezultatele sunt 0.8403, 0.8636, gi 0.8447
g/l. Se gtie c& aceastd concentratie urmeazd urmeaz3 o lege normald
cu deviatia standard o = 0.0068 g/l. S& se determine un interval
de incredere de 99% pentru adevdrata medie a concentratiei, u.
Solutie:

o
T3 = 0.8495,a = 0.01,a/2 = 0.005, 2* = 2.576, 2*— = 0.0101
3 ) ) / ) ) \/ﬁ
Intervalul de incredere este (0.8394,0.8596).
I Probabilitsti si Statistics - Curs 11 11 mai 2026 18 /56



SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
necunoscutd
e Si ne amintim ci atunci cand dispersia populatiei, o2, este cunos-
cutd, un interval de incredere de nivel (1 — a) pentru media popu-
latiei u, este

_ « 0 _ . O
Tp—2"—,Tp+2"— |,
Vn vn
e Dacid dispersia este necunoscutd, atunci putem folosi ca estimator
al deviatiei standard a mediei de slectie eroarea standard a mediei:

s/+/n.
e Obtinem o noud statisticd _
qu siSiics B
s/v/n
cunoscutd drept statistica t a lui Student.
e Aceasta deoarece noua statisticd urmeaza o distribufie Student cu
(n—1) grade de libertate, t(n — 1) - dacd populatia urmeazs o lege
normali.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
necunoscutd

e Fie T : t(n — 1), valoarea criticd, t*, pentru nivelul de incredere
(1 — ) se alege astfel incat

P(-t"<TKt")Y=1-0,P(T < -t"Y=a/2sau P(T > t*)=a/2.

Proposition 1

Un interval de incredere cu nivelul de incredere (1 — a) pentru
pentru media unetr populatir normale cu dispersia necunoscutd

este
_ s _ S

unde t* este valoarea criticd asociatd cu o /2.
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dispersia
necunoscutd - Exemplu
Ezemplu.

o Intr-un orag existi 10000 locuinte inchiriate. O companie locald
de imobiliare intreprinde un studiu asupra acestor locuinte: sunt
intervievati 250 chiriagi alegi la intdmplare. Chiria medie este gdsita
a fi 5689, iar deviatia standard a egantionului este 385$. (Se stie cd
chiria urmeazd o distributie normald.)

e Determinati a un interval de incredere de 95% pentru chiria medie
a tuturor celor 10000 de locuinte inchiriate

Solutie.
e Datele colectate
Toso = 568, s = 385, a = 0.05, /2 = 0.025,
s
NG
e Intervalul de incredere este (519.9465,616.0535).
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru medie - Exercitii

L

IL

Pentru un sondaj de opinie se alege un egantion aleator simplu
de 400 de persoane de cel pufin 25 de ani dintr-un anumit orag
din Appalachia. Numdrul total de ani de gcolarizare al membrilor
esantionului este 4635, iar deviatia standard a egantionului este 4.1
ani. Determinati a un interval de incredere de 95% pentru numéarul
mediu de ani de gcolarizare al tuturor persoanelor de cel putin 25
de ani din orag. (Presupunem c& perioada de gcolarizare urmeazd o
lege normald.)

Primdria unui orag vrea sd cunoascd venitul mediu al celor 25000 de
familii din orag. Pentru aceasta angajeazd un institut de sondare a
opiniei care interogheaza 1000 de familii alese aleator. Venitul total
al acestor familii este de 623967148, deviatia standard a esantionului
fiind 530008. Determinati un interval de incredere de 99% pentru
venitul mediu al unei familii din acest orag. (Presupunem c& venitul
unei familii urmeazg o lege normald.)
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SIEGESCER IO OCIEM Estimarea parametrilor

Intervale de incredere pentru medie - Exercitii

ITI. O universitate are 30000 studenti; in vederea unui sondaj, 900 din-
tre acegti studenti sunt alesi aleator. Varsta medie a egantionului
este de 22.3 ani cu o deviatie standard a egantionului de 4.5 ani.
Determinati intervale de incredere de 90% si 95% pentru varsta me-
die a studentilor acestei universitdti. (Presupunem c3 varsta unui
student urmeazi o lege normali.)
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

e Decizii trebuie luate in fiecare zi; unele dintre ele sunt mai sem-
nificative decat altele, dar mecanismul ludrii unei decizii urmeazd
acelagi sablon.

e Avem doud sau mai multe alternative gi trebuie sa alegem una dintre
ele pe baza evidentei/convingerilor/contextului/informatiilor etc.

e Un test statistic de semnificatie urmeazd un acelagi patern cu ex-
ceptia faptului cd decizia este luatd folosind informatia statistica.

e Aceasta inseamni cd in timpul acestui proces se vor calcula anumite
statistici gi pe baza acestora se vor lua deciziile.

e Primul pas este acela de a identifica o situatie care are un anumit
grad de incertitudine §i sd formuldm doud zpoteze legate de ea.
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

Definition 6

Testarea ipotezelor statistice este un proces prin care se ia o de-
cizie (se alege) intre doud ipoteze opuse.

Ipotezele statistice sunt formulate in asa fel incdt intotdeauna
una din ele este falsd tar cealaltd adevdratd.

Una dintre ipoteze este testatd sperdnd cd se poate ardta cd este
putin probabil ca ea sd fie adevdratd, ceea ce implicd faptul cd
cealaltd ipotezd este probabil adevdratd.

e Cele doud ipoteze sunt numite ipoteza nuld §i wpoteza alternativd.

e Un test statistic incearcd sa dovedeascd faptul cd ipoteza nuld este
falsa.
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

Definition 7

Ipoteza nuld, Hy, este ipoteza status-quo-ului in ceea ce priveste
populatia; formal este o afirmatiie legatd de populatie: spre ex-
emplu cd are o anumitd medie sau dispersie, sau o anumaitd
distributie etc.

Ipoteza alternativd, H,, este ipoteza de cercetare, $i sustine un
lucru diferit despre obiectul ipotezer nule.

e Ipoteza nuld este punctul de plecare al studiului i, in mod conser-
vator, sustine cd "nu existd nici o diferentd" sau cd "nimic nu se
intdmpld" (are tendinta de a se opune oricdrei schimbdri).

e Intr-un anumit fel ipoteza alternativd are rolul de a ataca ipoteza
nuld gi observa o diferentd acolo unde cea nuld nu gdseste nimic.
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

e O companie de produse lactate cumpdrd lapte de la mai multi dis-
tribuitori. Existd un dubiu asupra calitdtii laptelui astfel cumpdrat.

e Temperatura de inghet a laptelui urmeazd o lege normald cu media
o = —0.545° C' si deviatia standard o = 0.008° C'. Dacd se adaugd
apd in lapte temperatura de inghef creste.

e Se mdsoard temperatura de inghet a laptelui pentru cinci loturi
diferite primite de la unul dintre distribuitori gi se determind o

temperaturd medie de s = —0.5638°C. Este aceasta o dovadi ca
distribuitorul adaugd apd in lapte? Sau este doar o valoare datoratd
hazardului?
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

e Ipoteza de lucru, adicd ipoteza nuld, este aceea cd media populatiei
este u = po.

o Ipoteza de cercetare, adicd ipoteza alternativd, este cd media pop-
ulatiei este mai mare: p > po.

e Relativ la ipoteza alternativd o Intrebare care se poate formula este:
in conditii obignuite care sunt gansele ca u > po?

e Hie X variabila aleatoare asociatd temperaturii de inghetf a laptelui;
X : N(-0.545,(0.008)32).
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul I

e Arunci

P(X > —0538) = P (X — (-0.545) _ (-0.538) — (—0.545))

0.008/+/5 0.008/+/5

X — (—0.545)
—p(=— "7
0.008/+/5
e Aceastd probabilitate este P(Z > 1.95655948), unde Z : N (0, 1).
e Pentru variabila aleatoare normald standard avem P(Z > 1.95655948)

~ 0.0250. Astfel, cu probabilitate 0.025, putem spune cad diferenta
observatd in esantion se datoreazid unei variatii aleatoare agteptate.

> 1.95655948) .
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

e Dacd, presupunand cd ipoteza nuld este adevdratd, gdsim cd o anu-
mitd statisticd obtinutd dintr-un egantion diferd mult de rezultatul
agteptat, atunci spunem cd diferenta este semnificativd.

o In acest caz putem fi tentati s¥ respingem ipoteza nuld.

e Dacd statistica nu diferd semnificativ de rezultatul agteptat in conditi-
ile ipotezei nule, atunci spunem cd am esuat in respingerea ipotezer
nule.

e Testarea 1potezelor este o procedurd care ne permite s3 verificdm
dacd anumite statistici diferd semnificativ de valoarea agteptatd in
conditiile ipotezei nule.
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Teste de semnificatie Testarea ipotezelor statistice

Testarea ipotezelor statistice

e Dacd decizia este de a respinge Hp, atunci concluzia testului trebuie
sd fie: "Ewistd suficiente dovezt pentru niwelul de semnificatie o
pentru ca ..." (si aici urmeazd afirmatiile din ipoteza alternativi).

e Dacd decizia este de a nu respinge Hy, atunci concluzia testului tre-
buie sd fie: "Nu ezistd suficiente dovezi pentru nivelul de sem-
nificatie o pentru ca ..." (sl aici urmeazd afirmatiile din ipoteza
alternativd).
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Erori de tipul I gi de tipul II

e Evident cd decizia aceasta, luatd pe baza unor probabilitédti, poate
fi gregitd. Acesta este locul unde pot apérea erorile.

e Hxistd doud tipuri de erori: primul tip apare atunci cdnd respingem

o ipotezd care este adevdratd, iar al doilea tip apare atunci cand
acceptd o ipotezd care este falsd §i ar trebui respinsi.

validitatea ipotezei Hy
adevaratd falsd
se Eroare de tip I Corect
Decizia | respinge (fals pozitiv) (adevirat pozitiv)
asupra Hy nu se Corect Eroare de tip II
respinge | (adevdrat negativ) (fals negativ)
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Erori de tipul I gi de tipul II

Type I error Type II error
(false positive) (false negative)

You’re not
pregnant

Figure: Erori de tip I si II.
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II

e Se banuie cd un detergent foarte cunoscut este mai bun decat deter-
gentul vandut sub marca de casd a unui hipermarket §i se doreste
sd se testeze calitatea celor doud tipuri de detergent, deoarece un
cumpardtor va dori sd cumpere calitate la un pret convenabil. For-
mulati cele doud ipoteze.

e Bdnuiala, "Detergentul cunoscut este mai bun decat detergentul de
casd al hipermarketului," este motivul pentru care se intreprinde
testul i devine, deci, ipotezd alternativa.

Hp : "Nu existd nicio diferentd intre cele doud tipuri de detergent."

H, : "Detergentul cunoscut este mai bun decét celdlalt."

e Testul este conceput in speranta de a respinge ipoteza nuld, dar
pentru consumator speranta este de a nu respinge ipoteza nuld (din
ratiuni bugetare).
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II

Hj este adeviratid

Hj este falsd

se Eroare de tipul I Decizie corectd

respinge | Situatia real: Situatia reald:
Nu existd diferenta. Detergentul cunoscut e mai bun.
Concluzie: Detergentul Concluzie: Detergentul
cunoscut e mai bun. cunoscut e mai bun.
Actiune: Clientul plateste | Actiune: Clientul plateste
mult cu aceleasi rezultate. | mult cu rezultate bune.

nu se Decizie corectd Eroare de tipul II

respinge | Situatia reald: Situatia reala:

Nu exist3 diferents.
Concluzie: Nu existd
diferents.

Actiune: Clientul plategte

putin cu rezultate similare.

Detergentul cunoscut e mai bun.
Concluzie: Nu exista

diferents.

Actiune: Clientul plateste

putin cu rezultate slabe.
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Testarea ipotezelor statistice - Exemplul II

e Am descris cele patru tipuri de rezultate posibile gi actiunile core-
spunzdtoare pentru un test statistic.

e Situatia de fapt (reald) nu este cunoscutd inainte de a lua decizia,
de a trage concluziile gi de a intreprinde actiunea. Adevarul despre
ipoteza nuld, Hp, poate rdmane necunoscut pentru totdeauna.

e Rezultatul unei erori de tipul II este adesea ceea ce se numegte o

"oportunitate pierdutd"; se pierde gsansa de a utiliza un produs care
are o mai bund calitate (in cazul expus).
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Dimensiunea efectului, nivelul de semnificatie gi puterea testului

e Regula dupd care se ia decizia trebuie sa minimizeze erorile descrise.

o Exisd patru factori care influenteazd o decizie luata pe baza unui test
statistic (ignordnd metoda de esantionare): dimensiunea efectulus,
dimensiunea esantionuluz, nivelul de semnaificatie gi puterea tes-
tuluz.

Definition 8

Dimensiunea efectului este magnitudinea diferenter descoperite in
esantionul aleator (dacd existd).

Nivelul de semnificatie, a, este probabilitatea (conditionatd) maz-
imd pe care ne-o asumdm drept risc de face o eroare de tipul I.

Puterea testului, este 1 minus probabilitatea de a face o eroare
de tipul II.
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Teste de semnificatie Erori, nivel de semnificatie gi putere a testului

Dimensiunea efectului, nivelul de semnificatie gi puterea testului

¢ Nivelul de semnificatie este specificat de obicei inaintea egantionarii,
astfel rezultatele testului nu vor influenta egantionarea.

e De obicei nivelul de semnificatie este 0.05 sau 0.01; de exemplu 0.05
(sau 5% nivel de semnificatie) este utilizat pentru o regula de luare
a deciziei care dd cel mult 5 ganse din 100 de a respinge ipoteza nuld
cand ea este adevdratd.

o Puterea testului este probabilitatea ca testul sa detecteze o diferentd
atunci cand existd cu adevdrat o asemenea diferentd de detectat.

e Dacd puterea testului este mare, atunci probabilitatea de a face o
eroare de tipul II (probabilitatea ca testul s& nu detecteze o diferentd
atunci cand existd vreuna) este scdzuti.
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Teste de semnificatie Nivelul de semnificatie §i valoarea P

Nivelul de semnificatie gi valoarea P

o Existd doud moduri de a desfdgura un test de semnificatie: folosind
scorul gi valoarea criticd sau folosind valoarea P.

Definition 9

Valoarea P este probabilitatea de a obfine un rezultat cel pufin
la fel de neobisnuit (extrem) ca rezultatul obtinut din esantion.
Cdnd wvaloarea P este "micd" putem respinge Hy.

e Revenim la primul exemplu. Am calculat P(X > —0.538) ~ 0.0250;
aceasta este valoarea P a testului.

e Dacd 2.5% este consideratd o probabilitate micd, atunci putem resp-
inge ipoteza nula.
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Teste de semnificatie Nivelul de semnificatie §i valoarea P

Nivelul de semnificatie gi valoarea P

e Dacd insd 2.5% nu este de ajuns de micd, atunci nu respingem Hjp.
e De exemplu 2.5% < 5%, astfel, cu 5% nivel de semnificatie Hy este
respinsd si este acceptatd H,.

e Cu 1% nivel de semnificatie incercarea de a respinge ipoteza nul3
esueazd, datele noastre nu sunt suficient de semnificative pentru a
accepta ipoteza alternativi, H,.
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Teste de semnificatie Nivelul de semnificatie §i valoarea P

Nivelul de semnificatie gi valoarea P

Definition 10

Scorul testului este statistica ce corespunde valorit P; valoarea
criticd, pe de altd parte, coresponde nwvelulu:r de semnificatie.
Concluzia testulur depinde de rezultatul compardriz celor doud
valors.

e Calculdm statistica
Ty — —0.538) — (—0.545
SuisEn — B ok busk ) _ 1 95655948,
a/\vn 0.008/+/5

e 2z este scorul testului.

e Valoarea criticd, z*, pentru 1% nivel de semnificatie indeplinegte
conditia

P(Z>2z)=1-—a=099 = z*=2.32, unde Z : N(0,1).
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Teste de semnificatie Nivelul de semnificatie §i valoarea P

Nivelul de semnificatie gi valoarea P

e Cu 1% nivel de semnificatie z < z*, deci Hy nu poate fi respinsd

e Pentru 5% nivel de semnificatie, valoarea criticd, z*, se calculeazi
astfel ca

P(Z>2")=1—a=0.95= 2" = 1.64,

e Cu 5% nivel de semnificatie z > z*, deci Hy poate fi respinsg;
acceptdm H,.

o Acest exemplu aratd cd pentru diferite nivele de semnificatie con-
cluziile testului pot fi diferite.

I Probabilitsti si Statistics - Curs 11 11 mai 2026 42 /56



Teste de semnificatie Teste parametrice §i neparametrice

Teste parametrice gi neparametrice

e In exemplul anterior am presupus cd populatia urmeaza o distributie
normald.

e Cateodatd este dificil de aflat dacd populatia urmeaza o distributie
anume (normald cel mai adesea).

e Relativ la distribufia populatiei avem doud tipuri de teste de sem-
nificatie: parametrice gi neparametrice.

Definition 11
Un test parametric presupune cd populafia urmeazd o anumaitd
distributie st infereazd asupra parametrilor aceler distributiz.
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Teste de semnificatie Teste parametrice §i neparametrice

Teste parametrice gi neparametrice

e Testele neparametrice infereazd mai degrabd asupra distributiei decat
asupra parametrilor populatiei.

e De obicei testele parametrice presupun ci populatia urmeazd o dis-
tributie normald. (Unii autori considerd cd orice altfel de test este
neparametric).

Definition 12

Un test neparametric numat g1 distribution-free sau parameter-free
se bazeazd pe puline fapte - de obicer distribuiia $1 parametrii
sdi (medie, dispersie) nu sunt cunoscuti.
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei

e Una dintre cele mai utilizate inferente este cea asupra parametrulus
binomaal p, probabilitatea succesului.

e In multe situatii ne intereseazd doar ceea ce se 'realizeazd" sau
"nu se realizeazi"; existd doar doud rezultate posibile - aceasta este
condifia de bazd a unui experiment binomial.

e Proportia indivizilor dintr-o populatie care au o anumitd trasdturd
poate fi consideratd probabilitatea succesului.

o Exemple: proportia indivizilor care fumeazd, a cetdenilor care voteazs
cu un anumit politician, a goferilor care accelereazd la lumina gal-
bend a semaforului, a tinerilor care Igi intemeiaza o familie etc.
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei

e Dacd X : B(n,p) (numirul de succese), atunci parametrii popu-
latiei sunt
p=mnp,o° = np(l - p).
e Dacd dimensiunea egantionului este n gi z este numdrul de succese

din egantion, atunci frecventa sau probabilitatea binomiald a egan-
tionului este

e Pentru n > 20 gi mp > 5, p’ poate fi aproximati cu o distributie
normald.
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei

Parametrii lui p’ sunt

E[X D?[X] p(l-p
E[p/] — [ ] =p, D2[pl] — [2 ] — ( )
n n n
e Deci (1 )
'O N ( p(l—p ) '
p b, n
o Agtfel urmatoarea statisticd urmeazd o distributie normald standard

R
Vp(l-p)/n

Aceasta va fi statistica sau scorul testului (unde p’ = z/n).
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei - Exemplu

e Conform unui sondaj Harris din din august 2008, 68% dintre amer-
icanii adulti au un abonament la o bibliotecd. S& presupunem
cd se alege un esantion aleator de 1000 de adulti pentru a testa
Hy : p = 0.68 versus H, : p < 0.68, unde p reprezintd proportia
adultilor care au intr-adevdr abonament.

e 651 din cei 1000 de indivizi au un abonament la o bibliotecd. Folosifi
a = 0.01.

a. Calculati valoarea statisticii (scorul) testului.
b. Aplicati testul folosind valoarea P.
c. Aplicati testul folosind abordarea clasicd (cu valoarea criticd).
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei - Exemplu

_p-p _ 0651-068
vVp(1 —p)/n  /0.68 % 0.32/1000

e Cu valoarea P:

z —1.965

P = P(Z < z|Hy) = P(Z < —1.965) = 0.0246

e Cu a = 1% nu putem respinge Hp, datele nu sunt semnificative
pentru aceasta.

e Cu valoarea critica:
z¥ = -2.326,(P(Z < 2*) =0.01).

e Deoarece z £ z* nu putem respinge Hy, datele nu sunt suficient de
semnificative pentru a accepta ipoteza alternativa.
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei - Exemplu

e Reludm acum exercitiul cu o = 5%.

e Cu P-value: P = 0.0246 < 0.05, deci putem respinge ipoteza nuld si
sd acceptdm H,, adicd faptul cd proportia adulfilor care au abona-
ment la bibliotecd este mai mic decat 0.68.

e Cu valoarea criticd: z* = —1.644 > z cea ce inseamnd cd Hy poate
fi respinsa.
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Teste de semnificatie Testul proportiei

Testul proportiei - Exercitii

I. O moned3d este aruncatd de 10000 de ori gi de 5167 ori apare stema.
Probabilitatea de a apdrea stema este 0.57 Sau dimpotrivd, este
semnificativ numdrul mare de aparitii ale stemei? Aplicati un test
statistic corespunzator pentru a raspunde acestor intrebari.

II. Rezolvati din nou exercitiul I cdnd stema apare de 5067 ori.

I11. in 2009, intr-un articol din USA Today se afirma ci 58% dintre
adultii americani accelereazi la lumina galben¥ a semaforului. Intr-
un orag se desfdgoard un sondaj cu 150 de adulfi alesi aleator; se
afld cd 71 dintre acestia recunosc cd accelereazi la lumina galbend
a semaforului. Se poate trage concluzia cd In acest orag existd o
ratd mai micd decat aceea de la nivel national? Folositi 0.05 nivel
de semnificatie.
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Teste de semnificatie Teste unilaterale gi bilaterale

Teste unilaterale gi bilaterale

o Existd trei tipuri de ipoteze alternative relativ la probabilitatea bi-
nomiald p.

H,:p<po,Hy:p>pgsau H, : p # po.

e Primele doud se numesc ipoteze alternative unilaterale sau ("one-
tailed"), iar a treia este ipotezd alternativi bilaterald sau "two-
tailed").

e Pentru fiecare din aceste cazuri valoarea criticd se calculeazd in mod
diferit.
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Teste de semnificatie Teste unilaterale gi bilaterale

Testul unilateral la proportiei

e Pentru Hy: p = pg and H, : p > po - unilateral sau asimetric la
dreapta - right tasl.

valoarea P : P(Z > z),
valoarea criticd 2* >0, a. 1. P(Z > 2z*) =a=1—-P(Z < —2z%).
in R 2* = gnorm(1 — o).

e Pentru Hy: p = pg and H, : p < po - unilateral sau asimetric la
stdnga - left tasl.

valoarea P : P(Z < z),

valoarea criticd 2* <0, a. 1. P(Z < z*)=a=1-P(Z > -2%).
in R z* = gnorm(a).
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Teste de semnificatie Teste unilaterale gi bilaterale

Testul bilateral la proportiei

e Pentru Hy : p = po and H, : p # po - bilateral sau simetric -
two-tazled.

valoarea P : P(Z > |z|)+ P(Z < —|z|),

valoarea criticd z* >0, a. 1. P(Z < —|2*]) = a/2 =
=1- P(Z > |z*]).

in R 2* = —gnorm(a/2) = gnorm(1 — a/2).

I Probabilitsti si Statistics - Curs 11 11 mai 2026 54 / 56



Teste de semnificatie Teste unilaterale gi bilaterale

Sfargit
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