Laborator 6 - Statistica inferentiala

I. Inferenta asupra mediei - Testul Z pentru media unei populatii cu dispersia
cunoscuta

Se considera o populatie statistica cireia i se cunoaste dispersia 2. Pentru un esantion
aleator simplu cu media de selectie T,,, daca populatia urmeaza o lege normala sau dimensiunea

’ este distribuit normal standard: N(0,1).

n— H
o/vn

esantionului este suficient de mare, scorul z =

Testul Z decurge astfel:

1. se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca media populatiei ia o valoare particulara:
Ho: p=po

2. se formuleaza o ipoteza alternativa care poate fi de trei feluri:

H,: p<po| (ipoteza asimetrica la stanga) sau

Hg,: p>po| (ipoteza asimetrica la dreapta) sau

H,: u# po| (ipoteza simetrica)

3. se fixeaza nivelul de semnificatie: « (care uzual poate fi 1% sau 5%);

4. se calculeaza scorul testului:

Tn — Ho

~ o/Vn

z

5. se determina valoarea critica z™*:

’z* = gnorm(a,0,1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la stanga (z* < 0),

‘ z* = gnorm(1 — «,0,1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta (z* > 0),

‘z* = —gnorm(«a/2,0,1) = gnorm(1 — «/2,0,1) ‘ pentru ipoteza H, simetrica (z* > 0).

6. ipoteza nula Hj, este respinsa daca

*

z <z pentru ipoteza H, asimetrica la stanga sau

*

z2>z pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta sau

|z| > |z*|| pentru ipoteza H, simetrica,

daca nu suntem intr-una din aceste situatii, atunci se spune ca nu exista suficiente
dovezi pentru a respinge ipoteza nula H; si a accepta ipoteza alternativa H,.

Exercitiu rezolvat. Un producator de becuri doresgte sa testeze cu 5% nivel de semnificatie
afirmatia cd media de viata a acestora este de cel putin 810 de ore (se stie ca deviatia standard
a populatiei este o = 50 de ore). Se alege un esantion de 200 de becuri a caror medie de viata
este gasita 816 ore. Poate fi acceptata ipoteza producatorului?



> alfa = 0.05

> population_mean = 810

> sample_mean = 816

> n = 200

> sigma = 50

> critical z = qnorm(1- alfa)

> z_score = (sample_mean - population_mean)/(sigma/sqrt(n))
> critical z

> z_score

Scorul va fi z = 1.69705 > z* = 1.64485 si ipoteza nuld poate fi respinsa, se accepta ipoteza ca
media populatiei este mai mare decat 810.

Exercitii propuse

I1

1.2

1.3
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Scrieti o functie (numita z_test) care sa calculeze si sa returneze valoarea critica si scorul
testului (parametrii functiei vor fi: tipul ipotezei alternative, n, pg, Tn, «, o etc). Functia
aceasta va fi utilizata apoi la rezolvarea exercitiilor de mai jos.

Din experienta se stie ca rezultatele studentilor la un test de matematica urmeaza o lege
normala cu media 75 si dispersia 17. Catedra de matematica doreste sa afle daca studentii
din anul curent au un comportament atipic. Media rezultatelor unui grup de 36 studenti
este 85 de puncte. Cu 1% nivel de semnificatie se poate trage concluzia ca studentii din
anul curent sunt atipici?

Pe cutiile de un anumit tip de detergent este indicata o greutate de 21loz. O agentie de
protectie a consumatorilor doreste sa testeze aceasta greutate cu 1% nivel de semnificatie.
Pentru 100 de cutii gaseste o greutate medie de 20.50z. Daca se stie ca deviatia standard
a greutatii este 2.50z, agentia poate pretinde marirea cantitatii de detergent dintr-o cutie?

O firma producatoare de tuburi fluorescente doreste sa stie daca poate pretinde ca media
de viata a acestora este 1000 de ore. Pentru aceasta fabrica 100 de tuburi i masoara
pentru ele o medie de viata de 970 de ore. Firma respectiva cunoaste ca deviatia standard
a vietii tuburilor este 85 de ore. Cu 5% nivel de semnificatie se poate trage concluzia ca
media de viata este mai mica de 1000 de ore? Dar cu 1%?

Se cere ca media de viata a unui tip de baterii sa fie 220 de ore. Se stie (din procesul
de fabricatie) ca durata de viata bateriilor urmeaza o lege normala cu deviatia standard
9 ore. Un egantion de 36 baterii are o medie de viata masurata de 218 de ore. Se poate
trage concluzia ca media de viata a bateriilor este diferita de 220 de ore?

I1. Inferenta asupra mediei - Testul t pentru media unei populatii cu dispersia
necunoscuta

Se considera o populatie statistica distribuitd normal careia nu i se cunoaste dispersia. Pentru

un esantion aleator simplu cu media de selectie T, si deviatia standard s, scorul t =

Ty — I

s/v/n

este

distribuit Student cu n — 1 grade de libertate: t(n — 1).
Testul ¢ decurge astfel:

1.

se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca media populatiei ia o valoare particulara:



2. se formuleaza o ipoteza alternativa care poate fi de trei feluri:

H,: pu<po| (ipoteza asimetrica la stanga) sau

Hg,: p>po| (ipoteza asimetrica la dreapta) sau
H,: p# po| (ipoteza simetrica)

3. se fixeaza nivelul de semnificatie: « (care uzual poate fi 1% sau 5%);

4. se calculeaza scorul testului:

Tp — Mo

s/

t

5. se determina valoarea critica t*:

t* = qt(a,n—1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la stanga (t* < 0),

t* =qt(1 —a,n—1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta (t* > 0),

t* = —qt(a/2,n —1) = qt(l — a/2,n — 1) ‘ pentru ipoteza H, simetrica (¢* > 0).

6. ipoteza nula Hj este respinsa daca

pentru ipoteza H, asimetrica la stanga sau

pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta sau
|t| > |t*|| pentru ipoteza H, simetrica,

altfel se spune ca nu exista suficiente dovezi pentru a respinge ipoteza nula Hj si
a accepta ipoteza alternativa H,.

Exercitiu rezolvat. Pentru un experiment asupra metabolismului 5 insecte sunt hranite
cu zahar. Valorile nivelului de glucoza (care urmeaza o lege normala) obtinute din masuratori
sunt:

55.95 68.24 52.73 21.5 23.78

Sa se testeze cu 5% nivel de semnificatie ipoteza ca media nivelului de glucoza este mai mare de
40.

> alfa = 0.05

> x = ¢(55.95, 68.24, 52.73, 21.5, 23.78)
> population_mean = 40

> sample_mean = mean(x)

>n=25
> s = sd(x)
> se = s/sqrt(n)

> critical t = qt(1 - alfa, n - 1)

> t_score = (sample_mean - population_mean)/se
> critical_t

> t_score

Rezultatul va fi t* = 2.13184 > ¢t = 0.47867, ipoteza nula nu poate fi respinsa.

Exercitii propuse



I1.1 Scrieti o functie (de tipul t_test) care sa calculeze si sa returneze valoarea critica si scorul
testului t (functia va primi ca argumente tipul ipotezei alternative, media de selectie,
deviatia standard a esantionului etc). Functia aceasta va fi utilizatd pentru rezolvarea
exercitiilor de mai jos.

I1.2 Se masoara pentru un esantion provenit dintr-o populatie normala urmatoarele valori
36 32 28 33 41 28 31 26 29 34

Cu 1% nivel de semnificatie sa se testeze ipoteza ca media are o valoare diferita de 34.

I1.3 Pe pachetele unui tip de tigari este trecuta o concentratie de nicotina (care urmeaza o lege
normala) de 11.4 mg. Datorita unor reclamatii, o agentie neguvernamentala se hotaraste
sa testeze aceasta concentratie. Pentru 100 de pachete de tigari este gasita o medie a
concentratiei de 11.9 mg cu o deviatie standard s = 0.25mg. Sa se testeze cu 1% si 5%
nivel de semnificatie daca reclamatiile primite sunt indreptatite.

I1.4 Media rezultatelor unui test la istorie este de 80 de puncte. Catedra de istorie doreste
sa afle daca studentii actuali au un comportament tipic la acest test. Pentru un esantion
aleator simplu rezultatele se gasesc in figierul history.txt . Sa se formuleze si sa se testeze
ipoteza alternativa corespunzatoare (cu 1% si 5% nivel de semnificatie).

1.5 Se considers un esantion de dimensiune 64 cu media 52 si dispersia s> = 89.5, care provine
dintr-o populatie distribuita normal. Sa se testeze ipoteza ca media populatiei este 49
versus ipoteza ca media este diferita de 49.

ITI. Testul x? de concordanti (goodness-of-fit)

Ca test de concordanti (goodness-of-fit) testul x? isi propune si determine cit de bine o
distributie teoreticd se potriveste cu una empirica (obtinuta din esantion). Presupunem ca

indivizii dintr-un anumit egantion pot fi grupati in k£ categorii C1,Cs,...,Cy cu frecventele
(absolute) observate 01, 09, ..., 0. Pe de alta parte se agteapta ca frecventele (absolute) teoretice
k
sa fie e1,es,...,e. Fiem = Zoi.
i=1

Testul decurge astfel:

1. se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca frecventele observate si cele teoretice sunt
identice:

’HQ: (01,02,...,0k):(61762,...,614)‘

2. se formuleaza o ipoteza alternativa care spune ca frecventele observate si cele teoretice
sunt diferite:

‘Hai (01,02,...,0k)#(61,62,...,6}&‘

3. se alege nivelul de semnificatie: o € {1%,5%};

4. se calculeaza scorul x? (statistica testului):

v=y (01 — €)?

e
i=1 v

5. se determind valoarea critica:

X% = qchisq(1 — a,k — 1) | H, este asimetrica la dreapta




6. ipoteza nula Hj este respinsa si se accepta H, daca
XZ > XQ*

altfel se spune ca nu exista suficiente dovezi pentru a respinge ipoteza nula Hj si
a accepta ipoteza alternativa H,.

Exercitiu rezolvat. Tabelul de mai jos contine frecventele observate la aruncarea unui zar
de 120 de ori. Testati ipoteza ca zarul nu este corect construit cu 5% nivel de semnificatie.

fata | 1 |2 [3[4]5 |6
nr. aparitii | 25 | 17 | 15 [ 23 | 24 | 16

Scorul este x? = 5 iar valoarea critici x** = qchisq(0.95,5) = 11.07; deoarece x> % x** nu
putem respinge ipoteza nula.

Exerctii propuse.

III.1 Scrieti o functie (numita chisq-goodness_of_fit_test) care calculeaza si returneaza val-
oarea critica si scorul pentru un test x? (parametrii functiei vor fi: o, e si a). Functia
aceasta va fi utilizata pentru rezolvarea exercitiilor care urmeaza.

II1.2 Gregor Mendel' a studiat 556 de boabe de mazire alese la intAmplare si a gasit ci: 315
erau rotunde si galbene, 108 erau rotunde si verzi, 101 earu incretite si galbene iar 32
erau incretite gi verzi. Conform cu teoria lui numerele acestea trebuiau sa fie in proportia
9:3:3:1. Cu 1% nivel de semnificatie se poate trage concluzia ca aceasta teorie nu este
adevarata?

I11.3 In 360 de arunciri a doud zaruri de 37 de ori suma a fost egala cu cinci, de 74 de ori suma
a fost egala cu sapte si de 24 de ori suma a fost egala cu unsprezece. Folosind un nivel de
semnificatie de 5%, testati ipoteza ca zarurile nu sunt corect construite.

II1.4 Doua monede sunt aruncate de 240 de ori iar rezultatele se gasesc mai jos. Cu 1% nivel
de semnificatie testati ipoteza ca zarurile nu sunt corect construite.

results ‘{H,H} ‘ {H, T} ‘ {T, T}
frequencies ‘ 55 ‘ 115 ‘ 70

IV. Testul x> pentru testarea independentei statistice

Pentru testarea independentei statistice testul x? infereaza asupra independentei a doui
variabile categorice. Valorile observate ale acestor doua variabile sunt date intr-un asa numit
tabel de contingenta.

Y
011 012 N O1r 01,
(0] O ... O 0
X 21 22 2r 2,
Opl Op2 e Opr Op,
01 0.2 e O r m

!Matematician si biolog austric, initiatorul geneticii.



unde o0;; este numarul de observatii apartinand simultan categoriei 7 a lui X si j alui Y, e;; =
T p p r
M 1] 1 t tat t t1 1 0: — .. d J— .. — ..
- sunt frecventele astepatate (teoretice) si 0;, = ZOW and o ; = ZOU’ m = ZZOU.
j=1 i=1 i=1 j=1
Testul decurge astfel:

1. se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca cele doua variabile sunt independente:

‘Ho : variabilele sunt independente‘

2. se formuleaza o ipoteza alternativa care spune ca cele doua variabile sunt dependente:

‘Ha : variabilele sunt dependente‘

3. se alege nivelul de semnificatie: o € {1%,5%};

4. se calculeaza scorul x? (statistica testului):

P T

(0ij — ei5)?
Sy

i=1 j=1

5. se determind valoarea critica:

X% = qchisq(1 — a, (p — 1)(r — 1)) | H, este asimetrica la dreapta

6. ipoteza nula H, este respinsa si se accepta H, daca
X2 > X2*

altfel se spune ca nu exista suficiente dovezi pentru a respinge ipoteza nula Hj si
a accepta ipoteza alternativa H,.

Exercitiu rezolvat. Dorim sa stim daca exista o relatie intre sex si muzica preferata.
Tabelul de mai jos contine rezultatele unui studiu asupra a 110 barbati si 115 femei. Testati
aceasta ipoteza cu 5% nivel de semnificatie.

dance | rap | jazz | rock | country | classic
barbati | 20 25 | 15 10 25 15 110
femei 25 15 | 20 10 20 25 115
45 40 | 35 20 45 40 225

Scorul calculat este x> = 6.717 iar valoarea critica x** = qchisq(0.95,5) = 11.07; deoarece
X% # x** nu putem respinge ipoteza nula.



Exercises to work.

IV.1 Scrieti o functie (numita chisq-independence_test) care calculeaza si returneaza val-
oarea critics si scorul pentru un test x? pentru independentd (parametrii functiei vor
fi: contingency_table si «). Functia aceasta va fi utilizata pentru rezolvarea exercitiilor
urmatoare.

IV.2 Se presupune ca exista o legatura (dependenta) intre venit si nivelul de educatie. Tabelul
de mai jos contine rezultatele unui sondaj. Testati ipoteza de mai sus cu 1% nivel de

semnificatie.
middle school | high school | college | master | Ph. D.
low income 40 25 25 10 25 125
middle income 35 35 30 30 35 165
upper income 20 30 35 40 45 170
95 90 90 80 105 460

IV.3 Se crede ca marcile de telefon utilizate depind de aria geografica a posesorului. Tabelul de
mai jos contine rezultatele unui egsantion aleator de 746 proprietari de telefoane. Testati
ipoteza de mai sus cu 5% nivel de semnificatie.

North A. | Europe | Asia | South A.
Apple 106 74 36 28 244
Samsung 64 70 36 60 230
Google 26 12 6 4 48
Xiaomi 4 26 28 22 80
Oppo 2 6 70 10 88
Motorola 6 4 10 36 56
208 192 186 160 746

IV.4 Sunt nivelul de educatie si sexul dependente? Un sondaj asupra unui esantion aleator
de 400 indivizi da rezultatele de mai jos. Testati ipoteza de mai sus cu 1% nivel de
semnificatie.

liceu | licenta | master | doctorat
barbati | 65 52 45 42 204
femei 41 45 52 58 196
106 97 97 100 400

V. Inferenta asupra dispersiilor a doua populatii - Testul F

Se considera doua populatii normale ; din cele doua populatii se extrag doua esantioane
aleatoare simple (si independente intre ele) carora li se calculeaza dispersiile s? si s3. Scorul
2
51

F = — este distribuit F'(n; —1,n2 — 1).
s

2
Testul F' decurge astfel:



1. se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca dispersiile celor doua populatii sunt egale:

2. se formuleaza ipoteza alternativa; putem avea doua tipuri de ipoteza alternativa:

o
H, : S (asimetrica la dreapta) pentru un un test one-tailed
02

o . C o .
Hy,: 2L #1 (simetrica) pentru un un test two-tailed.
02

3. se fixeazd nivelul de semnificatie: a (care uzual poate fi 1% sau 5%);

4. se calculeaza scorul testului:

5. se determina valoarea critica (sau, dupa caz, valoarile critice)

‘F* =qf(l—a,n; —1,n2 —1) ‘ pentru H, asimetrica la dreapta ,

Fy ZQf(a/27n1 —1,77,2—1),Fj ZQf(]-_a/27n1_]-7n2_1)

S

pentru H, simetrica.
6. ipoteza nula Hj este respinsa si se accepta H, daca
F > F* pentru H, asimetrica la stanga,

F < F; sau F > F; pentru H, simetrica.

altfel nu exista suficiente dovezi pentru a respinge ipoteza nula.

Exercitiu rezolvat. Rezultatele unui test psihologic efectuat pe doua egantioane, unul de
femei si unul de barbati sunt urmatoarele:

barbati: nqy = 120,s; = 5.05

femei: ng = 135,590 = 5.44

Se poate trage concluzia ca dispersiile celor doua populatii difera semnificativ (1%)?

alfa = 0.01

nl= 120

n2 = 135

sl = 5.05

s2 = 5.44

critical F_s= ¢f(alfa/2, n1 - 1, n2 - 1)
critical F_.d= qf(1 - alfa/2, n1 - 1, n2 - 1)
critical_F s

critical_ F_d

F _score

VVVVVVYVYVVYV




Scorul este ' = 0.86175, valorile critice sunt F; = 0.62843 si F; = 1.58257; deoarece F' €
[F7, F;] ipoteza nula nu poate fi respinsa. In acest caz putem considera ca nu exista dovezi
semnificative pentru a afirma ca dispersiile sunt diferite.

Exercitii propuse

V.1

V.2

V.3

Scrieti o functie (numita F_test) care sa calculeze i sa returneze valoarile critice si scorul
testului F' (parametrii functiei vor fi: tipul ipotezei alternative, «, ni, na, si, s2 etc.).
Functia aceasta va fi utilizata apoi la rezolvarea exercitiilor care urmeaza.

Cercetatorii studiaza amplitudinea migcarii obtinuta prin stimularea nervoasa a goarecilor.
Pentru goarecii drogati se obtin urmatoarele date:

12.512 12.869 19.098 15.350 13.297 15.589
Pentru soarecii normali se obtin urmatoarele date:
11.074 9.686 12.164 8.351 12.182 11.489

Influenta drogurilor este semnificativa in ceea ce priveste cele doua dispersii (5% nivel de
semnificatie)?

Un profesor crede ca un anumit program de lecturda imbunatateste abilitatile si dorinta
copiilor de a citi. Pentru aceasta el alege doua grupuri de elevi: unul de 22 de elevi care
urmeaza programul prescris (A) si unul de 22 de elevi care nu urmeaza acest program (B).
Rezultatele sunt date in figierul program.tzt. Sa se decida cu 1% si 5% nivel de semnificatie
daca dispersiile celor doua populatii sunt diferite.



