Laborator 5 - Statistica inferentiala

O populatie statistica este o multime de indivizi' al caror atribut (greutate, inaltime etc)
este supus unor variatii aleatoare. Inferenta asupra parametrilor populatiei se realizeaza astfel:

- se alege un esantion aleator simplu (alegerea indivizilor se face In mod independent si
fiecare individ are aceeasi probabilitate de a fi ales);

- se calculeaza una sau mai multe statistici utilizand esantionul;

- utilizand statistica matematica si teoria probabilitatilor, cu ajutorul statisticilor calculate,
se formuleaza o afirmatie (se infereaza) asupra unui parametru al populatiei.
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O variabila aleatoare normala cu parametrii pu si 0° are urmatoarea functie de densitate
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()= - mexp[—

Daca X : N(u,0?), atunci

M(X) = p]si[ D2(X) = o?

Distributia N(0,1) se numeste normald standard. Valorile unei variabile distribuite normal
au urmatoarea impragtiere:

%68 se gasesc la cel mult o deviatie standard fata de medie;
%95 se gasesc la cel mult doua deviatii standard fata de medie;

%99.7 se gasesc la cel mult trei deviatii standard fata de medie;

1 I. Estimarea mediei unei populatii: Media de selectie

RStudio. Nu uitati sa va setati directorul de lucru: Session — Set Working Directory —
Choose Directory.

Considersim o populatie cu media y si dispersia o2, careia i se masoara atributul? X. Din
aceastd populatie se extrage un esantion aleator simplu de dimensiune n: X1, Xo,..., X,,. Aceste
valori pot fi privite gi ca variabile aleatoare independente si identic repartizate cu variabila X.

Media de selectie se defineste astfel:

_ X+ X+ X,
=
n

si este o statistica, dar in acelagi timp, pentru un esantion generic, poate fi vazuta ca o variabila
aleatoare. Proprietati ale mediei de selectie:

- T, este un estimator (nedeplasat) al mediei populatiei, u, din care provine esantionul.

- privita ca variabila aleatoare:

2 o
M(fw) = W, D (fn) = ;

In sens larg.
2X este o variabild aleatoare cu media u si dispersia o2.



- daci populatia din care provine esationul este distribuitd normal N (u,o?), atunci media

2
. o . . o o
de selectie urmeaza o distributie normala N (u, >;
n

- daca dimensiunea esantionului este suficient de mare (n > 30), atunci media de selectie

y TR y o?
urmeaza cu aproximatie o distributie normala N | u, — .
n

O functie pentru determinarea mediei de selectie a unui esantion dat intr-un fisier.

selection_mean < — function(filename) {
x = scan(filename);
m = mean(x)

}

selection_mean(”sample.txt”)

RStudio. Fisierul cu numele filename trebuie sa fie in directorul de lucru.

Exercitiu propus

1.1 Scrieti intr-un script functia descrisa mai sus gi aplicati-o figierului history.tzt.

2 II. Intervale de incredere pentru media unei populatii cu dis-
persia cunoscuta

Se considerd o populatie cu dispersia cunoscutd o2. Se cautd un interval in care media u,

necunoscuta a populatie sa se gaseasca cu probabilitate mare (0.90, 0.95 sau 0.99). Un astfel de
interval este urmatorul:
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unde z*, numit valoarea critica, se determina astfel

2" = —qnorm (a/2,mean = 0,sd = 1) = gnorm (1 — /2, mean = 0,sd = 1) ‘

iar « este egal cu 1— nivelul de incredere. Media de selectie, daca nu este data, se poate calcula
astfel:

‘En = mean(date_esantion) ‘

Exercitiu rezolvat. Durata vietii unui tip de baterie urmeaza cu aproximatie o lege normala
cu dispersia de 9 ore. Pentru un esantion de 100 de baterii se masoara o medie de viata de 20 de
ore. Sa se determine un interval de incredere de 90% pentru media de viata a intregii populatii.

alfa = 0.1

sample_mean = 20

n = 100

sigma = sqrt(9)

critical.z = gqnorm(1 - alfa/2, 0, 1)

a = sample_mean - critical z*sigma/sqrt(n)
b = sample_mean + critical_z*sigma/sqrt(n)
interval = ¢(a, b)

interval
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Rezultatul este intervalul [19.50654,20.49346].

Exercitii propuse
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Scrieti intr-un script o functie (numita zconfidence_interval) care sa calculeze intervalul
de incredere ca mai sus (parametrii functiei vor fi: n, Z,, a etc). Functia aceasta va fi
utilizata la rezolvarea exercitiilor de mai jos.

Se cauta un interval de incredere de 90% pentru media unei populatii normale cu dispersia
cunoscutd o2 = 100. Pentru aceasta se utilizeaza un esantion aleator simplu de 25 de
indivizi a carui medie de selectie (calculata) este 67.53.

Intr-o institutie publica exista un automat de cafea reglat in asa fel incat cantitatea de
cafea dintr-un pahar urmeaza o lege normala cu deviatia standard ¢ = 0.5 oz. Pentru un
esantion de n = 50 de pahare ales la intdmplare, se masoara o medie a greutatii pentru un
pahar de 5 o0z. Sa se determine un interval de incredere de 95% pentru media de greutate
a unui pahar de cafea.

Intr-o incercare disperata de a concura General Electric, compania ACME introduce un
nou tip de becuri. ACME fabrica initial 100 de becuri a caror medie de viatd masurata
este 1280 de ore (deviatia standard a populatiei este 140 de ore). S& se gaseasca un interval
de incredere de 99% pentru media de viata a becurilor.

Se masoara greutatea pentru un esantion de 35 de atleti i se gaseste o medie de 60 kg.
Se presupune ca deviatia standard a populatiei este 5 kg. Sa se determine intervalele de
incredere de 90%, 95% respectiv 99% pentru media populatiei. Intervalul de 95% incredere
este mai mare sau mai mic decat cel de 99%7 De ce?

Modificati functia de mai sus pentru cazul cand egantionul este dat intr-un figier (trebuie
calculata media de selectie si dimensiunea esantionului). Aplicati functia astfel modificata
figierului history.txt pentru a determina un interval de incredere de de 95% (cu o = 5).

III. Intervale de incredere pentru media unei populatii cu
dispersia necunoscuta

Se considera o populatie careia nu i se cunoaste dispersia. In acest caz se foloseste drept estimator

al deviatiei standard o, deviatia standard a esantionului s. In acest caz, scorul t =

Tp — W

s/v/n

este

distribuit Student cu n — 1 grade de libertate: t(n — 1).
Se cauta un interval in care media populatiei 4, necunoscuta si ea, sa se gaseasca cu proba-
bilitate prescrisa (0.9, 0.95 sau 0.99). Un astfel de interval este urmatorul:
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unde t*, numit valoarea critica, se determina astfel

t* = —qt(a/2,n — 1) :qt(l—a/Q,n—l)‘

« este egal cu 1— nivelul de incredere, iar s este deviatia standard a esantionului. In cazul in
care sunt cunoscute valorile din esantion, T, si s se calculeaza astfel:

‘Tn = mean(date-esantion), s = sd(date-esantion) ‘




In calculele de mai jos vom folosi un estimator pentru eroarea standard a mediei, anume

se =

S

N

Exercitiu rezolvat. O companie ce produce jucarii doreste sa afle cat de interesante sunt
produsele sale. 60 de copiii dintr-un esantion sunt rugati sa raspunda cu o valoare intre 0 si 5 si
se determina o medie egala cu 3.3, cu o deviatie standard s = 0.4. Cat de interesante, in medie,
sunt jucariile companiei (95% nivel de incredere)?

alfa = 0.05

sample_mean = 3.3

n = 60

s=104

se = s/sqrt(n)

critical .t = qt(1 - alfa/2, n - 1)
a = sample_mean - critical_t*se
b = sample_mean + critical t*se
interval = c¢(a, b)

interval
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Rezultatul este intervalul [3.19667, 3.40333].

Exercitii propuse
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Scrieti intr-un script o functie (numita t_conf_interval) care sa calculeze intervalul de in
credere ca mai sus (parametrii functiei vor fi: n, Z,, a etc). Functia aceasta va fi utilizata
la rezolvarea exercitiilor de mai jos.

196 de studenti alesi aleator au fost intrebati cat de multi bani au investit In cumparaturi
online sdptaména trecuta. Media a fost calculata la 44.65$, cu o dispersie (a esantionului)
egald cu s> = 2.25. Calculati un interval de incredere de 99%pentru media populatiei
(despre care se presupune ca urmeaza o lege normald).

O companie de dulciuri considera ca nivelul de zahar in produsele sale poate avea valori
intre 1 gi 20, urméand o lege normala. Se considera un esantion de 49 de produse. Media
nivelului de zahar este 12 iar deviatia standard a esantionului este de 1.75.

(a) Determinati intervalele de incredere de 99% si 95% pentru media nivelului de zahar.

(b) Dupa modificarea retetei, s-au testat 49 produse si s-a gasit cd media nivelului de
zahar este de 13.5 cu o deviatie standard de 1.25. Determinati un interval delincredere
de 95% pentru media nivelului de zah&r.

Modificati functia de mai sus pentru cazul cand esantionul este dat intr-un figier (tre-
buie calculata media de selectie, deviatia standard si dimensiunea egantionului). Aplicati
functia astfel modificata pentru a determina intervalele de incredere de 95% si 99% pentru
esantionul din fisierul history.txt.

Pentru un esantion aleator simplu dintr-o populatie normala cu dispersia necunoscuta se
masoara urmatoarele valori:
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Sa se determine, utilizand aceste date, intervalele de incredere de 90%, 95% si 99% pentru
media populatiei.



Testarea ipotezelor statistice

Avem o populatie statistica careia nu i se cunoagte complet distributia. Un test statistic
asupra unor aspecte ale distributiei® populatiei urmeaza urmatoarea procedurs generala:

- se formuleaza o ipoteza, numita ipoteza nula Hg, care precizeaza complet distributia
populatiei.

- ipoteza nula este "atacata” de o ipoteza alternativa H,, care sustine o presupunere diferita
asupra distributiei populatiei.

- in cazul in care existd dovezi suficiente (statistic semnificative) ipoteza nula, Hj, este
respinsa si se accepta ipoteza alternativa H,.

- daca dovezile impotriva ipotezei nule nu sunt statistic semnificative, atunci ipoteza nula
Hj nu poate fi respinsa, (un test statistic nu se termina prin acceptarea ipotezei
nule).

La efectuarea unui test statistic se pot face doua tipuri de erori:

- eroare de tipul I: rezultatul testului impune respingerea ipotezei nule Hy, desi, in reali-
tate, ea este adevarata - aceasta eroare este cauzata de o incredere excesiva.

- eroare de tipul II: rezultatul testului nu cere respingerea ipotezei nule Hp, desi, in
realitate, ea este nu adevarata - aceasta eroare este cauzata de un scepticism accentuat.

Hy nu este respinsa | Hy este respinsa

Hj este adevarata corect eroare de tip |
Hj este falsa eroare de tip II corect

4 IV. Testul z asupra proportiilor

Se considera o variabila X ce numara succesele din n incercari. X este distribuitda binomial
.o . v TR v /

- X : B(n,p). Testul proportiilor infereaza asupra probabilitatii p. Se noteaza cu p° = —

n

frecventa data de esantion. Deoarece M (X) = np si D?(X) = np(1 — p), vom avea

p(l—p)

M@)=psi D*() = -

Pentru n suficient de mare (n > 20 si np > 5) p’ urmeaza aproximativ o distributie normala.
/
p—-p

p(1—p)/n

Testul asupra proportiilor decurge astfel:

Statistica z = este distribuitd normal standard: N(0,1).

1. se formuleaza ipoteza nula, care sustine ca probabilitatea p ia o valoare particulara:

Hy: p=po

3De exemplu asupra mediei sau dispersiei.



. se formuleaza o ipoteza alternativa care poate fi de trei feluri:

(ipoteza asimetrica la stanga) sau

(ipoteza asimetrica la dreapta) sau
H,: p#po| (ipoteza simetrica)

. se fixeaza nivelul de semnificatie: « (care uzual poate fi 1% sau 5%);

. se calculeaza scorul testului:

P —po

* T /e —po)/n

. se determina valoarea critica z*:

’z* = gnorm(a,0,1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la stanga (z* < 0),

‘z* = gnorm(1 — a,0,1) ‘ pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta (z* > 0),

‘z* = —qnorm(«a/2,0,1) = gnorm(1 — «/2,0,1) ‘ pentru ipoteza H, simetrica (z* > 0).

. ipoteza nula Hj este respinsa daca

*

z <z pentru ipoteza H, asimetrica la stanga sau

*|  pentru ipoteza H, asimetrica la dreapta sau

z>z
|z| > |2*|| pentru ipoteza H, simetrica,

altfel vom spune ca nu exista suficiente dovezi pentru a respinge ipoteza nula H
si a accepta ipoteza alternativa H,.

Exercitiu rezolvat. Un politician sustine ca va primi mai putin de 60% dintre voturi in

colegiul sau. Un esantion dintr-o 100 de alegatori arata ca 63 dintre ei au votat pentru acest
politician. Putem respinge afirmatia politicianului? (1% nivel de semnificatie)

alfa = 0.01

n = 100

succese = 63

p_prim = succese/n

p0 = 0.6

z_score = (p-prim - p0)/sqrt(p0(1 - p0)/n)
critical z = gqnorm(1 - alfa, 0, 1)

z_score

critical z
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Rezultatul este z = 0.61237 < z* = 2.32634, deci ipoteza nula nu se poate respinge.

Exercitii propuse

IV.1 Scrieti intr-un script o functie (numita test_proportion) care sa calculeze si sa returneze

valoarea critica si scorul testului proportiilor (parametrii vor fi a, n, numéarul de succese,
po). Functia aceasta va fi utilizata, pentru rezolvarea exercitiilor de mai jos.



V.2

V.3

Iv.4

IV.5

Se presupune ca 10% din populatie este reprezentata de stangaci. Dar unii cred ca
proportia femeilor stangace este mai mica. Dintr-un egantion aleator de 150 de femei
13 au fost gasite stangace. Pute sustine (cu 1% nivel de semnificatie) ca proportia de
femei care folosesc mana stanga este mai micd decat 10%?

In 2022 se estima c& 11.2% dintre adultii din S. U. A. erau fumatori. U. S. Department
of Health crede ca proportia de femei care fumeaza este mai mica. Dintr-un egantion
aleator de 200 de femei se gasesc 21 de fuméatoare. Se poate sustine (cu 1% si 5% nivel de
semnificatie) c& proportia de femei care fumeaza este mai mica decat 11.2%?

Producatorul unui medicament afirma ca acesta este efectiv in combaterea unei alergii
in cel putin 90% din cazuri. Pentru un esantion de 120 de pacienti alesi independent
si uniform dintre cei care au alergia in cauza, medicamentul s-a dovedit util pentru 110
dintre ei. Cu 1% si 5% nivel de semnificatie, determinati dacd afirmatia producatorului
este legitima.

Se presupune ca dintr-un numar mare de componente, 10% sunt defecte. Se testeaza daca
procentul defectelor a crescut. Se testeaza in acest sens 150 de componente si se determina
ca 20 dintre ele sunt defecte. Se poate afirma cu nivel de semnificatie de 5% ca procentul
componentelor defecte este mai mare decat 10%7?



