Laborator 2 - Simulare. Metode de tip Monte Carlo.

1 Estimarea ariilor si a volumelor

RStudio. Nu uitati sa va setati directorul de lucru: Session — Set Working Directory —
Choose Directory.

Exercitiu rezolvat. Aria discului unitate este m. Acoperim discul cu un patrat de dimen-
siuni 2 pe 2 gi estimam numarul 7 folosind 10000, 50000 gi 100000 valori uniforme aleatoare.
Comparam apoi rezultatele cu valoarea cunoscuta a lui 7 = 3.14159265358...

Discul unitate este inlcus in [—1,1] x [—1,1]. Urmatoarea functie estimeaza = utilizand N
numere aleatoare.

disc_area = function(N) {
N_C = 0;
for(i in 1:N) {
x = runif(1, -1, 1);
y = runif(1, -1, 1);
if(x*x + y*y <= 1)
N.C=N.C + 1;
}

return(4*N_C/N);

}

Daca am estimat o valoare aueryq; prin metoda Monte Carlo si obtinem ajs¢, putem masura
eroarea facuta (aceea de a folosi apre In loc de ageruqr) In cel putin doud moduri:

e Eroarea absoluta: €,,s = |ayc — Qactuall-

|aMC — Ogctual ‘

e Eroarea relativa: €., = . Aceastd avaloare poate fi scrisa si procentual,

|aactual’
obtinand eroarea procentuald: €, = €¢; - 100%.

Exercitii propuse.

1.1. Estimati volumul sferei unitate (care este 47/3) folosind egantioane de numere aleatoare
de dimensuni diferite si apoi calculati erorile (absoluta si relativa) corespunzatoare.

1.2. Estimati aria dintre parabola de ecuatie y = y = —222 + 52 — 2 si axa Oz (abscisa) -
folosind 10000 valori uniforme. Determinati aria exacta prin integrare si calculati eroarea
relativa.

Indicatie: parabola intersecteaza axa Oz in punctele (1/2,0) si (2,0) si are vdrful in
(5/4,9/8). Un domeniu rectangular din planul real care acoperd aceastd arie poate fi
[0,2] x [0,2].

2 Integrarea Monte Carlo

Exercitiu rezolvat. Estimati valoarea urmatoarei integrale folosind 20000 si apoi 50000 de
valori aleatoare (determinati 30 astfel de aproximéri pentru fiecare din cele doua dimensiuni si



calculati cate o medie gi cate o deviatie standard).
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Urmatoarea functie oferao estimare pentru un esantion de dimensiune N

MC_integration = function(N) {
sum = 0;
for(iin 1:N) {
u = runif(1, 0, 10);
sum = sum + exp(-u*u/2;
}

return(10*sum/N);

}

Putem calcula o medie pentru k& = 30 astfel de aproximaéri si si deviatia standard core-
spunzatoare folosind urmatoarea functie.

MC_integr_average= function(k, N) {
estimates = vector();
for(i in 1:k)
estimates[i] = MC_integration(N);
print(mean(estimates));
print(sd(estimates));

}

In urma executiei acestei functii obtinem

> MC _integr_average(30, 20000
[1] 1.249768

[1] 0.02327472

> MC_integr_average(30, 50000
[1] 1.253072

[1] 0.01373724

Exercitiu rezolvat. Estimati valoarea urmaétoarei integrale folosind 20000 si apoi 50000 de
valori aleatoare (determinati 30 astfel de aproximari pentru fiecare din cele doua dimensiuni si
calculati cate o medie si cate o deviatie standard), utilizand metoda MC imbunatatita, anume
cu distributia exponentiala (A = 1)
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(Valoarea exacta acestei integrale este /7/2 ~= 0.8862269.)
Mai intai, urmatoarea functie ofera o estimare pentru un egantion de dimensiune N

MC_improved_integration = function(N) {

sum = 0;
for(i in 1:N) {
u = rexp(l, 1);

sum = sum + exp(-u*u)/exp(-u);

}

return(sum/N);

}




Putem calcula o medie pentru k& = 30 astfel de aproximari si si deviatia standard core-
spunzatoare folosind urmatoarea functie.

MC_imprvd_integr_average= function(k, N) {
estimates = 0;
for(i in 1:k)
estimates[i] = MC_improved_integration(N);
print(mean(estimates));
print (sd(estimates));

}

In urma executiei acestei functii obtinem

> MC_imprvd_integr_average(30, 20000)
1] 0.8858024

[1] 0.002743676

> MC_imprvd_integr_average(30, 50000)
[1] 0.8861285

[1] 0.00213069

Exercitii propuse.

2.1. ((a) sau (b) si (c) sau (d)) Estimati valoarile urmatoarelor integrale (comparand estimarea
cu valoarea exacta) si calculati erorile absolute si relative corespunzatoare:
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(a)/ sin? z dx = g; (b) / e’ dr = 51.87987
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2.2 Estimati valoarea urmatoarei integrale utilizand metoda MC imbunatatita, cu distributia
exponentiala (A = 3, N = 50000)
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Comparati rezultatul cu valoarea exacta, si calculati erorile absolute si relative core-
spunzatoare. Determinati apoi 30 astfel de aproximari gi calculati o medie si o deviatie
standard. (Vezi exercitiul rezolvat.)

3 Estimarea mediilor

Exercitiu rezolvat. Modelul stochastic pentru numarul de erori (bug-uri) gasite intr-un nou
produs software se poate descrie dupa cum urmeaza. Zilnic cei care testeaza produsul software
testers determina un numar aleator de erori care sunt apoi corectate. Numarul de erori gasite
In ziua i urmeaza o distributie Poisson()\;) al cirei parametru este cel mai mic numar de erori
din cele doua zile anterioare:

)\i = min {XZ‘_Q, Xz'—l}-



Care este numarul mediu de zile in care sunt detectate toate erorile? (Presupunem ca in primele
doua zile sunt gasite 31 si 27 erori, respectiv.) Folositi N = 10000 de simulari ("runs”) pentru
estimatorul Monte Carlo.

Generam un numar de erori pentru fiecare zi, pana cand acest numar este 0. Urmatoarea
functie ofera numarul de zile pana cand nu mai apar erori (pentru o singura simulare - "run”).

Nr_days = function() {

nr_days = 1;

last_errors = ¢(27, 31);

nr_errors = 27;

while(nr_errors > 0) {
lambda = min(last_errors);
nr_errors = rpois(1, lambda);
last_errors = c(nr_errors, last_errors|[1]) ;
nr_days = nr_days + 1;

}

return(nr_days);

}

Executam aceasta functie de N = 10000 de ori gi returnam media obtinuta

MC_nr_days = function(N) {
s = 0;
for(i in 1:N)
s = s + Nr_days();
return(s/N);

}

Rezultatul este 28.0686, astfel, In aproximativ 4 saptamani toate erorile vor fi gasite.

Exercitii propuse.

3.1 Rezolvati din nou exercitiul anterior considerand ca \; este media numarului de erori din
cele trei zile anterioare (In primele trei zile numarul de erori gasite a fost de 9, 15 si 13,
respectiv).

3.2 Modelul stochastic pentru numarul de fake-news din reteaua sociald PokPik se poate de-
scrie astfel: zilnic autoritatile competente determina un numar de conturi care genereaza
stiri false si obliga reteaua sa le inchida. Numarul de fake-news gasite in ziua ¢, notat cu
X, este distribuit Poisson(min (X;_1, X;_2)).

Care este numarul mediu de zile dupa care numarul de stiri false gasite scade sub nivelul
considerat sigur de 10? (Presupunem ca in primele doua zile sunt gasite 32 i 25 stiri false,
respectiv.) Folositi N = 100000 de simulari ("runs”) pentru estimatorul Monte Carlo.

4 Estimarea probabilitatilor

Exercitiu rezolvat. Modelul stochastic pentru numarul de erori (bug-uri) asite intr-un nou
produs software se poate descrie dupa cum urmeaza. Zilnic cei care testeaza produsul software
testers determina un numar aleator de erori care sunt apoi corectate. Numarul de erori gasite
in ziua i urmeaza o distributie Poisson(\;) al carei parametru este cel mai mic numar de erori

din cele trei zile anterioare:
Ai = min {X; 3, X; 2, X; 1}.



(a) Estimati probabilitatea de a mai avea inca erori dupa 21 de zile de teste folosind 500 de
simulari MC. (In primele trei zile numarul de erori gasite este 28, 22 i 18, respectiv.).

(b) Estimati aceasta probabilitate, cu o eroare de cel mult +0.01 cu probabilitate 0.95.

(a) Utilizam N = 5000 simulari ("runs”) Monte Carlo; in fiecare simulare generam un numar
de erori gasite in fiecare zi pana cand acest numar devine 0. Urmaétoarea functie returneaza
numarul de zile pana cand nu mai exista erori (la o singura simulare).

Nr_days = function() {

nr_days = 2;

last_errors = c¢(18, 22, 28);

nr_errors = 18;

while(nr_errors > 0) {
lambda = min(last_errors);
nr_errors = rpois(1, lambda);
last_errors = c(nr_errors, last_errors[1:2]) ;
nr_days = nr_days + 1;

}

return(nr_days);

}

Aplicam aceasta functie de N = 5000 ori si returnam proportia valorilor care depasesc (strict)
21 de zile.

MC_nr_days_21 = function(N) {
s = 0;
for(i in 1:N) {
if(Nr_days() > 21) ;
s=s + 1;
}

return(s/N);

}

Proportia calculata, 0.246, este o estimare a probabilitatii de a mai avea erori nedetectate si
dupa 21 de zile de testare.
(b) Vom estima probabilitatea in doud moduri.
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Mai intai, folosim o valoare ”prezumata”, p* = 0.246, si N > p*(1 — p¥) (

> alfa=1-0.95

> 7z = qnorm/(alfa/2)

> epsilon = 0.01

> p = 0.246

> N_min = p(1 - p)*(z/epsilon)” 2
> N_min

[1] 7125.291

> MC_nr_days_21(N_min + 1)

[1] 0.2547264

Obtinem N > 7125.291 si putem aplica MC_nr_days(N_min + 1)
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A doua metoda utilizeaza minorantul N > (22> :
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> alfa =1-0.95

> 7 = qunorm(alfa/2)

> epsilon = 0.01

> p = 0.246

> N_min = (1/4)(z/epsilon)” 2
> N_min

[1] 9603.647

> MC_nr_days(N_min + 1)

[1] 0.2496968

Obtinem N > 9603.647 si putem aplica MC nr_days(N_min + 1). De obicei, cu a cea de-a
doua metoda numarul de simulari ("runs”) este mai mare.

Exercitii propuse.

4.1 Estimati probabilitatea P(X < Y?), unde X si Y sunt variabile repartizate geometric,
independente, cu parametrii 0.3 si 0.5, respectiv. Apoi estimati aceeasi probabilitate cu o
eroare care si nu depageasca +0.005 cu probablitate 0.95. Care ar trebui si fie numarul
de simulari ("runs”)?

4.2 Modelul stochastic pentru numarul de fake-news din reteaua sociala PokPik se poate de-
scrie astfel: zilnic autoritatile competente determina un numar de conturi care genereaza
stiri false si obliga reteaua sa le inchida. Numarul de fake-news gasite in ziua i, notat cu
X, este distribuit Poisson(min (X;_1, X;_2)).

(Presupunem ca in primele doua zile sunt gasite 32 si 25 stiri false, respectiv.) Folositi
N = 100000 de simulari ("runs”) pentru estimatorul Monte Carlo.

(a) Estimati probabilitatea ca 15 zile sa fie suficiente pentru a sterge toate aceste fake-
news.

(b) Estimati aceasta ultima probabilitate cu o eroare de £0.01 cu probabilitea 0.95.



