Tema nr. 8

Fie F': R" — R o functie reala, F(x) = F(x1, 22, ..., x,).

e Sa se aproximeze un punct de minim (local sau global) al functiei I
folosind metoda gradientului descendent.

e Sa se testeze diversele metode de calcul a ratei de invatare descrise in
acest text.

e Sa se calculeze gradientul functiei F' folosind formula analitica si for-
mula aproximativa. Sa se compare solutiile obtinute folosind cele doua
moduri de calcul a gradientului functiei F', din punctul de vedere
al numarului de iteratii efectuate pentru obtinerea solutiilor (pentru
aceeasi precizie € > 0).

e Testati toate functiile listate la sfarsitul acestui text.

Minimizarea functiilor

Fie F' : R — R o functie reald de doua ori derivabila , ' € C?(R"),
pentru care vrem sa aproximam solutia x* a problemei de minimizare:

min{F(z);z € V} <+— F@*)<F(z) VYexeV (1)

unde V' = R" (2* este punct de minim global) sau V' = S(z,r), sfera de
centru Z si raza r (punct de minim local). Se numeste punct critic pentru
functia F', un punct I care este radacina a sistemului de ecuatii:
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Se stie ca pentru functiile de doua ori derivabile, punctele de minim ale
functiei F' se gasesc printre punctele critice. Un punct critic este punct de
minim daca matricea hessiana este pozitiv semidefinita:

0’F
H(z) = x H(z)z, 2 >0 VzeR"
D= (Grar @) (@22

Pentru a gasi punctele de maxim ale unei functii se tine cont de urmatoarele
relatii:

max{F(x);x €V} = —min{—F(z);z €V} |,

argmax{F(z);z € V} =  argmin{—F(z);z €V}

Metoda gradientului descendent

Punctul de minim al functiei F' se aproximeaza construind un sir de vec-
tori {¥} C R™ care, in anumite conditii, converge la punctul de minim x*
cautat. Convergenta sirului depinde de alegerea primului element al sirului,
20,

Elementul k + 1 al sirului, 2¥*!, se construieste pornind de la elementul

precedent, z*, astfel:
"t =g~ VFE@Y) , k=0,1,... , 2° — ales random (3)

Elementul 7, poarta numele de rata de invatare sau pasul iteratiei.

Strategii de alegere a ratei de invatare

L. =n, Vk (n = 1073,107%,...). O ratd de invitare constanti prea
mare poate face ca punctul de minim sa nu poata fi gasit, iar o valoare
prea mica pentru rata de invatare are dezavantajul unui cost de calcul
mare.

2. Un mod de a rezolva problemele care apar in cazul ratei de invatare
constante este de a considera o valoare variabila, in functie de contextul
local. Metoda descrisa mai jos poarta denumirea de ajustare de tip
backtracking a lungimii pasului/ratei de invatare (backtracking line
search). Aceastd metoda functioneaza pentru functii convexe.



Se considera § € (0,1) fixat (de obicei se alege = 0.8). La fiecare pas
rata de invatare se calculeaza astfel:

n=1

p=1

while F(z* — nVF(a*)) > F(a*) — guw(x'f)”? L&p<8
n=mnp;
P+

Observatie importanti: Alegerea vectorului initial, 2°, poate deter-
mina convergenta sau divergenta sirului {z*} la punctul de minim z*. De
obicei, o alegere a datelor initiale In vecinatatea lui x* asigura convergenta
2 — 2* pentru k — oo.

Nu este necesara memorarea intregului sir {z*} ci avem nevoie doar de
ultimul’” element z*0 calculat. Se considers ci un element z*0 aproximeaza
punctul de minim ciutat, z*, 2% ~ z* (z* este ultimul element al sirului
care se calculeaza) atunci cand diferenta dintre doua elemente succesive ale
sirului devine suficient de mica, i.e.,

lz* — zP7H | < e (4)

unde € este precizia cu care vrem sa aproximam solutia x*.
Prin urmare, o schema posibila de aproximare a solutiei * este urmatoarea:



Schema de calcul

se aleg random elementele vectorului initial x ;
kE=0;
do

{

- calculeaza VF () ;

- calculeaza rata de invatare n folosind
una din cele 2 metode;

-x=x—nVF(z);

-k=k+1;

}
while (n ||V F(x)|| > € si k < kpax s

NIV F(z)[| <10™ )
if (n[|VE@) <e)rma;
else "divergenta” ; //(de incercat schimbarea datelor

initiale)

O valoare posibild pentru k., este 30000 si € > 1075,



Pentru a calcula valoarea gradientului functiei F' intr-un punct oarecare
se va folosi formula analitica de calcul a gradientului (functie declarata in
program) si de asemenea se va folosi urmatoarea formuld aproximativa:

oF
VE(z) = (Gi(x7h))¢:1 ..... no aw(x) ~ Gi(z, h)
unde
oF  —F +8F, —8F3+ F)

(x) = Gi(z,h) = , Vi=1,...,n

cu h = 107° sau 107 (poate fi considerat parametru de intrare) si:

F1 = F($1, ey X1, T 2h,$i+1, ce ,.fl?n),

Fy = F(oy,...,zi1,2+h, T, ..., Ty),
F3 = F(Il, .,$i_1,$i—h7l’i+1,...,l’n),
F4 = F(ZEl, e i1, X5 — 2h,1‘i+1, ce ,In>.
Exemple
l(wo,w1) = —In (1 — o(wg —wy)) — In (o(wo + w1))
o(wy — wy) + o(wy + wy) — 1
Vi = =
(w0, 1) ( o(wo +wi) — o(wy — wy) — o) =1 + exp(—2z)
F(z1,29) = 23 + 2% — 20y — 4wy — 1, VF (21, 29) = ( ;il _i ) yry =1, x5 =2.
Y —

41’2 + 16

6z, — 12
F(xy,29) = 323 — 1221 + 223 + 1629 — 10, VF (21, 79) = < ' ) ot =2 0k = —4.

21’1 — 4ZL‘2

F(xy,29) = 2% — 4w1209 + 4.52% — 429 + 3, VF (21, 12) = ,x =8, x5 = 4.
41’1 + 9.T2 —4

) ) 20119 — QI% + 319
F(x1,29) = 2729 — 20125 + 32129 + 4, VF (21, 29) =

a:% —Adxix9 + 321



