Tema nr. 7

Fie P un polinom de grad n cu coeficienti reali:
P(z) =apx" +az" ' 4+ Fapr" P b an it a,, ag#0

si € precizia calculelor.

Sa se calculeze intervalul [—R, R] in care se gasesc toate radacinile reale
ale polinomului P. Sa se implementeze metoda lui Newton si metoda lui
Olver de aproximare a radacinilor unui polinom. Sa se compare cele doua
metode din punctul de vedere al numarului de pasi pana la atingerea aceleasi
precizii €. Pentru calculul valorii unui polinom intr-un punct sa se foloseasca
schema lui Horner. Pornind de la puncte de start, zq, diferite, sa se aprox-
imeze cat mai multe radacini ale polinomului P, folosind cele doua metode
precizate mai sus. Rezultatele se vor afisa pe ecran si se vor memora intr-un
fisier. In figierul respectiv se vor scrie doar radacinile distincte (2 valori reale
vy si vy sunt considerate diferite daca |v; — vg| > €).

Metodele Newton si Olver de aproximare a radacinilor reale ale
unui polinom

Fie P un polinom de grad n:
P(z) = apr" + a2 '+ +a, , (ag#0) (1)

Se numeste radacina a unui polinom, un numar real sau complex, r € R sau
r € C pentru care:

P(r) =apr" +ayr" ' +---+a, =0.

Orice polinom cu coeficienti reali are n radacini, reale sau complexe. Daca
r = ¢ + id este radacina complexa a polinomului P atunci §i ¥ = ¢ — id este
radacina a polinomului P. Daca r € R este radacina reala a polinomului P
atunci:

P(z) = (z —r)Q(z) , Q este polinom de grad n — 1.

Daca numerele complexe a 4 ¢b sunt radacini ale polinomului P atunci:

P(z) = (2% = 2cx + 2 + d*)Q(z) , Q este polinom de grad n — 2.



(polinomul de gradul al 2-lea 22 — 2cz + ¢ + d* are rad&cinile ¢ + id)
Toate radacinile reale ale polinomului P se afla in intervalul [- R, R] unde
R este dat de:

. |CLO| —|—A

R
|ao|

, A=max{|a;] ; i =1 n} (2)
Pentru a aproxima o radacina reala z* (din intervalul [-R, R]) a polinomului
P definit de (1), se construiegte un gir de numere reale, {z}, care converge
la radacina z* € [-R, R] cautata (z;, — 2* pentru k — 00) .

Pornind cu zy o valoare reala data, elementul z;; al sirului se calculeaza
din precedentul element x.

Metoda Newton construieste sirul {z} astfel:

B P(xy)
Tpy1 = T — P’(xk)

, k=0,1,... , o —dat (3)

Metoda Olver construieste sirul {x;} astfel:

Pz 1
Tk+1 = Tk — P’((xkk)) — ECk , k=0,1,... , xo —dat
Tyl = T — A Tk (A T = P/(ZL’k) + §Ck) (4)

[P(2x)]*P" (1)
[P (z,)]?

Cr =

Prin P’ gi P” am notat prima si respectiv a doua derivata a polinomului P.

Observatie importanta: Alegerea iteratiei initiale, z(, poate determina
convergenta sau divergenta sirului xp la x*. De obicei, o alegere a iteratiei
initiale xo In vecinatatea lui x* asigura convergenta x;, — z* pentru k — oo.

Nu este nevoie de memorat intreg sirul {z;} ci doar 'ultimul’ element
calculat, xy,. Se considera ca o valoare xy, ~ z* (este 'ultimul’ element
calculat) atunci cand diferenta dintre doua iteratii succesive devine suficient
de mica, i.e.,

|xko - xko—1| <€

2



unde € este precizia cu care vrem sa aproximam solutia x*. Prin urmare,
o schema posibila de aproximare a solutiei x* cu metoda lui Olver este

urmatoarea:

Metoda Newton/Olver

x = (x9) = ales aleator ; k=0 ;
(pentru convergenta sirului {x; } este de preferat alegerea
elementului xy in vecinatatea solutiei cautate)
do
{
* if (|P'(zy)| < € ) EXIT;
(se poate incerca schimbarea iteratiei initiale z)
* calculeaza A x folosind formula (3) sau (4) ;
*r=x—Au;
* k=k+1;
}
while (|A x| > € si k < kpax 51 A x| < 10%)

if (|Az|<e)a,~a*;
else divergenta ; (de Incercat schimbarea lui )



Schema lui Horner de calcul al valorii P(v)
Fie P un polinom de grad n:
P(z) = apr"+az™ 4 - Fape" 4 ap_1xta, , a; ERVI, ag #0 (5)
Putem scrie polinomul P si astfel:
P(z) = ((-- (((apx + a1)x + az)xr + ag)x + -+ )& + ap_1)x + ay,

Tinand cont de aceasta grupare a termenilor, obtinem un mod eficient de
a calcula valoarea polinomului P intr-un punct v € R oarecare, procedeu
numit metoda lui Horner:

bo = ao,
bi = a;+bv, i=1n (6)

Folosind girul de mai sus, valoarea polinomului P in punctul v este:

iar ceilalti termeni b; calculati, sunt coeficientii polinomului cat, ), din
impartirea cu rest:

P(x) = (z—v)Q)+r,
Q(xr) = box™ P +ba" %+ by ox + by, (7)
= b, = P(v).

Pentru a calcula P(v) (b,) cu formulele (6) se poate folosi o singura valoare
reala b € R si nu un vector b € R".



Exemple

(z—1)(x—2)(x —3)=2—62>+ 11z — 6 ,

ap = 10,

2

ay = —60,

1

a9 = ].]_O,

(o= -2+ Dz~ 3)

3

%(421:4 — 552% — 422% + 497 — 6)

ap = 42.0,

a; = —955.0,

é(8x4 — 382% + 492% — 227 + 3)

ag = 80,

a; = —38.0,

(2 — 1)2(x - 2)?

a9 = 49.0 s

xt — 63 + 1322 — 120+ 4

ap = 10,

ay = —60,

ag = 130,

ay = —42.0,

as = —6.

az = —22.0,

az = —12.0,

a3 =49.0, a4 = —6.0.

ay = 3.0.

a, = 4.0.



