Tema nr. 6

Date (n+1) puncte distincte, zg, @1, ..., T, (r; € RVi, 2; # x;, i # j)si
cele (n+1) valori ale unei functii necunoscute f in aceste puncte, yo = f(zo),

Yy = f(ZL'1>, ceny Yn = f(xn)

.1".’170 ry - Tn
Flw v

sa se aproximeze functia f in z, f(z), pentru un z dat, z # x; , i =0,...,n:

folosind aproximarea polinomiala calculata cu metoda celor mai mici
patrate. Pentru calculul valorii polinomului obtinut in punctul z sa se
foloseasca schema lui Horner. Sa se afiseze P,,(Z), |Pn(Z) — f(Z)] si

Z | P(z;) — yi|. Se vor folosi valori ale lui m mai mici decat 6.
=0

folosind functiile spline cubice de clasa C?. In acest caz, se considerd ci
se cunosc, in plus, despre functia f, valorile primei derivate in capetele
intervalului de interpolare d, = f'(zg = a) i dp = f'(xz, = b). Sa se

afiseze S¢(7) si |S(z) — f(2)]

Sa se faca graficul functiei f si al functiilor aproximative calculate P,
st Sy

Pentru rezolvarea sistemelor liniare implicate in implementarea metode-
lor de mai sus se poate folosi biblioteca utilizata la Tema 2.

Nodurile de interpolare {xz;,7 = 0,...,n} se vor genera astfel: xy i x, se
citesc de la tastatura sau dintr-un fisier astfel ca xzq < x,,, iar x; se genereaza
aleator astfel ca x; € (xo,z,) si x;1 < xy; valorile {y;,i = 0,...,n} se
construiesc folosind o functie f declarata in program (exemple de alegere
a nodurilor xg, x, si a functiei f(z) se gasesc la sfargitul acestui document),

yi = f(x;),1=0,...,n.



Interpolare prin metoda celor mai mici patrate

Fiea =29y <21 <--- <, =b. Dat T € [a,b] sa se aproximeze f(T)
cunoscand cele n + 1 valori y; ale functiei f in nodurile de interpolare.
Se cauta un polinom de grad m:

Pon(1) = Pp(z;ag,a1, ..., 6p) = @pz™ + -+ + a1z + ag = Zakflf
k=0

k

Coeficientii {a;;7 = 0,m} sunt solutia problemei de minimizare:

n

) 2

mm{ E |Pm(xr;a0,a1,...,am)—yr| ;ao,al,...,amER}
r=0

si de asemenea, sunt solutia sistemului liniar:
Ba=f

B = (bij)i,j:O,...,m € RimH)x(m+1) f=(fi)i=0,.m € R™H

m n n
Z (Zxﬁjj)aj = Zykxﬁf , 1=0,...,m
j=0 k=0 k=0

Acest sistem liniar se poate rezolva cu biblioteca numerica folosita la
Tema 2.

Valoarea functiei f in punctul Z se aproximeaza prin valoarea polinomului
P,, in punctul z:

f(Z) = Ppn(Z;a0,a1,...,an)

Valoarea polinomului P,,(Z) se va calcula folosind schema lui Horner.



Schema lui Horner de calcul a valorii P(x)
Fie P un polinom de grad p:
P(x)=copx’ + c1a? '+ 4 cp i+, (cg#0)
Putem scrie polinomul P si astfel:
Px)=(((((cox+cr)zr+e)r+cy)z+ - )x+cpo1)T + ¢

Tinand cont de aceasta grupare a termenilor obtinem un mod eficient de
a calcula valoarea polinomului P intr-un punct zy € R oarecare, procedeu
numit metoda lui Horner:

dy = co,
di = cit+diaze, i=1p )
In sirul de mai sus:
P(xo) = d,
iar ceilalti termeni calculati ( d;,i = 0,...,p — 1) , sunt coeficientii polino-

mului cat, (), din impartirea cu rest:

Plz) = (z—z)Q(z) +7,
Q(x) = doxP ' +dyaP 2 +dy, sx+d, 1,
r = d,= P(x).

Pentru a calcula P(x) (d,) cu formulele (1) se poate folosi o singura
valoare reala d € R gi nu un vector d € RP.



Functii spline cubice de clasd C?

Fiea =1z <z <--- <x, =b. Dat T € [a,b] s& se aproximeze f(Z)
cunoscand, in afara celor n + 1 perechi (x;,y; = f(x;)) si valorile d,, dy, ale
derivatei functiei f in a si b:

do = f'(a) , dp=['(b).

Se cauta o functie Sy de clasa C? pe [a, b] astfel incat:

Si(z) = a;x° + bix® + cix +d; , pentru x € [z, x544], i =0,n — 1

Se(x;) =y, i=0,n, Sia)=f'(a)=ds, S;b)=f'(b)=ds

Functia Sy cu proprietatile de mai sus are urmatoarea forma:

_ (z — xi)?’Ai+1+($i+1 - x)sA

Sy(x) = 6h, oh LY bia4c; |, pentru x € [Ti, xi1], i=0,n—1
unde
hi = @i —
b — Yit1 —Yi hi(AiJrl - Ai)
! h; 6
P Tit1Yi — Tilfit1 hi(@iy1Ai — A1)
! h; 6
pentru 7 = 0,n — 1 , iar constantele {A4;, i = 0,n} sunt solutia sistemului
liniar:

2hoAo + hoAy = 6

hio1Ai—1 +2(hi—1 + hi)Ai + hiAipn = 6 ror T Y Y yi_l) s i=1,...,n—1

hi hi-1

hp1Ap_1+2h,_1A4, = 6 <db _ %)
n—1

Sistemul de mai sus este un sistem liniar de dimensiune n + 1:

HA=f

4



unde:

2hg ho 0 0 ... 0 0 0
ho 2(h0—|—h1) hq 0o ... 0 0 0
- 0 hq 2(h1+h2) ho ... 0 0 0
0 0 0 0 ... hy_o 2(hn_2 + hn_1) hp—1
0 0 0 0 ... 0 hp_1 2h,_1
Y1 — Yo
6 —— —d,
( ho )
6 Y2—Y1 Y1 — Y
hl ho AO
Ay
Yz — Y2 Y2 — Y1 Ay
_ 6 — _
= ( ha hy ) A= :
. An—l
6 Yn — Yn—1 . Yn—1 — Yn—2 An
hn—l hn—2
yn - ynfl
6(dy — ——F——
< ’ hnfl )

Valoarea functiei f in z, f(z), se aproximeaza prin S¢(Z) (T trebuie sa
fie din [a, b]). Se cauta iy astfel ca T € [x;,, Tjy41]. Avem:
(7 — 23,)* A1 | (Tig11 — T)°A

f(z) = S;(7) = 6hs + 6hn LT biy T + C4y




Date de intrare - exemple
ro=a=0,2,=b=2, f(zr)=a*—122° +302* +12, d, =0, d, = 8
ro=a=1,1,=b=5, f(x) = f(z) = 2®+32*~52+12, d, = 4, d, = 100

/0 1 2 3 4 5
f]50 47 —2 —121 -310 —545

d, =6, d, =—244

z=15 , f(1.5)=230.3125 , S,(1.5)~ 30.25.



