Tema 4

O matrice rara este o matrice cu dimensiunea n ‘mare’si cu ‘putine’ ele-
mente nenule, a;; # 0. Un exemplu de astfel de matrice este o matrice care
are elementele nenule plasate pe cateva din diagonalele matricei. Vom con-
sidera problema aproximarii solutiei unui sistem liniar cu matricea sistemului
rara;

Az =b (1)

Diagonala principala a unei matrice A € R™ " este formata din ele-
mentele:

Qoo , A11 5 -+ 5 Qi 5.0y Ap_1n—1-

Diagonala secundara superioara de ordin p, p € {1,2,...,n — 1}, este
formata din elementele:

Qop , Aip+1 5, -+ 5 Azn—1.

Determinati relatia dintre p si .
Diagonala secundara inferioara de ordin ¢, ¢ € {1,2,...,n — 1}, este
formata din elementele:

Qg0 , Qg+11 5 --- 5 Gp-1y-

Determinati relatia dintre ¢ si y.
Pentru aceasta tema veti considera urmatorul tip de matrice rara:

e A este matrice simetrica ;
e diagonala principala are toate elementele nenule ;

e cu elemente nenule pe 4 diagonale secundare, 2 superioare (p si ¢) si 2
inferioare (p si q).

Pentru a memora o matrice care satisface proprietatile de mai sus, avem
nevoie de 3 vectori:

1) dp € R™ pentru diagonala principala ;
2) dy € R+ pentru diagonalele secundare de ordin p ;

3) dy € R¥HY pentru diagonalele secundare de ordin g ;



Figierele (d0 i.txt, dl itxt, d2.i, bitxt, i=1,....5) contin informatiile
complete despre 5 sisteme liniare rare Ax = b, in care matricea sistemului
satisface restrictiile mentionate mai sus. Vectorii d0_i contin elementele diag-
onalelor principale ale matricelor, iar in d1_i si d2_i se gasesc elementele celor
2 diagonale secundare. In fisierul b_i se gasesc cele n elemente ale vectorilor
termenilor liberi.

Se considera data ca input, precizia calculelor e = 107P.

1.

Calculati gi afisati dimensiunea sistemului (numarul de elemente ale
vectorilor b si dy).

Calculati si afisati numerele diagonalelor memorate in figierele d1_i.txt
si d2.i.txt.

. Verificati ca toate elementele din dy sunt nenule.

Calculati, daca este posibil, solutia sistemului Ax = b folosind metoda
Gauss-Seidel. La actualizarea elementelor vectorului z*+1) folosind el-
ementele nenule ale matricei si componentele vectorului z® se folosesc
doar elementele vectorilor dy, dy, ds si b. Fiecare element din vectorii
dy, do vor fi accesati doar de doua ori iar elementele din dy si b o singura
data.

Daca solutia a putut fi aproximata (notam cu xgg solutia aproxima-
tiva), calculati vectorul:
y = Axgs

printr-o singura parcurgere a vectorilor dy, dy, ds si b.

Calculati si afisati norma (daca solutia a putut fi aproximata):

|Azas — b|oo-

In toate calculele care folosesc elemente ale matricei A, folositi doar
vectorii dy, d; si da (nu folositi matrice declarate clasic).

Observatie: La implementarea metodei Gauss-Seidel si calculul vectorului
Azgs nu folositi alocarea de matrice clasice si nici nu folositi/implementati
o functie val(i,j) care returneaza pentru orice pereche de indici (7,5) valoarea
elementului corespunzator din matrice (a;;).
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https://drive.google.com/drive/folders/1XTb9pA-yBybOKWecwNNzp3IjMf6NHCsy?usp=drive_link

Metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare rare

Presupunem ca matricea A este nesingulara, i.e. detA # 0. Notam solutia
exactd a sistemului (1) cu z*:

= A",

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor liniare au fost dezvoltate pentru
sisteme cu dimensiune n ‘mare’, cu matricea sistemului A rara (o matrice
care are ‘pufine’ elemente nenule a;; # 0). In cazul metodelor iterative, ma-
tricea A nu se modifica (ca in cazul algoritmului de eliminare Gauss sau a
descompunerilor LU, QR), ci sunt folosite doar elementele nenule ale matri-
cei pentru aproximarea solutiei exacte x*. Pentru matricele rare se folosesc
scheme de memorare economice specifice.

Pentru aproximarea solutiei x*, se construieste un sir de Vectori{x(k)} -
R™ | care, in anumite conditii, converge la solutia exacta z* a sistemului (1):

s® — .k — 0.

Vectorul (%) se initializeaza, de obicei. cu 0:

=0, i=0,...,n—1
Atunci cand sirul {z®} converge, limita sirului este chiar z* solutia exacta

a sistemului(1).

Metoda Gauss-Seidel

Pentru a putea aplica aceasta metoda, vom presupune ca toate elementele
de pe diagonala principala a matricei A sunt nenule:

a”;«éO VizO,...,n—l

Cand se citesc aceste elemente din figierul corespunzator postat, verificati ca
toate aceste valori sunt nenule (|a;;| > €,Vi). Daca exista un element nul pe
diagonala principala a matricei, sistemul liniar nu se poate rezolva folosind
metoda iterativa Gauss-Seidel.



Sirul de vectori generat cu metoda iterativa Gauss-Seidel se construieste
folosind urmatoarea relatie:

i—1 n—1
(k+1) (k)
(h= T = X ot
(k+1) J=0 '

x, = 1=0,...,n—1
27

<bl - Z val * wg)gumnindex>

elemente nenule de pe linia ¢

cu exceptia elementului diagonal

valoarea elementului diagonal de pe linia ¢ @
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Formulele de calcul de mai sus trebuie adaptate cu tipul economic de

memorare a matricei A (doar folosind elementele din vectorii dy, di, ds).

Pentru a calcula componenta i a vectorului (**1)| avem nevoie de elementele

nenule de pe linia ¢ a matricei A. Gasiti elementele din vectorii dy, dy, ds

care sunt plasate pe linia 7 .

Daca, de exemplu, matricea A are diagonala dominanta in raport cu

liniile, adica sunt indeplinite conditiile:

n—1
laii| > Z la;;| forali=0,....n—1

j=0
J#

sirul {z*} calculat cu algorimul Gauss-Seidel, converge la solutia z* (aceasta
relatie intre elementele matricei A nu este singura care asigura convergenta
sirului).

Pentru metodele iterative de rezolvare a sistemelor liniare, convergenta
sau divergenta sirului {z®} nu depinde de alegerea iteratiei initiale (%,

Pentru a aproxima solutia z* trebuie sa calculam un termen al girului
%) pentru k suficient de mare. Se stie c&, daca diferenta dintre doi termeni
consecutivi ai girului {z(®} devine suficient de ‘micd’, atunci ultimul vector
calculat este ‘aproape’ de solutia cautata:

la ) — W <e = 2 2| <ce, cE R,

(3)

= kD)~ p*,



Nu este nevoie si memoram toti vectorii calculati ai sirului {z®} ci avem
nevoie doar de ultimul vector, cel care satisface prima inegalitate din relatia
(3) , [l — 2D <.

In programul vostru, puteti folosi doar doi vectori pentru calcularea vec-
torilor din sirul {z(*}:

2° pentru vectorul z**+1 si 2 pentru vectorul ).

Metoda Gauss-Seidel poate fi implementata folosind un singur vector pe par-
cursul calculelor, z¢ = aP.

Metoda iterativa de rezolvare a sistemelor liniare (cu 2 vectori)

=2 =0;
k=0;
do

calculeaza noul z¢ folosind 2? (cu formula (2)) ;
calculeaza Ax = ||z¢ — 2P| ;
k=k+1;
}
while (Az > e sik < ke 5t Az < 1010)
if (Az<e)

xc

~ 1" ; /] x¢ este aproximarea cautata a solutiei exacte
s 5 .
else ‘divergenta’ ;

(Kmaz = 10000, € = 1077, p € {5,6,7,8,9} )



Exemplu
Matricea:

102.5 2.5 0.0 1.1 0.0
25 10488 1.05 0.0 0.33
A= 0.0 1.05  100.0 0.0 0.0
1.1 0.0 0.0 101.3 1.0
0.0 0.33 0.0 1.0  102.23

poate fi memorata astfel:

do = (102.5,104.88,100.0,101.3,102.23) — diagonala principala
p=1 , dy=(25,1050.0,1.0) — prima diagonala secundara
g=3 , dy=1(1.1,0.33) — a doua diagonala secundara
Presupunem ca:
1.0 6.0
2.0 7.0
29 =1 3.0 . b= 80
4.0 9.0
5.0 1.0

2V (memorare clasica)
0

= (bo - CL01$§O) - aoﬂgo) - aOsz(J,O) - @04517510))/6100

= (6.0—25%2.0—0.0%3.0—1.1%4.0—0.0%5.0)/102.5
(memorare economica)

= (6.0 — 2.5% 2.0 — 1.1 % 4.0)/102.5



2V (memorare clasica)
1

= (bl - a10$(()1) - a12$50) - a13$§0) - a14x510))/a11—

= (7.0—- 252" —1.05%3.0 — 0.0 % 4.0 — 0.33 % 5.0)/104.88

(memorare economica)

= (7.0 =25 % 2" — 1.05%3.0 — 0.33 % 5.0)/104.88

M (memorare clasica)
2

= (b2 — azoxél) - a21m§1) - CL23$;(30) - a24xio))/a22
= (8.0—0.0%z" —1.05 % 2" — 0.0 % 4.0 — 0.0 % 5.0)/100.0
(memorare economica)

= (8.0 — 1.05 * 2")/100.0

xgl) (memorare clasica)
= (bs — asoif(()l) - Cl31115§1) - a32$§1) - 613415510))/(133
=(9.0-11%z{" —0.0%2" —0.0x 2 —1.0%5.0)/101.3
(memorare economica)

= (9.0 - 1.1%2" —1.0%5.0)/101.3



2 (memorare clasica)
4

= (b4 - a40x(()1) - a41x§1) - a42m§1) - (143!1051))/%4

= (1.0-00xz{" —033%2{) —0.0% 2 — 1.0x2")/102.23
(memorare economica)

= (1.0 - 0332\ = 1.0 % 2{”)/102.23
Sistemele liniare memorate in figierele postate au urmatoarele solutii:
1. (dO_1.txt, d1_1.txt, d2_1.txt, b_1.txt) are solutia:

2.0

:%, VZ:O,,R—l

Z;

2. (d0_-2.txt, d1_2.txt, d2_2.txt, b_2.txt) are solutia:

4.0

*m, Vz:O,,n—l

3. (d03.txt, d1_3.txt, d2_3.txt, b_3.txt) are solutia:
x; =20, Vi=0,....,n—1

4. (d0-4.txt, d1_4.txt, d2_4.txt, b_4.txt) are solutia:
xi=1, Vi=0,....,n—1

5. (d0._5.txt, d_5.txt, d2_5.txt, b_5.txt) are solutia:

2 =i%04, Vi=0,...,n—1 (?7)



