
Tema 4

O matrice rară este o matrice cu dimensiunea n ‘mare’ şi cu ‘puţine’ ele-
mente nenule, aij ̸= 0. Un exemplu de astfel de matrice este o matrice care
are elementele nenule plasate pe câteva din diagonalele matricei. Vom con-
sidera problema aproximării soluţiei unui sistem liniar cu matricea sistemului
rară:

Ax = b (1)

Diagonala principală a unei matrice A ∈ Rn×n este formată din ele-
mentele:

a00 , a11 , . . . , aii , . . . , an−1n−1.

Diagonala secundară superioară de ordin p, p ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, este
formată din elementele:

a0p , a1p+1 , . . . , axn−1.

Determinaţi relaţia dintre p şi x.
Diagonala secundară inferioară de ordin q, q ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, este

formată din elementele:

aq0 , aq+11 , . . . , an−1 y.

Determinaţi relaţia dintre q şi y.
Pentru această temă veţi considera următorul tip de matrice rară:

� A este matrice simetrică ;

� diagonala principală are toate elementele nenule ;

� cu elemente nenule pe 4 diagonale secundare, 2 superioare (p şi q) şi 2
inferioare (p şi q).

Pentru a memora o matrice care satisface proprietăţile de mai sus, avem
nevoie de 3 vectori:

1) d0 ∈ Rn pentru diagonala principală ;

2) d1 ∈ R(x+1) pentru diagonalele secundare de ordin p ;

3) d2 ∈ R(y+1) pentru diagonalele secundare de ordin q ;
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Fişierele (d0 i.txt, d1 i.txt, d2 i, b i.txt, i=1,. . . ,5) conţin informaţiile
complete despre 5 sisteme liniare rare Ax = b, ı̂n care matricea sistemului
satisface restricţiile menţionate mai sus. Vectorii d0 i conţin elementele diag-
onalelor principale ale matricelor, iar ı̂n d1 i şi d2 i se găsesc elementele celor
2 diagonale secundare. În fişierul b i se găsesc cele n elemente ale vectorilor
termenilor liberi.

Se consideră dată ca input, precizia calculelor ϵ = 10−p.

1. Calculaţi şi afişaţi dimensiunea sistemului (numărul de elemente ale
vectorilor b şi d0).

2. Calculaţi şi afişaţi numerele diagonalelor memorate ı̂n fişierele d1 i.txt
şi d2 i.txt.

3. Verificaţi că toate elementele din d0 sunt nenule.

4. Calculaţi, dacă este posibil, soluţia sistemului Ax = b folosind metoda
Gauss-Seidel. La actualizarea elementelor vectorului x(k+1) folosind el-
ementele nenule ale matricei şi componentele vectorului x(k) se folosesc
doar elementele vectorilor d0, d1, d2 şi b. Fiecare element din vectorii
d1, d2 vor fi accesaţi doar de două ori iar elementele din d0 şi b o singură
dată.

5. Dacă soluţia a putut fi aproximată (notăm cu xGS soluţia aproxima-
tivă), calculaţi vectorul:

y = AxGS

printr-o singură parcurgere a vectorilor d0, d1, d2 şi b.

6. Calculaţi şi afişaţi norma (dacă soluţia a putut fi aproximată):

∥AxGS − b∥∞.

7. În toate calculele care folosesc elemente ale matricei A, folosiţi doar
vectorii d0, d1 şi d2 (nu folosiţi matrice declarate clasic).

Observaţie: La implementarea metodei Gauss-Seidel şi calculul vectorului
AxGS nu folosiţi alocarea de matrice clasice s, i nici nu folosiţi/implementaţi
o funct, ie val(i,j) care returnează pentru orice pereche de indici (i,j) valoarea
elementului corespunzător din matrice (aij).
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Metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare rare

Presupunem că matricea A este nesingulară, i.e. detA ̸= 0. Notăm soluţia
exactă a sistemului (1) cu x∗:

x∗ = A−1b.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor liniare au fost dezvoltate pentru
sisteme cu dimensiune n ‘mare’, cu matricea sistemului A rară (o matrice
care are ‘puţine’ elemente nenule aij ̸= 0). În cazul metodelor iterative, ma-
tricea A nu se modifică (ca ı̂n cazul algoritmului de eliminare Gauss sau a
descompunerilor LU , QR), ci sunt folosite doar elementele nenule ale matri-
cei pentru aproximarea soluţiei exacte x∗. Pentru matricele rare se folosesc
scheme de memorare economice specifice.

Pentru aproximarea soluţiei x∗, se construieşte un şir de vectori{x(k)} ⊆
Rn , care, ı̂n anumite condiţii, converge la soluţia exactă x∗ a sistemului (1):

x(k) −→ x∗ , k −→ ∞.

Vectorul x(0) se iniţializează, de obicei. cu 0:

x
(0)
i = 0 , i = 0, . . . , n− 1

Atunci când şirul {x(k)} converge, limita şirului este chiar x∗ soluţia exactă
a sistemului(1).

Metoda Gauss-Seidel

Pentru a putea aplica această metodă, vom presupune că toate elementele
de pe diagonala principală a matricei A sunt nenule:

aii ̸= 0 ∀i = 0, . . . , n− 1

Când se citesc aceste elemente din fişierul corespunzător postat, verificaţi că
toate aceste valori sunt nenule (|aii| > ϵ , ∀i). Dacă există un element nul pe
diagonala principală a matricei, sistemul liniar nu se poate rezolva folosind
metoda iterativă Gauss-Seidel.
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Şirul de vectori generat cu metoda iterativă Gauss-Seidel se construieşte
folosind următoarea relaţie:

x
(k+1)
i =

(
bi −

i−1∑
j=0

aijx
(k+1)
j −

n−1∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
aii

, i = 0, . . . , n− 1

=

(
bi −

∑
elemente nenule de pe linia i

cu excepţia elementului diagonal

val ∗ x(?)
column index

)

valoarea elementului diagonal de pe linia i
(2)

Formulele de calcul de mai sus trebuie adaptate cu tipul economic de
memorare a matricei A (doar folosind elementele din vectorii d0, d1, d2).
Pentru a calcula componenta i a vectorului x(k+1), avem nevoie de elementele
nenule de pe linia i a matricei A. Găsiţi elementele din vectorii d0, d1, d2
care sunt plasate pe linia i .

Dacă, de exemplu, matricea A are diagonala dominantă ı̂n raport cu
liniile, adică sunt ı̂ndeplinite condiţiile:

|aii| >
n−1∑
j = 0
j ̸= i

|aij| for all i = 0, . . . , n− 1

şirul {x(k)} calculat cu algorimul Gauss-Seidel, converge la soluţia x∗ (această
relaţie ı̂ntre elementele matricei A nu este singura care asigură convergenţa
şirului).

Pentru metodele iterative de rezolvare a sistemelor liniare, convergenţa
sau divergenţa şirului {x(k)} nu depinde de alegerea iteraţiei iniţiale x(0).

Pentru a aproxima soluţia x∗ trebuie să calculăm un termen al şirului
x(k) pentru k suficient de mare. Se ştie că, dacă diferenţa dintre doi termeni
consecutivi ai şirului {x(k)} devine suficient de ‘mică’, atunci ultimul vector
calculat este ‘aproape’ de soluţia căutată:

∥x(k+1) − x(k)∥ ≤ ϵ ⇒ ∥x(k+1) − x∗∥ ≤ cϵ , c ∈ R+

⇒ x(k+1) ≈ x∗.
(3)

4



Nu este nevoie să memorăm toţi vectorii calculaţi ai şirului {x(k)} ci avem
nevoie doar de ultimul vector, cel care satisface prima inegalitate din relat, ia
(3) , ∥x(k) − x(k−1)∥ ≤ ϵ.

În programul vostru, puteţi folosi doar doi vectori pentru calcularea vec-
torilor din şirul {x(k)}:

xc pentru vectorul x(k+1) şi xp pentru vectorul x(k).

Metoda Gauss-Seidel poate fi implementată folosind un singur vector pe par-
cursul calculelor, xc = xp.

Metodă iterativă de rezolvare a sistemelor liniare (cu 2 vectori)

xc = xp = 0 ;

k = 0 ;

do

{
xp = xc ;

calculează noul xc folosind xp (cu formula (2)) ;

calculează ∆x = ∥xc − xp∥ ;

k = k + 1 ;

}
while (∆x ≥ ϵ şi k ≤ kmax şi ∆x ≤ 1010 )

if ( ∆x < ϵ)

xc ≈ x∗ ; // xc este aproximarea căutată a soluţiei exacte

else ‘divergenţă’ ;

(kmax = 10000, ϵ = 10−p , p ∈ {5, 6, 7, 8, 9} )
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Exemplu

Matricea:

A =


102.5 2.5 0.0 1.1 0.0
2.5 104.88 1.05 0.0 0.33
0.0 1.05 100.0 0.0 0.0
1.1 0.0 0.0 101.3 1.0
0.0 0.33 0.0 1.0 102.23


poate fi memorată astfel:

d0 = (102.5, 104.88, 100.0, 101.3, 102.23) − diagonala principală

p = 1 , d1 = (2.5, 1.05, 0.0, 1.0) − prima diagonală secundară

q = 3 , d2 = (1.1, 0.33) − a doua diagonală secundară

Presupunem că:

x(0) =


1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

 , b =


6.0
7.0
8.0
9.0
1.0


x
(1)
0 (memorare clasică)

= (b0 − a01x
(0)
1 − a02x

(0)
2 − a03x

(0)
3 − a04x

(0)
4 )/a00

= (6.0− 2.5 ∗ 2.0− 0.0 ∗ 3.0− 1.1 ∗ 4.0− 0.0 ∗ 5.0)/102.5

(memorare economică)

= (6.0− 2.5 ∗ 2.0− 1.1 ∗ 4.0)/102.5
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x
(1)
1 (memorare clasică)

= (b1 − a10x
(1)
0 − a12x

(0)
2 − a13x

(0)
3 − a14x

(0)
4 )/a11−

= (7.0− 2.5 ∗ x(1)
0 − 1.05 ∗ 3.0− 0.0 ∗ 4.0− 0.33 ∗ 5.0)/104.88

(memorare economică)

= (7.0− 2.5 ∗ x(1)
0 − 1.05 ∗ 3.0− 0.33 ∗ 5.0)/104.88

x
(1)
2 (memorare clasică)

= (b2 − a20x
(1)
0 − a21x

(1)
1 − a23x

(0)
3 − a24x

(0)
4 )/a22

= (8.0− 0.0 ∗ x(1)
0 − 1.05 ∗ x(1)

1 − 0.0 ∗ 4.0− 0.0 ∗ 5.0)/100.0

(memorare economică)

= (8.0− 1.05 ∗ x(1)
1 )/100.0

x
(1)
3 (memorare clasică)

= (b3 − a30x
(1)
0 − a31x

(1)
1 − a32x

(1)
2 − a34x

(0)
4 )/a33

= (9.0− 1.1 ∗ x(1)
0 − 0.0 ∗ x(1)

1 − 0.0 ∗ x(1)
2 − 1.0 ∗ 5.0)/101.3

(memorare economică)

= (9.0− 1.1 ∗ x(1)
0 − 1.0 ∗ 5.0)/101.3
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x
(1)
4 (memorare clasică)

= (b4 − a40x
(1)
0 − a41x

(1)
1 − a42x

(1)
2 − a43x

(1)
3 )/a44

= (1.0− 0.0 ∗ x(1)
0 − 0.33 ∗ x(1)

1 − 0.0 ∗ x(1)
2 − 1.0 ∗ x(1)

3 )/102.23

(memorare economică)

= (1.0− 0.33 ∗ x(1)
1 − 1.0 ∗ x(1)

3 )/102.23

Sistemele liniare memorate ı̂n fişierele postate au următoarele soluţii:

1. (d0 1.txt, d1 1.txt, d2 1.txt, b 1.txt) are soluţia:

xi =
2.0

3.0
, ∀i = 0, . . . , n− 1

2. (d0 2.txt, d1 2.txt, d2 2.txt, b 2.txt) are soluţia:

xi = i ∗ 4.0

7.0
, ∀i = 0, . . . , n− 1

3. (d0 3.txt, d1 3.txt, d2 3.txt, b 3.txt) are soluţia:

xi = 2.0, ∀i = 0, . . . , n− 1

4. (d0 4.txt, d1 4.txt, d2 4.txt, b 4.txt) are soluţia:

xi = i, ∀i = 0, . . . , n− 1

5. (d0 5.txt, d 5.txt, d2 5.txt, b 5.txt) are soluţia:

xi = i ∗ 0.4, ∀i = 0, . . . , n− 1 (?!?)
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