Tema nr. 2

Date: n - dimensiunea sistemului, € - precizia calculelor, matricea sis-
temului A € R™*™ vectorul termenilor liberi b € R” i dU € R"™ diagonala
matricei U, un vector cu toate elementele nenule (|dU;| > €, Vi):

Sa se calculeze, cand este posibil, o descompunere LU a matricei A
(A = LU), unde L este matrice inferior triunghiulara, iar U este ma-
trice superior triunghiulara cu u; = dU;, Vi. In acest text este descris
algoritmul de calcul al descompunerii LU cand dU; = 1,Vi. Adaptati
algoritmul descris astfel incat diagonala matricei U sa fie egala cu dU.
Matricele L i U se vor calcula in n pasi, la fiecare pas p, se calculeaza
elementele liniilor p din matricele L si U.

Folosind aceasta descompunere, sa se calculeze determinantul matricei
A (det A = det Ldet U, folositi aceasta relatie cat mai eficient posibil,
adica cu numar minim de calcule) ;

Utilizand descompunerea LU calculata mai sus si metodele substitutiei
directe si inverse, sa se calculeze x 7, o solutie aproximativa a sistemu-

lui Ax = b;
Sa se verifice solutia calculata prin afisarea normei:
init
A" 2Ly — b2

(aceastd norma ar trebui s fie mai mica decat 107%,1079)

A"t este matricea initiala, nu cea modificatd pe parcursul algoritmului.
m notat cu || - || norma Euclidiana.
A tat Euclid

Restrictie: In program si se aloce doar doud matrice, A gi A™? (o copie
a matricei initiale). Descompunerea LU se va calcula direct in matricea
A. Diagonala matricei U se gaseste in vectorul dU si se va tine cont
de acest lucru la rezolvarea sistemului superior triunghiular Uz = y (se
modifica procedura de rezolvare a sistemelor superior triunghiulare).

Folosindu-se una din bibliotecile mentionate in pagina laboratorului, sa
se calculeze si sa se afigseze solutia sistemului Az = b si inversa matricei



A, Al Sa se afiseze urmitoarele norme:
rLy — zipl|2

|z — Ay b2

Scrieti programul astfel incat sa poata fi testat (si) pe sisteme de dimen-
siuni mai mari ca 100.

Bonus 20 pt.: Sa se calculeze descompunerea LU cu proprietatile cerute
mai sus (uy; = dU;, Vi), a matricei A cu urmatoarele restrictii de memorare: sa
se aloce o singura matrice In program pentru memorarea matricei A, matrice
care va ramane neschimbata (se va folosi pentru calculul descompunerii LU).
Pentru calculul matricelor L si U se vor folosi doi vectori de dimensiune
n(n+1)/2 in care se vor memora elementele din partea inferior triunghiulara,
respectiv superior triunghiulara a matricelor L si U. Cu acest tip nou de
memorare a datelor, sa se calculeze solutia sistemului liniar Ax = b, xy si
sa se verifice ca A =~ LU (se afiseaza matricea produs LU).

Observatii

1.

Precizia calculelor €, este un numar pozitiv de forma ¢ = 107 (cu
t =5,6,...,10,... la alegere) care este data de intrare in program (se
citeste de la tastatura sau din figier) la fel ca gi dimensiunea n a datelor.
Acest numar se foloseste atunci cand testam daca o variabila este 0 sau
nu naintea unei operatii de impartire. Daca vrem sa efectuam operatia
de impartire s = 1/v unde v € R, NU vom scrie:

ifv!'=0)s=1/v;

else Write(” nu se poate face impartirea”);
ci vom scrie In program:

if(Math.Abs(v) > eps) s = 1/v;

else Write(” nu se poate face impartirea” );

Daca pentru o matrice A avem descompunerea LU, rezolvarea sistemu-
lui Ax = b se reduce la rezolvarea a doua sisteme triunghiulare:

Ly = b,

A.r:b<—>LUx:b<—>{
Ur =



Se rezolva intai sistemul inferior triunghiular Ly = b. Apoi se rezolva
sistemul superior triunghiular Uz = y unde y este solutia obtinuta
din rezolvarea sistemului precedent, Ly = b. Vectorul x rezultat din
rezolvarea sistemului Uz = y este si solutia sistemului initial Ax = b.

3. Pentru calculul || A"z — b]|o avem:

A=(a;) eR"™ , 2eR", Az =y eR", y= (yi)in,

Y = E a;r; , 1=1,2,....n

j=1

z=(z))r, €R" |

Se poate folosi o functie din biblioteca pe care o folositi pentru a calcula
aceasta norma.

Metodele substitutiei

Fie sistemul liniar:
Ax =b (1)

unde matricea sistemului A este triunghiulara. Pentru a gasi solutia unica
a sistemului (1), trebuie ca matricea sa fie nesingulara. Determinantul ma-
tricelor triunghiulare este dat de formula:

det A = a11a922 * * * App
Prin urmare pentru rezolvarea sistemului (1) vom presupunem ca:
detA;é0<:>am7£0 Vi=1,2,...,n

Vom considera intai cazul cand matricea A este inferior triunghiulara.
Sistemul (1) are forma:

a1y = b
A21T1 +  G22%2 = by
a; 1Tyt pTy o T = b
Ap1®T1 + GpaT2 + -+ QT + o + AppT, = bn
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Necunoscutele x1, xs, ..., x, se deduc folosind ecuatiile sistemului de la
prima catre ultima.
Din prima ecuatie se deduce x:

b
XrTH = — 2
= (2)

Din a doua ecuatie, folosind (2), obtinem xs:

by — ag1 x4
PTyg = ———
a22

Cand ajungem la ecuatia i:
ai1®1 + %o + -+ Q11 + ar; = by
folosind variabilele x1, x»,...,x;_1 calculate anterior, avem:

bi —anry — - — aji—1Ti1

xTr; =
Qi

Din ultima ecuatie se deduce z,, astfel:

bn — Ap1T1 — Ap2T2 — *°* — App—1Tp—1

Tn =
GAnp

Algoritmul de calcul a solutiei sistemelor (1) cu matrice inferior triunghi-
ulara este urmatorul:

i—1
(b — ;%%)
T; = = . i=1,2,...,n—1,n (3)
Qg

Acest algoritm poarta numele de metoda substitutiei directe. Pentru matricele
inferior triunghiulare cu 1 pe diagonala (a; = 1 ,Vi) formula de mai sus
devine:

i—1
xi:bi—Zaijxj s i:1,2,...,n—1,n (4)
j=1



Vom considera, in continuare sistemul (1) cu matrice superior triunghiu-
lara:

a1y + - 4+ oaur; + o+ A1p—1Tp—t +  A1,Ty = b
ayET; + 0+ Qip—1Tp—1 + ATy = b
Ap—1n—1Tp—1 + GQpn-1nTyp = bnfl

ApnTy = bn

Necunoscutele x, ,...,z, se deduc pe rand, folosind ecuatiile sistemului de
la ultima catre prima.
Din ultima ecuatie gasim x,,:

bn
Tn = (5)
a/TLTZ
Folosnd valoarea lui z,, dedusa mai sus, din penultima ecuatie a sistemului
obtinem:
bn—l — Qp—1nTn

Tp—1 =
Ap—1n—1
Cand ajungem la ecuatia i:
AjiTi + Qi1 Tig1 + -+ ATy = b;

se cunosc deja x;11,Ti12,..., Ty $i deducem:

b, — Aii41T541 — **° — QipTp

T; =
Qi

Din prima ecuatie gasim valoarea lui xy:

by — ajpxe — - - — a1,y
xr1 =

a1

Procedeul descris mai sus poarta numele de metoda substitutier inverse pentru
rezolvarea sistemelor liniare cu matrice superior triunghiulara:

(b= 3> ay;)
7 = s L i=nn—1,...,21 (6)
Qg




Pentru matricele superior triunghiulare cu a;; = 1, Vi formula de mai sus

devine:
n

xi:bi—Zaijxj s i:n,n—l,...,Z,l (7)

j=it+1



Descompunerea LU

Daca A € R™ " este o matrice reald patratica de dimensiune n astfel
incat det Ay, # 0, Vk = 1,...,n, unde Ay = (a;j)ij=1,. - Atunci, se poate
demonstra ca o unica matrice inferior triunghiulara L = (;;); j=1,..» $i 0 unica
matrice superior triunghiulara U = (u;;); j=1,.n cu u; = dU;,i = 1,...,n
(dU; # 0 Vi) astfel incat:

A=LU (8)

Algoritmul de calcul al descompunerii LU

Fie A € R™"™ o matrice reala patratica de dimensiune n care satisface
ipotezele teoremei de mai sus. Algoritmul de calcul al matricelor L i U are
n etape. La fiecare pas p al algoritmului se calculeaza elementele liniei p din
matricea L gi elementele liniei p din matricea U.

Pasul p (p=1,2,...,n)

Se determina elementele liniei p a matricei L, [,,;,7 = 1...,p, si elementele
liniei p a matricei U , upy, =1, up, i =p+1,...,n.

Sunt cunoscute de la pasii anteriori elementele primelor p — 1 linii din L
(elemente [; cu k = 1,...,p — 1) si elementele primelor p — 1 linii din U
(elemente ug; cu k=1,...,p—1).

Calculul elementelor linei p din matricea L : l,; i =1,...,p

(lm:O,z:p—l—l,,n)

Uy;
W24

Ui—1; .
ap; = (lp17lp2a"‘in"'lppaoa"’o) ' :(ZSP)

= Ipuy + lpoug + -+ + lpi—1ui—1i + [yl



Stiind ca u; = 1, putem calcula elementele liniei p a matricei L astfel:

i—1
Ly = (api—Zzpkuki)/L i=1,...,p, Li=0,i=p+1,...,n. (9)
k=1

(lpk, k =1,...,7—1 sunt elemente ale liniei p a matricei L calculate la pasul
p, nainte de calculul elementului l,;, ug;, £ = 1,...,p — 1 sunt elemente de
pe linii ale matricei U calculate in pasii anteriori).

Calculul elementelor liniei p din matricea U: u,; , 1 =p+1,...,n
(Upp = Lup; =0, i=1,...,p—1)

Ap; = (lplalp27"'7lpp71?lpp707”'0) : =(>p)

= lpluu + lp2u2i +--- lppflupfli + lppupi

Daca l,, # 0, putem calcula wu,; astfel:

p—1
Qp; — § lpkuki
k=1

Up; = , i=p+1,....n (10)

Lop
(elementele ., k = 1,...,p sunt elemente de pe linia p a matricei L calculate
la pasul p iar ug;, K =1,...,p — 1, sunt elemente de pe linii deja cunoscute

ale matricei U, fiind calculate anterior)
Daca [,, = 0, calculele se opresc, in acest caz descompunerea LU nu poate
fi calculata, matricea A are un minor nul, det A, = 0.
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Observatie:
Pentru memorarea matricelor L i U se poate folosi matricea A initiala.
Vom folosi partea strict superior triunghiulara a matricei A pentru a memora

elementele nenule u;; ale matricei U cu ¢ = 1,2,...,n, j = i+ 1,...,n
(cu exceptia elementelor de pe diagonald) iar partea inferior triunghiulara
a matricei A pentru a memora elementele /;; ale matricei L , ¢ = 1,...,n
J = 1,2,...,1. Elementele diagonalei matricei U, u; = 1 Vi = 1,...,n se

gasesc in vectorul dU. Vom tine cont de acest lucru la rezolvarea sistemului
superior triunghiular. Calculele (9) si (10) se pot face direct in matricea A.

Exemple
1.
4 2 3 2
A= 2 7 55 , dU=1 3
6 3 12.5 4
2 00 2 1 15
L= 1 20 , U= 0 3 2
3 0 2 00 4
Solutia sistemului:
4 2 3 T 21.6 2.5
2 7 5.5 To =1 33.6 este 2.2
6 3 12.5 T3 51.6 2.4
2.
25 2 2 1
A= -5 -2 -3 , dU = 1
5 6 6.5 1
25 0 0 1 0.8 0.8
L= -5 2 0 ., U= 0 1 05
5 2 1.5 0 0 1
Solutia sistemului:
25 2 2 T 2 1.6
-5 -2 -3 T = —6 este —1
5 6 6.5 T3 2 0



