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Optimizare numerica

Probleme de minimizare
min{f(x);xeD}, DcCR", f:R"—R

O problemd de maximizare se poate reduce la una de
minimizare astfel:

max {f(x); x€ D} = —min {-f(x) ; x € D}.

1/66



Tipuri de probleme de optimizare

- liniard sau neliniara - functia f este liniard sau
neliniard

- patratica - functia f este patratica

- convexd - functia f este convexa

- fard restrictii- D C R”

- curestrictii-D = {x e R"; ¢(x) <0}
- continua - x ia valori reale, D C R"

- discreta - x ia valori discrete, D multime de valori
discrete

- in numere intregi - D C Z"

- mixtd - unele componente ale vectorului x sunt
discrete si celelalte sunt continui
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Optimizare - Definitii
Considerdm problema de minimizare fara restrictii:
min {f(x); xeR"} f:R"—R

Un punct x* € R" se numeste punct de minim global
pentru functia f daca f(x") < f(x) ,Vx € R".

Un punct x* € R"” se numeste punct de minim local
pentru functia f dacd existd o vecindtate V a punctului x*
astefl incat f(x*) < f(x) ,Vx e V.

Un punct x* € R"” se numeste punct de minim strict local
pentru functia f daca existd o vecindtate V a punctului x*
astefl incat f(x*) < f(x) ,Vx e V,x # x".

V=Sx"r)={xeR"; |x—x"|<r}
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Optimizare - Definitii

Dacé functia f € C'(R"), se numeste gradient al functiei f
in punctul x, vectorul:

d d d
Vi = (520, 22w, - )

X1

Daca functia f € C*(R"), se numeste matrice Hessiani a
functiei f in punctul x, matricea:

92
Hf(x) = V2f(x) = ( 8xic]9cxj (x)) € R™"
i,j=1,..,n

.....
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Matricea Hessiana

aZf aZf aZf
a—x%(x) dx10x2 () - 0x10x, ()
I*f I*f *f
Hy(x) = sz (x) = | Ix20x1 ) 8_x%(x) Ix20xy, )
92 92 : 92
LS ! )

0xpdx1 . Oxpdxy | ox2
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Dezvoltare in serie Taylor de ordinul 1

f € CZ(RH) , a= (lll,az, .. .an)T e R”
n 62/7 )
f@) =f@)+ ) 5@~ a) + R(lx ~al?)
i=1 !

= f(@) + Vf(@)"(x — a) + R(|lx - al*)
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Dezvoltare in serie Taylor de ordinul al 2-lea

feCXR" , a=(ay,a,...ay,)" €R"

)
F&) =f@)+ Y L) —aiy+
i=1 !

I*f
axian

% (@)(xi — a))(xj — @) + R(l|x — al®)

i=1 j=1

=f(a)+ Vf(a)T(x —a)+ %(x — a)THf(a)(x —a) + R(||x — a||®)
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Optimizare - conditii necesare de optim de
ordinul 1

Teorema 1

Fie f € C'(R") si x* € R" un punct de minim local pentru
functia f. Atunci Vf(x*) = 0.

Un punct x* € R” pentru care Vf(x*) = 0 se numeste punct
stationar/critic pentru functia f.

Teorema de mai sus spune ca orice punct de minim local
pentru functia f trebuie sa fie punct stationar. Punctele de
minim local pot fi cautate printre solutiile sistemului
neliniar de ecuatii Vf(x) = 0.
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Optimizare - conditii necesare de optim de
ordinul al 2-lea

Teorema 2

Fie f € C2(R") si x* € R" un punct de minim local pentru

functia f. Atunci Vf(x*) = 0 si matricea Hessiana Hy(x")

este pozitiv semidefinita.

O matrice A € R se numeste pozitiv definita daca:
(Ax, x)g, >0 , VxeR", x#0

O matrice A € R se numeste pozitiv semidefinita daca:

(Ax, x)g, >0 , VxeR"
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Optimizare - conditii suficiente de optim de
ordinul al 2-lea

Teorema 3
Fie f € C>(R"), x* € R" un punct stationar, Vf(x*) = 0

pentru care matricea Hessiand Hf(x*) este pozitiv definita.
Atunci x* este punct de minim strict local pentru functia f.
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Optimizare - functii convexe

O functie f : R" — R se numeste functie convexa daca:

flax1+(1-a)x2) < af (x1)+(1-a)f (x2), ¥Vx1, x, € R", Ya € [0,1]

Teorema 4

Daca functia f : R” — R este convexa atunci orice punct
de minim local este punct de minim global. Dac4, in plus,
f € CY(R") atunci orice punct stationar (Vf(x*) = 0) este
punct de minim global.
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Optimizare - Metode de descrestere

Se numeste directie de descrestere a functiei f in punctul
x, un vector d € R" pentru care:

fx+ad) <f(x) , Yae[o0,a).

Teorema 5

Fie f € C'(R™. Un vector d € R" este directie de descrestere
pentru functia f in punctul x daca si numai daca:

V(x)'d = (d, VF(x)) g, <O.
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Algoritm de optimizare

Metodii de descregstere

1. alege x € R"
2. do

> gaseste o directie de descrestere d a functiei f in x;
> gdseste @ > 0 astfel ca:

f(x+ad)=min{f(x+ad); a €[0,a)}

(ajustarea pasului -line search)
> x=x+ad

while (nu am gasit solutia);
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Ajustarea pasului (line search)

Pentru gasirea lui &, avem de rezolvat o problema de
minimizare unidimenionala:

min {g(a) ; a € [b,c] }. 1)

Pentru rezolvarea acestei probleme, de obicei, se folosesc
algoritmi care aproximeaza soltia ecuatiei neliniare

g’(a) = 0. Se construiesc siruri de vectori (ax), care, in
anumite cazuri, converg la solutia problemei g’(a) = 0.
Pentru ca solutia gdsitd sd fie si solutia problemei (1), este
necesar ca g’ (a*) > 0.
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Metoda Newton

Fie a; aproximarea curentd solutiei problemei de
minimizare (1). Folosim dezvoltarea in serie Taylor a
functiei g:

8(0) = g+ (@) a—a)+ " @)a—a+ 38’ () o)’

Fie functia q definita de:

1) = 3@) + g @) - a) + 58 @ - a. )
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Metoda Newton

Pentru valori ale lui a in apropiere lui a; putem presupune
cd functia g aproximeaza functia g, g(a) = g(a). Pentru a
afla urmatorul element din sir, ax,1, vom minimiza functia
g (in locul functiei g).

Calculam urmatorul element din sir, a1, ca solutie a
problemei de minimizare:

q(ax+1) = min{q(a) ; a € [b,c] }.

Functia g este un polinom de grad 2 in necunoscuta a, de
unde vom obtine urmdtoarea formula pentru aj.;:

&)
g’ (ax)

Aje+1 = Ag , k=0,1,2,...

Primul element al sirului, ap se alege la intamplare.
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Metoda secantei

Daca in relatia (2), se face urmdtoarea aproximare:

g (ar) — ¢'(ar-1)
ax — Ak—1

g (ar) =

obtinem urmatoarea metoda de aproximare, numita
metoda secantei:

— k-1
ps1 = 4a , k=0,1,...
k+1 k— g( k)g (a) g(uk 1)

Pentru a construi sirul ai, trebuie precizate primele doua
elemente din sir, ag si a;.
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Aproximare spline cubica

Pentru a construi elementul ax,1 al sirului, vom folosi
elementele a_1, a si valorile g(ax—1), g(ax), &' (ax-1), &' (ax).

Aproximam functia ¢ cu un polinom de gradul al 3-lea:

g(a) ~ q(a) = co a® + 1 a* + co a + c3.

Functia g, respectiv constantelec;,i =0, ..., 3, se
calculeaza astfel ca:

qlax-1) = glak-1) ,  qlax) = glax)
q' (k1) = &' (a-1) , q'(a) = g (ax)
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Aproximare spline cubica

Elementul gy este punctul de minim al functiei g si se
calculeaza folosind urmatoarele formule:

g (ax) + up —uy

e e oy
k) — 8\ k-

w = ) + ¢ () — 35 8@
ax — Aj—1

wy = \Jut =g a)g (@)
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Ajustarea inexacta a pasului

f(x+ad)~min{f(x+ad); a €0, a).

- nu se obtine & optimal;

- pentru reducerea timpului de lucru, procedeul de
calcul a punctului de optim se opreste inainte de a
ajunge la solutie, in functie de anumite criterii/teste
de oprire.
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Ajustarea inexacta a pasului

Regula lui Armijo

ga) =f(xx +ady) , &) =g(0)+eg’(0), e €(0,1).

O valoare 7 este acceptabild dupa regula lui Armijo daca:
1. g(@) < g(@)
2. g(oa) = 3(oa)

o=2saull, e =0.2.
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Ajustarea inexacta a pasului - regula Armijo

k=0;
se alege ap;

while ( g(ax) > 3(ax) )

1
1 = —dk

e k=k+1,;
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Ajustarea inexacta a pasului

Testul Goldstein

Dat € € (0,2), & este considerat acceptabil daca:
g@) < sig(a)>g0)+(1-e)'(0)

Alternativ, valoarea & este acceptatd daca:

L e =) _

1_
avieTde o ©
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Ajustarea inexacta a pasului

Testul Wolfe

Pentru € € (0, 2), o valoare @ indeplineste conditia de
acceptare dacd:

g(@) < g(@) = g(0) + e g’(0)

§'(@) = (1-¢€)g'(0)
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Ajustarea inexacta a pasului

acceptable range
(a) Armijo rule

acceptable range.
(b) Goldstein test

acceptable range
(©) Wolfe test
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Optimizare - forme padtratice

Fie A € R™" o0 matrice simetricd si pozitiv (semi)definitd,
b € R". Se numeste forma patratica o functief : R" — R
definita astfel:

f(x) = (Ax, x)g, — (b, x)pa + ¢

= —xTAx—xTb+c , ceR

I\)b—‘ N =
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Optimizare - forme padtratice

Gradientul si matricea Hessiand a unei forme patratice
sunt:

Vf(x) =Ax-b , Hp(x) =Vf(x)=A

Daca matricea A este pozitiv definitd, avem det A # 0 si
functia f este strict convexa. Orice punct de minim local
este punct de minim global.

Problema de minimizare:

f(x) = min {f(x); x € R" }

are un punct de minim unic, x* € R". Acest punct unic de
minim este solutia sistemului liniar:

Ax=b , x*=A"1b
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Metoda pantei maxime (steepest descent)

Consideram problema de minimizare pentru functia
f:R" —R:
min{f(x); x e R" }.

Solutia acestei probleme poate fi aproximatd folosind un
sir construit cu o metoda de descrestere:

xodat , xpp =xp+axde , k=0,1,...

unde dj este o directie de descrestere a functiei f in xy iar
ai > 0 este solutia problemei de minimizare:

fxx + ardy) = min{f(xx + adx); a €[0, ) }.

Metoda pantei maxime considera ca directia de
descrestere:

dk = —Vf(xk).
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Metoda pantei maxime - forme pdtratice

gx) =Ax—-b
Xkl = Xk — 0k Qk , Sk =8(xk) = Axg — b.

ar =argmin{f(xx —agx); a €[0,a)}

flx) = %(xk — agi) Al — agr) — (v — agi) b +c
(gkAgk) (gkAxk 8}:1’)0‘ + f (xk)

(gkAgk)a — (8¢8k) @ + f(x)
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Metoda pantei maxime - forme pdtratice

f(xx — a gk) - functie polinomiald de gradul 2 in «,
coeficientului lui a? este pozitiv, gZAgk > 0 (A este pozitiv
definitd). Punctul de minim al lui f(xx — a gx) este:

S 8k

Xmin — Ok = T
8 Ak

2

o = lIgll5

(Agx, 8K) g
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Metoda pantei maxime - forme pdtratice

xo — dat

_ 1 8k
8L Agk

Sk=Axxr—-b , ax

Xep1 =Xk —ak8k ., k=0,1,...
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Metoda pantei maxime - f oarecare

xo — dat
Sk = Vf(xx)
. = arg min {f(xe - a gy); a € [0,)}

Xeel =Xk — k8, k=0,1,...
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Metoda pantei maxime
Pentru f forma patratica:
1 T * 1 T *
E(x) = E(x—x) Alx —x") =f(x) + E(x) Ax

VE() = Vf(2) = g(x)

Pentru forme patratice, sirul construit cu metoda pantei
maxime satisface relatia:

2
(88x)

1 _
(gZAgk) (g,fA‘lgk)

E(xgs1) = E(x)
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Inegalitatea lui Kantorovici

Pentru A € R™", simetrica si pozitiv definitd are loc
inegalitatea:

(xTx)? e
(xTAx) (xTA-1gy) — (c+C)?

unde ¢ este cea mai mica valoare proprie a matricei A si C
este cea mai mare valoare proprie
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Metoda pantei maxime - convergenta

Teorema 6 (cazul patratic)

Fie f : R" — R o forma patraticd. Pentru orice iteratie
initiald xo, sirul construit cu metoda pantei maxime
converge la x* unicul punct de minim al functiei f,

Xk — X', k — oo. Are loc urmatoarea relatie:

C+

2
E(xg41) < ( z) E(xx)-

35/66



Metoda pantei maxime - convergenta

Teorema 7 (cazul general)

Fie functia f : R" — R, f € C3(R". Presupunem ci x* € R"
este un punct de minim local al functiei f. Presupunem ca
matricea Hessiana Hy(x") = V2f(x*) are ¢ > 0 cea mai mica
valoare proprie si C > 0 cea mai mare valoare proprie
(matricea Hessiand Hy(x") este pozitiv definitd). Dacd sirul
(xx) construit cu metoda pantei maxime converge la x*,

Xx — x*, k — oo atunci are loc urmatoarea relatie:

2
S (ieen) f(X)<( )[f(xk) vicalt
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Metoda gradientului descendent

xo — dat

xk+1:xk_nvf(xk) ’ k:011/---

1 este o valoare micd, pozitiva (1 = 1071,1072, ...), care
poarta numele de rata de invatare.

Pentru probleme de maximizare metoda se numeste a
gradientului ascendent si are forma:

xo — dat

Xe1 =X+ Vi) , k=0,1,...
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Metoda Newton

Fie xy iteratia curentd a sirului care aproximeaza solutia
problemei de minimizare:

min{f(x); x e R" }.

Scriem dezvoltarea in serie Taylor de ordinul 2 in jurul
punctului x:

f@) =gW) +RUx—xl®) , y=x—x

8() =) + VA (e = 20) + 5~ 1) VA () (x ~ )

= %yTAy—yTb +c,

A=Vf(x) , b=-Vf(xx) , c=f(x)
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Metoda Newton
Problema de minimizare:
min {g(y); y € R"}

are un unic punct de minim y*, dacd matricea A este
simetrica si pozitiv definitd. Aceast punct de minim este
solutia sistemului liniar Ay = b:

y' = A7 = [V (0] V()

Sirul construit cu metoda Newton are urmatoarea
formula de recurenta:

-1
Xkr] = Xk — [sz(xk)] Vf(xk), k=0,1,... ,xo—dat
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Metoda Newton - convergenta

Teorema 8

Fie f € C3(R") o functie care are un punct de minim local
x*, pentru care matricea Hessiand, V2 f(x*), este pozitiv
definita. Daca iteratia initiald x( este suficient de
apropiatd de solutia x*, ||xo — x*|| < r, atunci sirul {x;}
construit cu metoda lui Newton converge la x* si ordinul
de convergenta este cel putin 2:

X — x° k— o0 , |xg—x <.

7
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Metode cvasi-Newton - BFGS

Se folosesc aproximadri, calculate iterativ, ale matricei
Hessiene sau ale inversei acestei matrice.
Metoda Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

1.
. Calculeaza directia de cautare py = —HVf(xx);

xo-dat, Hy=1,sauHy=al,, k=0;

Calculeazd ay > 0 cu ajustarea inexactd a pasului
Wolfe

Xk+1 = Xk + APk
1
Sk =Xke1 =Xk, Yk = V() = Vi), pr= ——
Yy Sk
Se actualizeazd matricea Hyyq
Hie1 = (I — pryes) ) Hie(I = pryisy) + prsisy

k=k+1
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Metode cvasi-Newton

Metoda SR1 (symmetric-rank-1)

1

Hiyyn=Hiy+ —m——
" (s — Hiyi) Ty

[ (sk — Hiyie) (sk — Hiwe)" |
Metode Broyden
1 T
Bi+1 = B + ——(yk — Brsi)uy
uk Sk

Alegerea vectorului uy defineste metoda de tip Broyden
(este ‘parametrul” metodei Broyden).

Cu Hy se noteazd aproximadri ale inversei matricei
Hessiene iar cu By aproximari ale matricei Hessiene.
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Metoda gradientilor conjugati

(a directiilor conjugate)
Fie A € R™", 0 matrice simetrica, A = AT si pozitiv
definita si b € R".
Fie problema de minimizare a formei patratice definite cu
matricea A si vectorul b:

. 1
min{f(x) = ExTAx —xTb; x e R"}.
Definitie
Pentru o matrice A € R™", simetrici, A = AT, doi vectori

dy,d> € R" se numesc A-ortogonali sau conjugati in
raport cu A daca:

d{ Ady = (Ada, dv)g, = (d2, Ad1)g, = (Ad, da)g, = 0.
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Metoda gradientilor conjugati

A=0uxn = Vdi,dzsuntA ortogonali
A=1I, = ortogonalitate clasicd, (d1, d2)g. = 0.

Vectorii {dy, d1, . . ., dx} se numesc A-ortogonali sau A-
conjugati daca:

dlAd; = (Ad;, di)g, =0, Vi#j,i,j=0,1,... k.

Propozitie

Fie A € R™", o0 matrice simetricd, A = AT si pozitiv
definita si {do, dy,..., dk} directii A-conjugate,
di#0,Vi=0,...,k Atunci vectorii {do, di, ..., dk} sunt
liniar independent;i.
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Metoda gradientilor conjugati

Daci A € R™" este matrice simetrici, A = AT si pozitiv
definita, iar {do, di,..., dn_1} sunt n directii A-conjugate
atunci {do, di,..., dn_l} formeaza o baza in R”.

x"=argmin{f(x); xeR"} @ x* = A"b (Ax* =)

Putem scrie solutia x* in raport cu baza de n vectori
A-conjugati, {do, di,..., dn_l}:

x*:a0d0+a1d1+---+an_1dn_1
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Metoda gradientilor conjugati

Din relatia:
(Ax*, di)gn = (b, di) g, = d] Ax* = a;d] Ad,
rezulta ca: .
d; b _ (b,di)Rn
leAdz (Adz ’ di)Rn

Daca stim n directii A-conjugate, solutia sistemului Ax = b
si a problemei de minimizare cu forme patratice se poate
scrie astfel:

a; =

n—1

£ Adl ,d
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Metoda gradientilor conjugati

Procesul iterativ:

xp € R" — dat
Sk
d,;[Adk
Xes1 =Xk +arde , k=0,1,2,...,n—-1

Sk=Axx—b , ar=

are proprietatea ca x, = x".
Consideram urmatoarele relatii:

Xp=Xx0+apdy+ardy + -+ ap_1 dr—1

X =x0+ Podo+p1dr+ -+ Pu1dna
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Metoda gradientilor conjugati

Avem urmfoarele relatii:

dl A(x; — xo) dl A(x* = xo)
A= —— I IV
dTAd; dTAd;

7 1=

d;{A(xk —xg) = 0.
x*—xr = (Bo—avo) do+- - -+ (Br—1—ak-1) dk—1+Pr dx+. . . Pu—1dp-1.
gidi=0 Vi<k
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Algoritmul gradientilor conjugati

xoeR”, go=AXo—b

do =—=80 = b- AXQ

gkdk

d] Ady

Xke1 = Xk + g dy

Sk+1 = AXjp1 — b sau g1 = gk + o Ady
Adj

Pk =

gk+1
Art1 = —Qk+1 + Prdr

ay = —

d} Ady
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Metoda gradientilor conjugati

Feyi,v2,...,yp € R". Facem urmatoarea notatie:

span{y1,y2,...,¥p} = {yeR"; y=my1+---+a,y,, a; € R}

subspatiul generat de vectorii y1, 12, .

K (g0, k) = span{go, Ago, - - - ,Akgo}

Acest subspatiu se numeste subspatiu Krylov de grad k
pentru vectorul gp.
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Metoda gradientilor conjugati

Teorema 9
Presupunem cd x; # x*. Avem relatiile:
(1) glgi=0 , Vi=0,1,...,k-1

(2) span{go,g1,---,8k} = span{go, Ago, - - . , A¥go }
(3) span{do,di,...,dx} =span{go, Ao, - - - ,Akgo }
(4) dlAd;=0 , Vi=0,1,...,k-1

Sirul x; converge la solutia x* in cel mult  pasi.
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Algoritmul gradientilor conjugati - forma
practica

xo € R"—dat, k=0
g0=Axo—b , do=-g0
while (gx # 0)
88k
dZAdk
Xi+1 = Xk + g di
Sk+1 = Sk + ax Ady
818K+l
Pr=—F—
81 8k
dis1 = —Sk+1 + Prdk
k=k+1

df =
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Metoda gradientilor conjugati - convergenta

Cu ajutorul unei matrice A inR™" simetrica si pozitiv
definitd, se defineste urmatoarea norma matriceala:

llxlla = ~/ (Ax, x) s

Teorema 10

Daca matricea A are doar r valori proprii distincte, atunci
algoritmul gradientilor conjugati calculeaza solutia x* in
cel mult r iteratii
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Metoda gradientilor conjugati - convergenta

Teorema 11

Daca Ay < Ap <--- < Ay, sunt valorile proprii ale matricei
A atunci:

}\ 2
*[12 *
X - X < | /— X
” k+1 ||/1 ( )\ )\ ) || ”14

k1 — X3 = 2E(Xper1)

2
/\nk Al

E <|——| E

(41) < (/\n—k+?\1) (x0)
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Metodele gradientilor conjugati neliniare

min{f(x); xeR"} , f functie oarecare, neliniard

Pentru a calcula elementul xx.1, se foloseste aproximarea
patrtica a functiei f datd de dezvoltarea in serie Taylor in
jurul punctului x;:

F(x) ~ flxi) = fla)+(x—x0)TVF () + %(x —xi) TV f () (x —xx)

In metoda gradientilor conjugati se fac urmadtoarele
inlocuiri:

gk o Vf(w)
A “ sz(xk)
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Algoritmul gradientilor conjugati - functii
oarecare
XOERn—d(Zt, k=0

g0 = Vf(xo);do = —
while (gx # 0)

A =V (xp);
8k <

ax = ——
dkAdk

Xk+1 = Xk + ok d
Sk+1 = Vf (Xk41)

Ady
Pk =

gk+1
dI;[Adk

dks1 = —8k+1 + Pr dk

k=k+1
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Algoritmul gradientilor conjugati - metoda
Fletcher-Reeves

xo € R"—dat, k=0
g0 = Vf(x0);do = —8o
while (gx # 0)
ar =min{f(xx + ady);a € [0,a)}
(exact sau inexact cu testul Wolfe)
X1 = X + Qe
k+1 = Vf(xk+1)
i _ Sk
g
dx1 = —gke1 + Br-di
k=k+1
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Metoda Fletcher-Reeves

Sunt vectorii dj construiti cu metoda Fletcher-Reeves
directii de descrestere?

dx = =gk + Pr-1dk-1

glfdk = —g,fgk + ﬁk—1g,fdk—1

Daca se foloseste ajustarea exacta a pasului:
a-1 este punctul de minim local pentru functia f pe
directia dj-1, ceea ce implica faptul ca:

V(i) dj-1 = gldx—1 =0
Prin urmare:
g,fdk = —g,:(rgk = —||gk||§ < 0 = dy directie de descrestere.
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Metoda Fletcher-Reeves

Daca se foloseste ajustarea inexacta a pasului am putea
avea gxT di > 0 (dy directie de crestere!!) dar dacd se
foloseste testului Wolfe avem:

f(xk + o dk) Sf(xk) + € ay gz dy

IVf (o + a di)Tdi] < (1 - €)lg; dil

1 T
€€(0,§)=> Sk dr < 0.
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Metoda Polak-Ribiére

Este o variantd a metodei Fletcher-Reeves:

8t (8ks1 — &)
818k

PR _
P =

Daca se face ajustarea inexactd a pasului cu testul lui
Wolfe, nu putem deduce cd di sunt directii de descrestere.
Se foloseste modificarea:

Bi = max{‘BgR, 0}

si un test Wolfe adaptat pentru a face directiile dj, directii
de descrestere.

60/66



Varianta Hestenes-Stiefel

HS _ g{+1(gk+1 _gk)
k (Qk+1 — gk) Tk
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Preconditionarea sistemelor liniare
Consideram sistemul liniar cu matricea sistemului A
simetrica si pozitiv definita:

Ax=b , AeR™™  peR"
Folosind matricea A, se poate construi urmatoarea norma
vectriala:
lIxlla = ~/ (Ax, x) s

Urmatoarea formuld ne d3 o evaluare a erorii absolute la
aplicarea metodei pantei maxime:

KA) -1

k
W) llxo — x*[|a

Im—st(
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Preconditionare

K(A) = ||All2lA7Yl, — numarul de conditionare spectrald

0< Ay <Ay <--- <Ay — valorile proprii ale matricei A

Dacd numarul de conditionare k(A) este apropiat de 1
atunci avem convergentd rapida a sirului (xx) la solutia
sistemului Ax = b (k(A) > 1 intotdeauna).

Ideea preconditiondrii este de a transforma sistemul

Ax = b astfel incat sa imbundtatim proprietdtile spectrale.

Ax=b o Ax=0b cu k(A) << k(A).
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Matricea de preconditionare
Precondtionare la stanga:
Ax=b & MMAx=M"p
Precondtionare la dreapta:
Ax=b & AMly=b,x=Mly
Precondtionare la stinga-dreapta:
Ax=b o MAM'y=M"b, x=M;'y, M = MiM,
Matricea M (sau M~! poartd numele de matrice de
preconditionare. Matricea de preconditionare trebuie sa

fie nesingulard, M "~ " A.

64/66



Matricea de preconditionare

Cum trebuie sd alegem matricea M?

> sistemul preconditionat (Ax = b) si fie usor de
rezolvat (convergentd rapida)

> matricea de preconditionare sa fie economic de
construit si aplicat — ietratiile sd nu fie costisitor de
construit
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Matrice de preconditionare

Matricea de preconditionare Jacobi:
M = diag(a11,a22, ce ,ann) = diag(A).
Matricea de preconditionare SSOR, A = L + D + LT:

M= (D+L)DYD+L)T;

-1 T
M(w) = ﬁ(L + %D) (%D) (L + %D) , we0,2)

Pentru w optimal, in anumite cazuri avem:
k(M(wopt)_lA) = O( V(k(A) )

(wopt - foarte costisitor de calculat).
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