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Interpolare Newton pe noduri echidistante

Presupunem cd nodurile de interpolare sunt echidistante:
xi=xo+1th, i=0,1,...,n.

In relatia de mai sus, fie se da h (distanta dintre doua
noduri succesive h = x;41 — x;), fie se precizeaza primul si
ultimul nod, x si x,,, iar h se calculeazi astfel h = *==C,

Astfel are loc

_ fGrivn) —f() _ yie1 — yi

[:vil A:i4-],]f. - X 1— X }1
1+ 1
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Interpolare Newton pe noduri echidistante

Se introduce notiunea de diferenta finita de ordinul 1:

Af(x) = f(x + 1) = f ().

Pornind de la aceasta definitie se pot introduce si
diferente finite de ordin superior:

N’f(x) = A(MF(x)) = A(f(x + ) = f(x))
=f(x+2h) = 2f(x + h) + f(x).

In general, se pot introduce recursiv diferentele finite de
ordin k:

A (x) = AT f(2)) = A (x + h) = A ().
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Interpolare Newton pe noduri echidistante

Prin inductie dupa k, se poate deduce formula de calcul a
diferentelor finite de ordin k folosind doar valorile
functiei f.

k
A¥f(x) = Z(—l)k‘ic;f(x +ih).
=0

Observatie: Daca functia f este polinom de grad m atunci
Af(x) este polinom de grad m — 1, A%f(x) este polinom de
grad m — 2, s.a.m.d.

Prin urmare:

A¥f(x) = 0, pentru k > m, f — polinom de grad m.
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Diferentele divizate si diferente finite

Legatura intre diferentele divizate si cele finite:

o fle) = f()  Af(x)
[xi, xz+1]f = Xl — X0 =T

[xiv1, Xiv2lr = [xi, xinly  A%f(x)
Xiyo — Xi 2R

[xi, Xiv1, Xiv2]r =

Prin inductie se poate arata urmatoarea legdtura intre
diferentele divizate de ordin k si cele finite:

A (xi)

[xi/ xi+1l sy xi+k]f = k' hk .
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Polinoame de interpolare pe noduri echidistante
Polinomul de interpolare Lagrange in forma Newton este:

a(x) = yo + [xo0, x1]r(x — x0) + [x0, x1, X2](x — x0)(x — x1)
+o [xo, X1, Xnlr(x = x0) -+ (3 = x-1).

Considerdm ca punctul de interpolare este de forma:
X = xq + th.

si inlocuim diferentele divizate cu diferente finite in
forma Newton a polinomului de interpolare:

Rezulta:
(f—XQ)(f—Jq) s (E—xk_1) = (x0+th—x0)-. . .-(x0+th—x0—(k—1)h)

=HHt-1)---(t—k+1).
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Formula lui Newton progresiva

Polinomul de interpolare devine:

£, (x) = by(xo + th) = Yo + Af(X())t i Azf( )t(t 1) N
+ Akf(x )t ) k'(t k + 1) +
+Anf( ) ) n(!t—n+1).

Aceastd relatie poartd numele de formula lui Newton
progresiva pe noduri echidistante.
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Formula lui Newton regresiva

Considerdm polinomul de interpolare Lagrange pe
nodurile in ordine inversa {x;,, x,-1, ..., Xo}:

i(x) = [xn/xn 1 (x = x3) + [0, Xn-1, Xn—2]p(x = x0)(x = xp-1)
+o [, Xpm1, -0 Xolp(x = x0) -+ (x = X)),
Dacd punctul de interpolare este de forma:
X =x,+th,

atunci, analog ca mai sus, obtinem formula lui Newton
regresiva pe noduri echidistante:

0y(X) = 0y(xy + th) =y + t Af(xpm1) + A%f (- 2)i‘(l‘ + 1)

+Akf(xn_k)t(t+1) (t+k - 1)

Il
+ A"f(xo)

i+ 1) (b n=1)
n!
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Schema lui Aitken pentru diferente finite

Pentru formulele lui Newton progresive/regresive, avem
nevoie de calculul urmatoarelor diferente finite:

Pentru formula progresiva:
Af(x0), A*f(x0), ..., A (x0), ..., A"f(xo).
Pentru formula regresiva:

Af(xno1), A (xn2), -, AF(ap), ..., A"f(xo).

Metoda de calcul a acestor diferente finite este similara
schemei lui Aitken pentru diferentele divizate.
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Schema lui Aitken pentru diferente finite

Pas1
Yo
" Af (xo)
7 Af(x1)
]/.k Af (xk-1)

Yn-1 Af(xn—2)
Yn Af(xn—l)

Pas k

A¥f(xo)

A% (k1)
Akf(xn—k)

Pasn

A"f(x0)
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Functii Spline

Fie nodurile
xi€la,b],i=0,...,n,

cu
A=x0<X1<Xp<...<Xp_1 <Xx,=0.

Se considera functia polinomiald, continud pe portiuni

S(x) = Pi(x), pentru x € [x;, xi+1],Vi=0,...,n—1.
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Functii Spline

Mai mult, functia polinomiala se poate scrie

Py (x), x € [x0,x1),
Pi(x),  x€[x1,x2),

Pr(x), X € |x2,X3),
S(x)=<_2() [x2, x3)
Pn—Z(x)/ X e [xn—2; xn—l)/
Pn—l(x)r X € [xn—lrxn]-

unde Pj(x), i =0, ..., n sunt polinoame.

Functia S(x) se numeste functie spline.
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Functii spline liniare continue

Definitie
Functia S(x) definitd mai sus se numeste functie spline
liniara continua dacd polinoamele

Pi(x), i=0,1,...,n—-1

sunt polinoame de gradul 1 si S(x) € C[a, b], adica:

%i_r)r)}iS(x):}i_r)nmS(x), i=1,...,n-1.

X<X;j X>Xi
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Functii spline liniare continue

Fie functia f : [4,b] — R pentru care se cunosc valorile:

yi=f(x), i=0,1,...,n

Functia spline liniard de interpolare S pentru functia f
indeplineste conditiile de interpolare:

Sxi)=yi, i=0,...,n.

Tinand seamad cd polinoamele P;(x) sunt polinoame de
gradul 1 si S(x) este continua vom avea conditiile:

Pi(xi) = yi,
Pi(xi+1):yi+1/ i:0/‘--/n_1-
Pi(x) — polinom de gradul 1.
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Functii spline liniare continue

Din aceste conditii rezulta

X=X Xi+l — X

Yi+1 +

Pi(x) =
i(x) Xis1 — Xj Xiy1 — X

S(xk) = Pk_l(xk) Pk(xk) ]/k/ = 1, S (S 1,

S(x0) = Po(x0) = vo, S(xun) = Pu-1(xy) =y
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Functii spline cubice de class C?

Se considerd sistemul de noduri distincte aflate in
intervalul [a, b]:

A={a=xp<x1 <--+<xy-1 <X, =Db}.

Functia S(x) asociata divizarii A, care indeplineste
conditiile:
S(x) € C?[a, 1],

si pentru care polinoamele
Pi(x), i=0,1,...,n—-1,

au gradul 3, se numeste functie spline cubica.
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Functii spline cubice de interpolare

Data fiind o functie f : [, b] — R cu valorile:

yi=f(x;)), i=0,...,n,

se considerd functia spline cubicd S(x) de interpolare ce
satisface:
Sx)=yi, i=0,...,n.

Pentru determinarea functiei spline cubice de interpolare
observam ca polinoamele:

Pi(x) = aix3+ﬁix2+)/ix+6,-, x€|xi,xi+1], i=0,...,n-1,
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Functii spline cubice de interpolare

Polinoamele P; implicd determinarea a celor 4n
necunoscute:

{011',,31'/)/1';51'|i:0/1/---/n—1};

pentru care se impun urmadtoarele conditii

n + 1 conditii din relatiile de interpolare S(x;) = y;,i = 0,n,

3(n — 1) conditii de continuitate pentru S(x), S’(x) si S”(x)
innodurilex;, i=1,...n—1,

in total 4n — 2 conditii.
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Functii spline cubice de interpolare

Se pot avea in vedere pentru addugarea a doua conditii
suplimentarea urmadtoarele abordari :

e fixarea pantelor in extremitatile intervalului [a, b]. Se
presupune cd functia f este derivabild si se cunosc
valorile f’(a), f’(b). Se impun conditiile

§'(x0) = Py(xo) = f'(a),  §'(xn) = P),_;(xn) = f'(D);

e periodicitatea primelor doua derivate:
f(a) =f'(b) (S'(x0) = Pylxo) = P;_;(xn) = §'(xn)),
f7(a) =f"(b)  (8"(x0) = Py(x0) = Py_;(xn) = 5" (xn));
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Functii spline cubice de interpolare

e anularea derivatei secunde in capetele intervalului:
f”(ﬂ) :fll(b) — O

(8" (x0) = Py(x0),  S"(xn) = P4 (xn) = 0).

Functiile spline care indeplinesc aceste conditii se
numesc functii spline cubice normale.

e derivata de ordinul al treilea a functiei S este
continua in punctele x; si x;,—1 . Aceasta Inseamna cd
polinoamele Py, Py respectiv P,,_», P,,—1 coincid. Acest
tip de functie spline se numeste ,not - a - knot” si este
utilizat in MATLAB.
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Functii spline cubice de interpolare

Ne vom ocupa in continuare de determinarea functiei
spline de interpolare in cazul in care cunoastem prima
derivatd a functiei f in capetele intervalului de

interpolare: f’(a), f’(b).

Recapituldnd, vom avea urmatoarele conditii :

Pi(x;))=y;, i=0,...,n=1,P,_1(x,) = y, — interpolare,

Pi_1(xi) = Pi(xi), i=1,...,n—1,— continuitatea functiei S,

A

P (xi)) =P/(xi), i=1,...,n—1,— continuitatea primei derivate,
P! (x)) =P/ (x;), i=1,...,n—1,- continuitatea derivatei secunde,

Pi(x0) = f"(a), P;_;(xn) = f'(b).
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Functii spline cubice

Vom nota:
S"(xj))=a;, i=0,1,...,n

Tinand seama de faptul ca functia S” € C[a, b] este o
functie liniard pe fiecare dintre intervalele [x;, xj41],
rezulta ca:
— X Xi+1 — X
—d; +1 + a;
hl 1 hl 1s

E;’/( ) —

x € [xi, xit1],

unde
hi =xjy1—x;, 1=0,1,...,n—1.
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Functii spline cubice

Din relatiile

S’(x):/S”(x)dx,

rezulta:

(x — xz)z

E; ( ) - }11 [114'1

unde

PAS [xil xi+1]/ bi € RI

S(x):/S’(x)dx,

A
_%Mbi,
1
i=0,1,...,n-1.
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Functii spline cubice

Asadar,

(x - x1)3a . (xip1 — x)°

5(x) = i
() = T + S

a; + bix + Cj,

unde

x € |xi,xi+1], bi,cieR, i=0,1,...,n—1.

Deci

(x - x1)3{1 + (xie1 — x)3

P =
( ) z i+1 6h1

a; + bix + c;.

23 /59



Functii spline cubice

Vom calcula functia spline pentru cazul:
§'(a) = Py(xo) = f(a),
§'(b) = P, _;(xn) = f'(b).

Impunand conditiile de interpolare si de continuitate vom
obtine:
h?
Pi(xi) = éai +bix;+ ¢ = Vi,
W2
Pi(xiz1) = gzﬂm +bixig1 +ci=yiy1, i=0,...,n-1.
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Functii spline cubice
Din relatiile de mai sus, calculam b; si ¢; in functie de

ai, i+1,Yi, Yi+1:
i1 — Vi h
b; = I m i gz(ﬂm - a;),
XiolYi = X1y
ci = M - gl(xiﬂai - xiai+1), 1= 0, NN (B 1.
i
*)
Avem:
, (x — x0)? (x1 — x)?
Py(x) = -
0(x) ST 0t bo,
, (x - xn—l)2 (xn — x)z
1);1__]7(:K) = :2}111__1 (171 - :lerl__l tl?l——], + l’n__l.
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Functii spline cubice
Din conditia §'(a) = Pj(x0) = f'(a) avem:

__h 2y ho o V1Yo _ o,
Py (x0) 00 +bo=——~a— a+ o =f'(a).
Rezulta:
2hoag + hoay = 6 (yl ~f'(a )) (1)
Din conditia S’(b) = P/, (xx) = f'(b) avem
- Hy — Yy
1( Xn) = an"‘bn 1= 71615171—1"' 116151114'}/”]/1 ]/171 - =f'(b)
.

hy-1an-1 + 2hy1a, = (f (b) ¢) )

n—l
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Functii spline cubice

Din conditia de continuitate a primei derivate a functiei
spline cubice: PZ’._l(x,') =P (x),i=1,...,n—1, tindnd

seama de:
, (x—xi-1)?*  (xi—x)?
Pi_1(x) = 24 a; — 2, ai-1 + b1,
2 2
Pl( ) — (x xl) (11.,.1 _ (xl+l x) al + bl.

z 2hi
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Functii spline cubice

Utilizand formulele (*) pentru b;_1 si b; deduse mai sus,

avem
hi—1 Yi—Yi-1  hig
P;_ (x;) = 12 a; + P 16 (a;i — aj-1),
, 1-Yi  h
Pi(x;) = 2 i + Yix 2 . é(ﬂm — ;)
sau

Yisl = Vi Yi— Vi
h; hisy )’
3)

hi1ai1 + 2(hi—1 + hj)a; + hiaiy1 = 6 (
unde i=1,...,n—-1.
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Functii spline cubice
Sistemul liniar format din ecuatiile (1), (3), (2), cu
necunoscutele {ay, a1, . ..,a,}, are forma:

Ha :f/ cuH e R(n+1)><(n+1)’ f c Rn+1.

Asadar, ecuatiile sistemului sunt:

2hpag + hoay = 6 (ylh_ L —f,(a)) ’
0

hi_1ai_1 + 2(hi_1 + h)a; + hiaiz1 = 6 (]/i+1 —Yi Yi— %-1) ,

h; hi—1

hy-1an-1 + 2hp_1a, = (f (b) - 1)
n -1

undei=1,...,n—-1,
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Functii spline cubice

Matricea asociata sistemului va fi

24 hg 0 e 0 0
h() Z(ho + h1) h1 s 0 0
ae| A 0
0 0 0 T 2(hn—2 + hn—l) hn—l
|0 0 0o .- hn pl Y
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Functii spline cubice

Vectorul termenilor liberi, va fi

(yl_yO f())

_ Yiri — Vi Yi~Yi-1 . _
f= 6( ? s ), ,i=1,...,n-1

(f (t) - ¢)

n 1

Matricea H are diagonala dominantd atat pe linii cat si pe
coloane, este simetrica si pozitiv definita prin urmare
putem utiliza metoda Gauss-Seidel sau o metoda de
relaxare pentru rezolvarea sistemului Ha = f.
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Interpolare in sensul celor mai mici pdtrate
Fie
X|xo x1 X o Xpo1 Xy
flvo vi 2 = Yn1 Yn

f(xi):yi/ i:O,-..,Tl.

Dorim sd aproximam functia f printr-un polinom:

f(x) ~ Sf(x, a0/a1/ e /am)/

unde

1

Se(x;a0,a1, ..., 0m) = apX" + ay1X""" + - +a1x + ag.

Coeficientii ag, a1, . . . , a4, se gdsesc rezolvand o problema
in sensul celor mai mici pdtrate.
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Interpolare in sensul celor mai mici pdtrate

Coeficientii ag, a1, . .., a, se determind din problema:

n
. 2
min {Z (S¢(xr;a0,a1, ..., am) = )" 5 a0, a1, ..., 4m € R} .

r=0
(LSP)
Definim functia:
g: Rm+1 N R+/
n
g(ao,al, v, y) = Z (Sf(xr;aO; ai, ..., am) _yV)Z :
r=0

sau

n

2
k
g(ao,al,...,am):Z(amx;”+---+aer+---+a1xr+a0—yr) )

r=0
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Interpolare in sensul celor mai mici pdtrate
Derivata partiald in raport cu a; este:

28 _
aak(ao,al,...,anJ =

n
:ZZ(amxr’”+~--+akx]§+---+a1xr+a0—yr)x’r‘.
r=0

Solutia problemei de minimizare (LSP) este obtinuta
rezolvand sistemul de ecuatii liniare, de dimensiune
(m+1):

98

a—ak(ao,al,...,am) =0, k=0,1,...,m.

n n
(amx;”+---+akx’r‘+--~+a1xr+a0)x],‘:Zyrxlr‘,
r=0 r=0

unde k=0,...,m.
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Interpolare in sensul celor mai mici pdtrate
Adica:

n n

n n
aog Z Kay Z gy, Z xkrm = Z yrx’;, k=0,...,m.
r=0

r=0 r=0 r=0
Constantele {ag, a1, . .., a,} sunt solutia sistemului liniar:
Ba =2z,
unde

B € RUm+Dx(m+1) B _ (i) im0 2 € R, z = (zo)fL,

Elementele matricei B si ale vectorului z sunt:

n

n

k+j k .

byj = E X, T oz = E yxy, k,j=0,...,m.
r=0 r=0
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare

Fief : [a,b] — R o functie continud pe intervalul [a, b]
astfel incat

f(a)f(b) <O0.
In aceste conditii, existd x* € (a, b) astfel incat

fx) =0.

In cele ce urmeaza ne propunem sd aproximdm solutia x*
a ecuatiei neliniare:

f(x) =0.
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei
Metoda bisectiei sau metoda injumatatirii intervalului

Presupunem ca:
f(a)f(b) <0.

Pentru a aproxima solutia x* cdutata, vom construi un sir
de intervale

{lak, bx] ; k >0},
care satisfac:
x* € lak, br],  [aks1, bee1] € [ak, brl,

by —a
b1 — by = k2 £,
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei

Pentru primul interval vom considera:
ap =4a, bozb, k=0.
Consideram punctul ¢ de mijloc al intervalului [ax, bx]:

C_ak+bk
_—2 .
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei
Prin urmare, avem urmatoarele 3 variante:
1. f(c) = 0 —solutia cautatd este x* = ¢, algoritmul se
opreste;

2. f(a)f(c) < 0 —solutia se gaseste in intervalul (ay, ¢),
continudm procedeul cu intervalul

[aks1, brs1] = [ax, c];

3. f(br)f(c) < 0—solutia se gdseste in intervalul
x* € (c, bx), procedeul continua cu intervalul

[ak+1, br1] = [c, by
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Metoda bisectiei — eroare

Dat ¢ > 0, exista un interval [ag, bg] astfel incat
X" € (az, by)

si

bp—ag<e, k>log, (T)

Pentru ¢ suficient de mic, atat aj cat si by pot fi considerate
aproximatii ale solutiei x:

ap = x* (prin lipsd) iar by = x* (prin adaos).
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Metoda tangentei (Newton - Raphson)

Vom presupune ca functia f € Cl[a, b] este derivabild pe
[a, b] cu derivata continud in acest interval si satisface
relatia f(a)f(b) < 0.

Pentru a aproxima solutia x* a ecuatiei f(x) = 0, vom
construi un sir {x;} care converge la x™:

Xk — x°, k— oo,

Primul element din sir, xg, se considera dat.

Urmatorul element din sir se construieste ca fiind punctul
de intersectie al tangentei la graficul functiei f in punctul

(x0,f(x0))
cu axa absciselor.
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Metoda tangentei (Newton - Raphson)

Procedeul se repeta cu x1 pentru a-1 obtine pe x», si asa
mai departe.

x1 = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (xo, f(xo))

x2 = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (x1, f(x1))

Xr+1 = Ox N tangenta la graficul fct f in punctul (xg, f(xx))

Ecuatia tangentei la graficul functiei f intr-un punct
(a,f(a)) este urmatoarea (pentru o functie derivabild):

y =f(a)+f(a)(x —a).
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Metoda Newton—-Raphson

Pentru a calcula xy;1 din x¢ vom considera ecuatia
tangentei:

y = floxx) +f(x)(x — xx).

Punand y = 0, obtinem:

0 = f (k) + £ () (ka1 — Xk),
de unde rezulta formula de recurenta:

S ()
Xpr1 =Xk ———, k=0,1,2,...,x dat.
+1 f, (xk) 0
Formula de mai sus poate fi utilizatd doar daca la fiecare
pas f'(xx) # 0. Daca la un pas avem f’(x;) = 0, putem
calcula cateva iteratii xx (k > k) folosind f’(xz_1).
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Teorema de convergenta (Newton-Raphson)

Teorema de convergentd (Newton—-Raphson)
Fie f € C?[a, b), astfel incit:
F@F®) <0, f(x)#0, f'(x)#0, Vx&a,b].

Dacdi alegem punctul initial xg astfel:

xo =a, dacd f(a)f"’(a) >0,
xo=0b, daca f(b)f"”(b) >0,

atunci sirul {xy}r>o construit cu metoda tangentei este:
monoton, mdrginit, convergent citre unica solutie x* a ecuatiei

f(x)=0.
Ordinul de convergentd este mai mare decat 2 .
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Metoda falsei pozitii (metoda coardei)

Presupunem cad functia f € Cl[a, b] si satisface: f(a)f(b) < 0.
Vom construi un sir {x;} € R care converge la solutia
cdutatd x™:

Xk — x, k— oo,

Considerdm dat primul element din sir, xg, si un alt punct

X.

Procedeul de construire a sirului este urmatorul:

x1 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f(%)), (xo,f(x0))
x2 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f()), (x1,f(x1))

Xk+1 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f(X)), (xx, f(xx))
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Metoda falsei pozitii (metoda coardei)

Ecuatia dreptei ce trece prin punctele (a, f(a)) cu (b, f(D))

este:
y—fla _x-a
fla)-f(b) a-b

Pentru a-1 obtine pe x4 din x; avem:

y — flxk) _ X~ Xk

fla) —f(X)  x—X

ot = SO = X))  Xf () — 0 ()

TR T R ) —f®) T fa) —fR)
cuk=0,1,2,...,xp,x - date.

cuy =0.

46 /59



Teoremd de convergenta-Metoda falsei pozitii

Teoremd de convergenta

Fie f € C?[a,b), cu f(a)f(b) < 0, f'(x) #0, f”(x) # 0, pentru
orice x € [a,b].
Dacdi alegem:

xo =bsiX=a, pentruf(a)f”’(a) >0,
xo=asiX=">b, pentruf(b)f”(b) >0,

atunci sirul {xy}r=0 construit cu metoda falsei pozitii este
monoton, mdarginit, deci convergent la unica solutie x* a ecuatiei

f(x)=0.
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Metoda secantei
Presupunem cd functia f este continud, f € Cla, b] si
satisface relatia f(a)f(b) < 0.. Vom construi un sir {x;} CR
care converge la solutia cdutatd x”,

X — x, k— oo.

Considerdm date primele doua elemente din sir: xg, x1.

Procedeul de construire a sirului este urmatorul:

x1 = Ox N dreapta ce uneste punctele (xo, f(xo)), (x1,f(x1))
x3 = Ox N dreapta ce uneste punctele (x1,f(x1)), (x2,f(x2))

Xk+1 = Ox N dreapta ce uneste pct. (xx—1, f(xk-1)), (xk, f(xx))
k=1,2,....
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Metoda secantei

Obtinem elementul xi41 din xi si xx_1 astfel:

y—flw)  _ x-x
flxe) = flo-1)  xk — X1

cuy =0.

Rezulta:

f () (e = Xx—1)

et = flxe) = flako1)

_ Xe-1f () = xf (1)
fle) =flo—1)

undek=1,2,..., xp,x; dati.
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Teoremd de convergentd (Metoda secantei)

Teorema de convergentd

Fie x* 0 solutie a ecuatiei f(x) = 0.

Presupunem ci f € C?[x* —r, x* +r], f(x) #0, si

f"(x) #0,Vx € [x* —r, x* + r]. Atunci existd rg, cu

0 < 1o < r, pentru care, dacd xo, x1 € [xX" — 1o, X* + 19|, atunci
sirul {xx} generat de metoda secantei satisface

xc€[x—r, x*+r], Vk=2, si

X — x, k— oo.

Ordinul de convergenta este:

1
g = +2‘/§ ~ 1.61803.
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Metoda lui Laguerre

Fie polinomul
p(x) =ap(x —x1)(x —x2) - ... (x = xy), ap # 0.

Metoda lui Laguerre propune construirea unui sir de
numere care sa conveargd la una din rdddcinile
polinomului p.

Consideram derivata polinomului p:

o 1 1 1
p'(x) = p(x) x—x1+ +...+
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Metoda lui Laguerre
Avem

In|p(x)| = Inlag| + In|x — x1| + In|x — x| + ... + In|x — xy].

d 1 1 1 P
Elnlp(x)l_x—xl+x—x2+"'+x—x ) G(x),

—d—21n| (%) = ! + ! + +L
a2 PN T T T R T (m a2

[p' ()] = plx)p” (x)
P W
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Metoda lui Laguerre

Fie x1 rddédcina pe care vrem s-o aproximam si y, valoarea
aproximativa curentd. Notdm cu a = yx — x1 si facem
presupunerea cd yi se afld la acceeasi distanta de toate

celelalte radacini, adica
Ye—xi=b, Vi=2,...,n.
Prin urmare, avem

Pl 1, n-1

plye) a b
" ()1 = plyolp” (ye) _ 1

Gyx) =

7

H(yx) = — +

[p(yi)]? a?

n-—1

= @
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Metoda lui Laguerre

Rezolvam sistemul (4) in raport cu a si obtinem

n

max | G(ye) = n — D0tH(e) - GXy)

a =

Semnul la numitor este ales astfel ca expresia sa aiba
magnitudine maxima.

Daca tinem cont de expresiile pentru G si H obtinem
pentru a urmatoarea formula:

. n p(yx)
max [p () = o = DPLP ()P = nGr = Dplyp” ()|
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Metoda lui Laguerre

Urmatorul element din sir va fi

Y1 = Yk—a = Yx— - ’
max [G(yk) + \/(n -1) [nH(yk) - Gz(yk)]l
Yk+1 = Yi— - p(yk)

max [p(ye) = lr = DR I = nn = Dplyp” ()|

Procedeul se opreste cand a devine suficient de mic.
Metoda lui Laguerre se poate aplica si pentru
aproximarea raddcinilor complexe, precum si pentru
polinoame cu coeficienti complecsi.

Pentru radacini simple, metoda lui Laguerre are ordinul
de convergenta 3.
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Sisteme de ecuatii neliniare

Consideram sistemul neliniar:

fl(x1/x2/"'/x1’l) :0/ f1 xl
X1,%X2,...,%,) =0, X

fz(1 2 1) F(X):O,sz,z x- .2

n(X1,%2, ..., xz) = 0. n X
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Sisteme de ecuatii liniare

Fie matricea jacobiana asociatd functiei F. Presupunem cd
functiile f; sunt diferentiabile.

hod %
dx1  dxo ox,
% G o
VE(X) =| 9% 9n D% | (x1, %2, ... , %)
afn afn 8fn

Jx; dxy ox;,
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Sisteme de ecuatii neliniare

Pentru a gdsi solutia X* a sistemului de ecuatii neliniare
F(X) =0,
se construieste un sir de vectori X©) € R” astfel:

x©  _dat,
D) _ 50 _ [VF (Xac))]'l F (Xac)) _ x4 A®)

-1
AR = [vp (x<k>)] F (X(k>) eR" k=0,1,....
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Sisteme de ecuatii neliniare

Vectorul de corectie A®) poate fi calculat si ca solutie a
sistemului liniar:

VF (X(k>) AW = _F (X(k>) ,

unde matricea sistemului este matricea jacobiana
calculata in punctul X®, iar vectorul termenilor liberi este
(—F (X®)) . Metoda descriss mai sus poartd numele de

metoda Newton. Pentru n = 1 metoda Newton este chiar
metoda tangentei descrisd anterior.
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