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Descompunerea dupa valori singulare

Singular Value Decomposition
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Descompunerea dupad valori singulare

Teorema

Fie A € R™". Atunci existd o matrice ortogonald pdtraticd de
dimensiune m, U € R™™, o matrice ortogonald patraticd de
dimensiune n, V.€ R"™" si constantele pozitive:

01>202>...20,>0, r<min{m, n}
astfel Tncit

D Orx(n—r)

A=UZVT, L eR™" ¥ = ,
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

(1)

unde D € R™", D = diag(o1, ..., o).
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Descompunerea dupad valori singulare

Constanta r este chiar rangul matricei A, adica
r = rang(A).

Constantele 01, 02, . .., 0, se numesc valori singulare ale
matricei A.
Folosind relatia (1) avem:

=uzvhH? = veTu’,
AAT = uxvtvetu® = urx™u’ = ua,,u’,
unde

Ay = ZZT — Dz Orx(m—r) c Rmxm
O(m—r)xr O(m—r)x(m—r) ’
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Descompunerea dupad valori singulare

ATA =vxTuturv? = vTev? = va, VT,
unde

D 2 Orx(n—r)

c Ran'
O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

A, =27y =

Tindnd cont de ortogonalitatea matricelor U si V, putem
rescrie relatiile de mai sus astfel:

(AADU = UA,, Ap = diag(o?,02,...,0%,0,...,0) € R™",
g 1 2 r

(ATA)V = VA,, A, =diag(¢?,03,...,0%,0,...,0) € R™",
gloy, 0y r
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Descompunerea dupad valori singulare

Din aceste relatii deducem ca o%, 0%, e, Gf sunt valorile
proprii strict pozitive ale matricelor AAT si/sau ATA, iar
matricile U si V sunt matrici ale caror coloane sunt vectorii
proprii asociati (cei ce formeaza baze ortonormate).

Matricile AAT si AT A sunt matrici simetrice:
(AAT)T = (AT)TAT = AAT, (ATA)T = ATAT)T = ATA,
si au toate valorile proprii nenegative.

(AATYu = Au = (AATu, u) = (Au, u)

3 (ATu, ATu) 3 ||AT11||§ S

A -
(u, u) [[ulf3
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Descompunerea dupad valori singulare

Putem folosi descompunerea dupd valori singulare
pentru a defini pseudoinversa unei matrice oarecare,
AeR™" cun # m.

Fie descompunerea SVD:

A=UxVvT,
Dorim sa definim inversa lui A sub forma:
AT = (uzvh? = (vhH g tutt = v tuT

Ramane de definit matricea X'
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Descompunerea dupad valori singulare

Urmand acest rationament, se defineste pseudoinversa
Moore-Penrose a matricei A € R™*" astfel:

I 19T Al - mnxm sl D! 0y (1m—r nxm
Al =vzlu®, Al e rm ) ¥l = (m=r) | g Rrxm
0(n—r)><r O(H—r)x(m—r)
D' eR™, D7 =diag (i, oL, l) .
(71 (Tr

Pseudoinversa definitd mai sus satisface urmatoarele
proprietati:

(AN = A, VA e R™";  (AT) = (AT, VA e R™"

AATA = A, AlAaAl = AL
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Descompunerea dupad valori singulare

Exista o proprietate care nu mai este satisfacuta de
pseudoinversd, desi este respectatd de inversa clasica:

3A,B a. 1. (AB)! # B'AL

Descompunerea dupa valori singulare poate fi utilizata si
pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrice oarecare
(m #n)

Ax = b, AeR™" beR" x:=AbeR"
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Problema celor mai mici patrate
Consideram sistemul
Ax =D,

unde A € R"™" xeR", beR™
In forma dezvoltats, acesta se scrie:

apxi + apxo + -+ ax, = by,
A1X1 + X2 + -+ + AxuXy = by,

anXx1 +apxy + -+ + ainXy = bj,

[lynil:(]r + lln12.X:2 + -+ tlyn;1:x;1 = l7n1.
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Problema celor mai mici patrate

Sistemul are solutii clasice daca:

rang A = rang[A | b]

e m < n - o infinitate de solutii;
e m=>n
- dacd rang A = rang[A | b] solutii clasice
- dacd rang A # rang[A | b] solutii in sensul celor mai
mici patrate.
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Vectorul reziduu si problema LSP

Vectorul reziduu este definit prin:
r(x) =b - Ax e R"™.

Vectorul x € R" se numeste solutie in sensul celor mai mici
pitrate pentru sistemul (2) daca este solutia urmatoarei
probleme de optimizare:

min {llr(x)ll% =|b- Axll% ; XE R”} . (LSP)
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Problema celor mai mici pdtrate - Exemplu

Exemplu:

1 4
A=|2 5| eRrR>? b= eER] m=3,n=2.
3 6

_ O O

rang A =2 #rang [A|b] =3

Sistemul
x1+4x, =0
2x1+5x, =0 3)
3x1+6x2 =0

nu are solutie clasica (nu existd x1, xp care sd satisfaca
toate cele 3 ecuatii simultan).
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Problema celor mai mici pdtrate - Exemplu
Exemplu: (continuare)

Vectorul reziduu are forma

0 1 4 X —x1 —4x7
rx)=b—-Ax=|0|-[2 5 (xl): —2x1 — 5x9
1/ \3 6/ \"? 1—3x; — 617

Solutia in sensul celor mai mici patrate a acestui sistem
este definitd ca solutia problemei de optimizare:

min{(—x; —4x2)% + (=2x1 —5x2)% + (1 -3x1 —6x2)*; x1, x2 € R}
min{1 — 6x1 — 12x; + 64x1x + 14x2 + 77x3; x1,% € R}

Aceastd problemd de minimizare are solutia:

13

18’

in sensul celor mai mici pdtrate a sistemului (3).

2 1
X1 =g, X2 =g, Ireoll; = ‘

13/52



Imaginea (range) matricei A este definita prin
range(A) = {y eR"y= MA + A2 + . 4+ a, A" 0, €R,i = 1,n} ,
unde A, A2, ..., A" € R™ sunt coloanele matricei A,

A=]A' A% ... A"] eR™"
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Teorema celor mai mici pdtrate

Teorema
Fie A e R"™" cum >n,b € R™. Un vector x € R"
minimizeazd norma euclidiand a vectorului reziduu

IrGIllz2 = lIb = Axl2,
adicd rezolvd problema (LSP), dacd si numai dacd:
r(x) L range(A) & ATr(x) = 0.

sau echivalent cu:
ATAx = A™p. (4)

Sistemul (4) poarta numele de sistemul de ecuatii
normale.

Sistemul (4) este un sistem padtratic de dimensiune 7, cu

matricea sistemului ATA simetrici.
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Teorema celor mai mici pdtrate

Sistemul de ecuatii normale (4) este nesingular daca si
numai dacd rang A = n, In acest caz solutia x a sistemului
(4) este unica

detATA #0 & rang A = n.
Exemplu:

,ATA=(14 32)’ ATb=(3).

1
A=|2
3 32 77

N U1 &~

14x; +32xp, =3 - 13 2
32x1 + 77x2 = 6 - 187
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Pseudo-inversa matricei A

Presupunem cd A € R™" are rangul egal cu numarul de
coloane: rang(A) = n.
Atunci pseudo-inversa Moore-Penrose poate fi definitd
prin:

At = (ATA)TIAT e R,
Exemplu:

Pentru exemplul precedent, se poate ardta ca

L |14 2|7 (123
=132 77| *\a 5 6]

Este AT = Al?.
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Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a

unui sistem de ecuatii liniare nepatratice
1. Folosind factorizarea Cholesky (descompunere LU)
pentru matrice simetrice.

ATA=LL,
unde L € R™" matrice inferior triunghiulara
Pasi:
e Se calculeazi ATA si vectorul ATb;
e Se calculeazad factorizarea Cholesky a matricei
ATA = LLT;
e Se rezolva sistemul inferior triunghiular Ly = ATb
pentruy;

e Se rezolva sistemul superior triunghiular LTx = y
pentru x;
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Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a
unui sistem de ecuatii liniare nepatratice

2. Se calculeaza descompunerea QR(cu algoritmul lui
Householder adaptat) pentru matricea A :

A =(QR,
unde Q € R"™ matrice ortogonald, iar R € R"™*", de
forma .
nxn
R= (R e R ) ’
O(m—n)xn

cu R - matrice superior triunghiulara.
e Se calculeaza factorizarea QR modificatda a matricei A;
e Se calculeaza vectorul QTb;
e Se rezolvi sistemul triunghiular Rx = (Q"b);=1 .
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Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a
unui sistem de ecuatii liniare nepatratice

3. Se foloseste descompunerea dupd valori singulare a
matricei A

A=UZVT T eR™" UeR™" VeR>,

Se calculeazd SVD pentru matricea A = ULVT;
Se calculeazi vectorul UTb;

Se rezolvé sistemul diagonal Zw = UTb pentru w;

Solutia este x = Vw.

Observatie: Dintre metodele 1. , 2. sau 3. , se recomanda
pentru utilizare metoda 3.
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Interpolare numerica
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Interpolare numerica
Presupunem cd despre o functie f cunoastem doar
valorile intr-un numadr finit de puncte.

Pornind de la aceste date, dorim sa aproximam functia f
intr-un alt punct.

X|xo ¥ X2 0 Xeo1 X
fly n v2 - Ya1 ¥a

In tabelul de mai sus

fxi)=vyi, i=0,1,...,n,cu x;#xjpentrui#j.
Dat un punct x # x;,i =0,...,n, dorim sd aproximam f(x)
cunoscand cele (n + 1) perechi (x;,y:),i=0,...,n.

Punctele x; se numesc noduri de interpolare.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Notdm cu I'T, multimea polinoamelor de grad cel mult #.
Dimensiunea acestui spatiu este n + 1, baza uzuala fiind

data de polinoamele 1, x, X2, ..., X

Vom construi o altd baza in acest spatiu, formatd din
polinoamele p;, definite prin:

1, dacdj=1i,

, 1,7=0,1,...,n.
0, dacdj#i, ] "

pi € I, astfel ca pi(xj) = {

Aceste polinoame formeaza baza Lagrange.
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Constructia polinoamelor Lagrange

Din relatia p;(xj) = 0, Vj # i, si faptul ca p; este de grad n,
rezulta ca ca xo, x1, ..., Xi—1, Xi+1, - - - , X sunt cele n
radacini ale polinomului p;.

Rezulta ca:
pi(x) = ci(x — x0)(x — x1) -+ (x = xi-1)(x — Xiy1) -+ (X — xp),

undec; €R,i=0,...,n.

Constanta c; se determina din conditia: p;(x;) = 1.
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Constructia polinoamelor Lagrange
Constanta c; se determina din conditia: p;(x;) = 1.
pi(xi) =1 = ci(xi—x0)(xi—x1) - - - (Xi=xi=1) (Xi=Xis1) - - - (Xi—Xn),

de unde rezulta

1
(i — x0)(oxi — x1) - (i — xi-1) (x5 — Xi41) -+ (i — )

ci =

Polinoamele p; au forma:

n

(x —x0) -+ (x = xi-1)(x = Xi1) -~ - (X — xn) :n X = X;

xi = x0) -+ (6 = xi-1)(x; = Xix1) -+ - (xi — Xn) xi—x;

pi(x) = (

=0
j#i
undei=0,...,n.
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Baza Lagrange

Propozitie
Polinoamele po, p1, . . . , pn formeazi o baza in I1,,.

Demonstratie: Vom arata cd cele n + 1 polinoame sunt liniar

independente.
Deci po, p1, - - . , pn sunt liniar independente daca

q(x) = appo(x) + a1p1(x) + ...+ aupn(x) =0, Vx

=aq=...=a,=0.
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Baza Lagrange

Demonstratie: (continuare)

Vom face pe rand x = xg, x = x1, ..., X = x, in polinomul g:

x=xg: q(xo) = aopo(xo) +a1p1(xo) + ... + anpu(xo)
=apl+a10+...+a,0=ap=0= a9 =0.
x=x1: q(x1)=0=a; =0.

x=xc: qlxx) =aopolx) + ...+ axpr(xe) + - . . + anpu(xr)
=aq)0+...+341+...+a,0=>0a=0.
x=x, q(x,)=0=a,=0.

Toate constantele a; sunt nule deci polinoamele

{pi;i=0,...n} formeaza o baza in I'l,. O
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Construirea polinomului de interpolare

Pentru a aproxima functia f, pornind de la tabelul de mai
sus, vom construi un polinom ¢, € I, astfel incat sa
satisfaca conditiile de interpolare

b, €Iy, by(xi) =y, 1=0,1,...,n. (5)

Odata construit acest polinom, vom aproxima f(x) prin
bn(x), f(x) ~ £y(x).

Vom scrie polinomul ¢, in raport cu noua bazd Lagrange
{pi;i=0,...,n}, deci exista constantele reale ap, a1, ..., a,

astfel ca
n

bulx) = > aipi(x).

i=0
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Construirea polinomului de interpolare
Asadar, constantele a; se determina astfel:

Vi = bu(xx) = aopo(xk) + . .. + axpr(xx) + . . . + appn(xy)

=a)0+...+al +...+a,0 = ar = ax = yx.

Prin urmare un polinom de grad n care indeplinesc
conditiile de interpolare (5) este:

£n(x) =Zyipi(x)
_Z (x —xp)-- (x Xi—1)(X = Xig1) -+ (X — x)
i

Xi — Xg) - (% — xi-1)(X; = Xig1) -+ - (X — Xp)
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Construirea polinomului de interpolare

Asadar, avem

b= | f‘_’;’] ©)

Polinomul din formula (6) se numeste polinomul de
interpolare Lagrange.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Propozitie
Polinomul ¢, dat de formula (6) este unicul polinom de grad n
care indeplineste conditiile de interpolare (5).

Demonstratie: Presupunem ca mai existd un polinom
q € I1, care indeplineste conditiile (5), adica

qgell,, qxi) =y, Vi=0,...,n.

Fie polinomul p(x) = ¢,(x) — q(x) € I1,.
Atunci, pentru orice k = 0,1, ...,n, avem:

p(xx) = (k) — q(xx) = yx — yx = 0.

Deci polinomul p are ca rdddcini toate nodurile de
interpolare.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Demonstratie:(continuare)

Polinomul p este polinom de grad cel mult # si are (n + 1)
radacini distincte (x; # xj, Vi # j). Acest polinom nu poate
ti decat polinomul identic nul, adica

p(x) = €y(x) — q(x) = 0, Vx, €,(x) = g(x), Vx.

Deci polinomul ¢, este unicul care satisface (5). O
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Polinomul nodurilor de interpolare

Fie w41 polinomul de grad n + 1 care are ca raddcini
nodurile de interpolare:

Wn+1(x) = (x = x0)(x —x1) -+ (x = xp1) € [Tpp41.

Fie a = min{xg, x1,...,x,}, b = max{xg, x1,...,x,}.
Teorema restului(eroarea la interpolare)

Fief € C"™1a,b]six €[a,b], X #x,¥i=0,...,n

Atunci existd un punct y € [a,b], y = y(xo, X1, ..., Xn, X)
(punctul y depinde de nodurile de interpolare x; si de punctul x)
astfel incit eroarea la interpolarea numericd este datd de:

()

fx) = u(x) = )

Wn1(X). (7)
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Polinomul nodurilor de interpolare
Demonstratie: Consideram functia F:

F(x) := f(x) = bn(x) — cwp11(x).
Constanta reald c este aleasa astfel ca F(x) adica:

c= M, (x # xj, Vi) = wy(X) #0. (8)
wn+1(x)

Functia f fiind de clasid C"*! pe intervalul [a, b] rezulta ca
si functia F este din C"*![a, b].
Avem:

F(x;) = f(xi))=bu(xi) —cwps1(x;) = yi—yi—c0 =0,Vi=0,...,n.
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Polinomul nodurilor de interpolare

Demonstratie: (continuare) Functia auxiliard F are (n + 2)
zerouri, Xg, X1, . . . , X, X. Aplicand succesiv Teorema lui
Rolle rezulta ca F’ are n + 1 zerouri, F” are n
zerouri,...,F"*D) are 1 zero in intervalul [, b]. Vom nota
aceasta radacind a lui F'"*V cu y.

Punctul y depinde de zerourile initiale xo, x1, ..., X,, X si

y=vy(xo,x1,...,Yn,X) €[a,bla. i F"V(y)=0. (9)
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Polinomul nodurilor de interpolare

Demonstratie: (continuare) Derivata de ordinul (n + 1) a
functiei F se calculeaza astfel

F(n+1)(x) :f(n+1)(x) _ €7(1n+1)(x) _ n+1)(x)
= f D (x) =0 —c(n + 1)' = f(”+1 (x) —c(n +1)!
(10)
(derivata de ordin (1 + 1) a polinomului de grad n, ¢,, este
0).

Din relatiile (8),(9) si (10) rezulta ca

) @ - 6@

m+1D! W (x)

f(n+1)(y)
(n+1)!

= f(X)-(x) =

————Wp41(X).
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Propozitie

Fie [k—l(xl X0, X1, -+, xk—l/f)/ fk—l(x/ X1, /xk/f) € Hk—l
polinoamele de interpolare Lagrange pentru functia f pe
sistemul de noduri {xo, x1, .. ., Xx-1}, $i, respectiv pe sistemul
{x1,x2, ..., Xk}

Atunci

be(x, x0,x1, ..., Xk, f)

_ (x - xO)gk—l(xr X1, /xk/f) - (x - Xk)gk_l(x, X0, .- - /xk—l/f)
B Xk — X0

Demonstratie: Se lasa ca exercitiu.
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Consideram urmadtoarele probleme de interpolare:

{(‘XOI ]/O)/ (xll]/l)/ ceey (xk—llyk—l)} - ek—l(x/ X0, X1+ xk—llf)
{(x0, y0), (x1,y1), -, (%%, i)} = b, x0, X1, .., Xk, f)

Ne intereseaza sa gasim o formuld de trecere rapida de la

polinomul de interpolare pe k noduri la cel care are un
nod in plus.

38/52



Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange
Deoarece polinomul de grad cel mult k:

q(x) = be(x, x0,x1, ..., Xk, f) = be—1(x, x0, X1, - - ., Xg=1, f) € .

are ca raddcini punctele xo, x1, . . ., Xk—1,
(gx))=yi—yi=0,i=0,...,k—1) avem relatia

k-1
ek(x/ xOlel A kalf) = ﬁk—l(x, x()/xl/ e /xk_llf)+A n('x—x])
j=0
(11)
in care A este dat de relatia

_ gk(Xk, X0, X1, /xk/f) - gk—l(xk/ X0, X1, ka—]./f)

k-1
n(xk - Xj)
j=0

A

(12)
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Relatia (12) se mai poate scrie astfel

X — xj
Vil 1% =%,
=0 j=0 "' )
4= Yk ~ j#i
k-1 k-1
l—[(xk - Xj) l_[(xk - Xj)
j=0 j=
k-1
_ Yk _ Yi
T k-1 - k-1
i=
n(xk - xj) (xk — x;) l_[(xi - Xj)
j=0 j=0

j#i
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange
Asadar,

Ak = kL (13)

k
] -

=0
j#i

Daca definim :
[xklr = yr = f(xx),

atunci

_ Dex, ey = [xo,x, X1l

X = X0 '
se numeste diferenta divizata de ordin k a functiei f pe
nodurile {xg, x1, ..., x¢}.
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange
Propozitie

Pentru orice sistem de noduri {xo, x1, . .., Xx} si orice k are loc

k k
[xo, 1, x]p = Y ——— ;(wnﬂ(xk))’ (14)

k
= l_[(xz - X))

7=0
j#i
Demonstratie: Se face prin inductie. Pentru k = 1 avem:

Yo N Al _[xl]f_[xo]f
X0 — X1 x1—xo_ X1—Xp

[x0, x1]f =
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange
Demonstratie(continuare):

Presupunem c4 relatia (14) este adevaratd pentru orice k si
pentru orice sistem de noduri {xp, x1, . .., X¢}.

Pentru k + 1 folosim relatia de recurentd si apoi aplicim
ipoteza inductiva:

[xllx].l o ka+1]f - [x01x21 “e ka]f

Xk+1 — X0

[x0,x1, .., Xks1lr =

k+1 k

1 ; 1.
:xk+1—x0 .Zkﬂ ” _Zk-i-ly—
= H(Xi - xj) = l_[(xi - x))

J#E j#i

43 /52



Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Demonstratie(continuare):

Deci
[x0, x Xies1] 1 { ¥ + 52l
ce, Xir1lF = -
0s,A1, 7 + f xk+1_x0 k k1
[ Jwo-x) [ ]Gwn-x
j=0 j=1
j#0 j#Ek+1
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Demonstratie(continuare): Sau, mai simplu

k

Yo Yk+1 Z Yi
[x0, .-, X1l = +— + e
i=
r[(xo - ;) l—[ (Xk1 = 7) l—[(xz - %))
]iO ]¢k+1 ]9&1
k+1

B Z k+1
]‘l(xl -x)

j=0
J#L

Asadar, prin inductie, relatia (14) este adevaratd pentru
orice k.
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Din definitie se observa ca diferenta divizata
[x0, X1, ..., xk]f nu depinde de ordinea nodurilor
{xO/ x]./ AR /xk}'

Vom nota in continuare cu {(x) polinomul de interpolare
Lagrange pe nodurile {xo, x1, ..., x¢} pentru functia f.

bi(x) = bo(x) + [1(x) = b ()] + -+ + [ (x) = l—a ()] + -+ + [ln(x) = bp-1(x)]
= yo + [xo, x1]r(x = x0) + ... + [x0, %1, .- ., X]r(x —x0) -+ .. - (X — X%-1)

+.o+ [xo,x1, -, Xnlp(x = x0) - (X = x-1)-
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Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Prin urmare, forma Newton a polinomului de interpolare
Lagrange este data de

bn(x) = yo + [xo0, x1]¢(x — x0) + [x0, X1, X2 ¢ (x — x0)(x — x1)+

+ [x0, 21, X lp(x = x0) - oo (X = Xp-1).
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Schema Aitken de calcul al diferentelor divizate

In cele ce urmeazd, ne propunem sa calculam diferentele
divizate

[x0, x1]f, [x0, 21, %25, - - -, [x0, %1, - - -, 2Xu]f

necesare construirii polinomului de interpolare Lagrange
in forma Newton.

Procedeul foloseste definitia recursiva a diferentelor
divizate si se desfdsoara in n pasi.
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Schema Aitken de calcul al diferentelor divizate

La pasul 1 se calculeaza numai diferente divizate de
ordinul 1:

[XOI xl] ’ [xll xZ]fr ey [xn—ll xn]f

In general, la pasul k se calculeazi diferente divizate de
ordin k:

[XOI X1y /xk] s [xll X2,eeey xk+1]f/ ey [xn—k/ Xn—k+1s- - - /xn]f

La pasul n se calculeaza o singura diferentd divizata de
ordin n si anume

[x0, %1, -+ ., Xnlf.
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Schema Aitken de calcul al diferentelor divizate

Pas 1 Pas k Pas n
X0 Yo
X1 N [xo0, x1]f
X2 2 [x1, xz]f
Xk Yk [xk-1, Xk [x0, x1, ..., X]f
Xn-1 Yn-1  [Xu-2, xn—l]f [Xn—k-1,-- -, xn—l]f

Xn Yn [xn—ll xn]f [xn—k/ cen rxn—l]f [xO/ X1yee-y xn]f
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Schema Aitken de calcul al diferentelor divizate

Notam cu
dd[i, k] := [xi, Xi+1, - - -, Xisk
diferenta divizatd de ordin k, pe nodurile consecutive

{xi,xi+1,...,xi+k},cui=0,...,n—k,k=1,...,n,avénd
ddli,0l =y, i=0,...,n.

Schema lui Aitken se implementeaza astfel
ddli,0l =y, i=0,...,n;
fork=1,...,n
fori=0,...,n—k
dali, )  Gali+ 1k~ 1] - ddli k~ 1]

Xitk — Xi
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Schema Aitken de calcul al diferentelor divizate

Putem face aceleasi calcule folosind un singur vector, de
exemplu rescriind vectorul y astfel:

fork=1,...,n
fori=mn,..., k
_VYi—Via
.

La finalul acestei secvente de program, vectorul y va
contine elementele:

yOI [XOI xl] ’ [XOI xlIXZ]f/ ey [XO, X1,eeey x?’l]f

Wk = [x0,x1, ..., x]r, k=0,...,n).
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