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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii liniare
Consideram sistemul:

Ax=b, AeR™" peR" (1)

e se presupune cunoscut cd A este nesingulara,
detA # 0;

solutia exacta a sistemului (1) se noteaza cu x™:

x'=A"b (2)

e 1 — dimensiunea sistemului este “mare”’;

A este matrice rard — cu “putine” elemente a;; # 0;
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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii liniare

e pentru a aproxima solutia x* matricea A nu se
schimba (transforma) ci doar se folosesc elementele
nenule ale matricei ;

e se construieste un sir de vectori {x®} C R", sir care in
anumite cazuri, converge la x* :

x5 x* pentru k — co.
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Memorarea matricelor rare

Se memoreaza doar valorile nenule si suficiente informatii
despre indici astfel incat sd se poata reconstitui complet
matricea.

Presupunem cd matricea A are NN elemente nenule.
Memorare comprimata pe linii

Se utilizeaza 3 vectori:
- valori — vector de numere reale de dimensiune NN;
- ind_col — vector de indici de dimensiune NN;

- inceput_linii — vector de intregi de dimensiune
n+1;
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Memorarea comprimata pe linii

In vectorul valori se memoreaza elementele nenule ale
matricei A in ordinea liniilor, iar in vectorul ind_col se
memoreazd indicii de coloana ai elementelor din valori.

In vectorul inceput_linii se stocheaza indicele/pozitia in
vectorul valori / ind_col al/a primului element de pe
linia i memorat in vectorii valori / ind_col.

- inceput_linii(n + 1) = NN + 1;

- inceput_linii(i + 1) — inceput_linii(7) =
numadrul de elemente nenule de pe liniai,i =1, .., 7.
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Exemplu - Memorarea matricelor rare

1025 0.0 2.5 0.0 0.0
3.5 10488 1.05 0.0 0.33
A=1] 0.0 0.0 100.0 0.0 0.0
0.0 1.3 0.0 101.3 0.0
073 0.0 0.0 1.5 102.23

n=5, NN =12

valori = (101.5,2.5,0.33,1.05,104.88, 3.5, 100.0,
101.3,1.3,1.5,0.73,102.23)

ind_col =(1,3,5,3,2,1,3,4,2,4,1,5)
inceput_linii = (1,3,7,8,10, 13)
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Memorare rara cu humar maxim cunoscut de
elemente pe linie

Daca se stie ca matricea are maxim n_max elemente
nenule pe fiecare linie, se pot folosi 2 matrice pentru
memorarea rara:

e valori - matrice de numere reale de dimensiune
n X n_max;

e ind col - matrice de indici de dimensiune n X n_max.

In matricea valori se memoreaza pe linia i elementele
nenule de pe linia i a matricei A, iar in matricea ind_col se
memoreaza indicii de coloana ai elementelor
corespunzdtoare din matricea valori.
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Exemplu de memorare rara

102.5 0.0 25 0.0 0.0
0.0 10488 1.05 0.0 0.33
A=1] 0.0 0.0 100.0 0.0 0.0
0.0 1.3 0.0 101.3 0.0
073 0.0 0.0 1.5 102.23

1025 25 0.0
104.88 1.05 0.33
valori =| 100.0 0 0.0 ind_col =
101.3 1.3 0.0
102.23 1.5 0.73
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Memorarea matricelor rare — diagonale
Diagonalele matricei A:

do : (a11,a22, ..., Ann)

di:(a12,a23, ... ,0n-1n)
d_y:(az,a3, ..., 0m-1)

do : (@13, 004, . . ., An-2n)
d—:(as1,a42, ..., 0nn-2)

Pentru matricele care au elementele nenule plasate pe
cateva din diagonalele matricei A (n_d diagonale cu
elemente nenule) se pot folosi pentru memorare o matrice
si un vector:

diag - matrice cu numere reale de dimensiune n X n_d;

diag_no - vector de intregi de dimensiune n_d.
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Memorarea matricelor rare — diagonale

diag - matrice cu numere reale de dimensiune n X n_d;

diag_no - vector de intregi de dimensiune n_d.

In matricea diag se memoreaza pe coloane diagonalele cu
elemente nenule iar in diag_no este specificat numarul
diagonalei care e memorat in coloana j a matricei diag.

diag(i, j) = ajj+diag_no(j)-
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Exemplu — memorare pe diagonale

205 20 00 0.0 0.0
0.0 405 30 00 0.0
A=(10 0.0 1000 0.0 0.0
0.0 23 00 1015 4.0
00 00 3.0 00 1025

+ 205 2.0
+ 40.5 3.0
diag =|1.0 100.0 0.0 diag no =(-2, 0, 1)
2.3 101.5 4.0
3.0 1025 =

Alte tipuri de memorari rare:
http://netlib.org/linalg/html_templates/node90.html
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http://netlib.org/linalg/html_templates/node90.html

O schemd generald de deducere a unei
metode iterative

Fie descompunerea:
A=B-C, B,CeR™", B*“usor”inversabild (3)
Ce inseamna B “usor” inversabila?
Sistemul liniar, avind ca matrice a sistemului matricea B:
Bx=1f

se rezolva "usor’ (adica repede) — ca in cazul sistemelor
cu matrice diagonale sau triunghiulare, de exemplu.
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Constructia sirului iterativ

AX  =b &= BX'-CxX'=b = BxX'=Cx"+b
x'=B1Cx* + B™'b = Mx* +d

unde
M:=B'CeR™, d:=B'beR" (4)

Sirul {x)} se construieste astfel:

x& D = mx® + g, (5)
undek=0,1,2,...,x9 € R" ales arbitrar.
Vectorul x**1) poate fi privit si ca solutia sistemului liniar:

Bx=f cu f:=Cx®+b (6)

13/71



Convergenta sirului iterativ

Cunoscand vectorul x%), urmitorul element din sir, x**D,
se poate construi fie utilizand relatia (5) (daca putem
construi matricea M explicit), fie rezolvand sistemul liniar

(6).

Matricea M poartd numele de matricea iteratiei iar
vectorul x©) € R” se numeste iteratia initiala.

Ne punem problema convergentei sirului {x¥)}:
x® - x* k> oo

Se stie ca aceasta convergentd nu are loc pentru orice
matrice B.

In continuare, vom prezenta un rezultat general de
convergenta.
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Rezultat general de convergenta
Fie A € R™" si fie {A} un sir de matrici. Atunci:

A 5 Opn cand k — o0 < ||A¥| — 0 cand k — co.

Propozitie
Fie A € R, Atunci

AF 5 0cand k — o0 p(A) < 1.

Dacd existd o normd matriceala naturald pentru care
|A]] < 1 atunci:

AF — 0 pentru k — co.

(n:1—>aeR,ak—>0pentruk—>00<:>|a|<1.)
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Convergenta seriei de matrice
Propozitie

Fie A e R™". Seria S = Z AF converge daci si numai

k=0
daca raza spectrald a matricei A este subunitara:

[o0]

S:ZAk:S(:)p(A)<1.
k=0

Daca existd o norma a matricei A astfel incat ||A|| < 1
atunci seria converge. In cazul convergentei avem:

o0

S=) At =(1-A"

k=0
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Teorema
Teorema de convergenta

Fie A € R™" o matrice nesingulard si B, C € R,

detB # 0, astfelca A =B - C.

Fie x¥) € R" un vector oarecare si {x¥'} sirul de vectori dat
de (5) cu M si d dati de (4).

Atunci:

x® 5 x*, k> 00, VX0 = pM) <1 (7)

unde p(M) = max{|A|; A — valoare proprie a matricii M}
este raza spectrald a matricei M.

Daca exista o normd matriciald naturala astfel ca |M|| < 1
atunci {x¥} converge la solutia x* a sistemului (1).

IM|| <1 = x% = x*, k — oo, Vx0. (8)
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Demonstratie-teorema de convergentd
Scazand relatiile (5) si x* = Mx* + d obtinem:

x&D —x = M (x(k) - x*) , k=0,1,2,...

Avem
xP)—x* = M(xPV=x*) = M2(xP?—x") = ... = MF (x(o) - x*) ,
deci

xP) —x* = MP(x? —x7), Vp.
Prin urmare:

xP) = x',p— 00 & MP — O,,p — oo.

MP — Oy, p > 00 & p(M) < 1.
Daca
IM|<1=M - 0candp — 00 = xP) — X, p— o0, Vx©.

O
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Evaluarea erorii absolute ||x(k) — x|

Presupunem ||M|| < 1 (sirul {x¥} converge la x*).

Din relatia (5):
xHD = mx® + d

xD = Mx7V 1+ d
XD _ 3 = M (xa) _ x(z—l)) Yy

Pentru orice k, j, folosind relatiile de mai sus, avem:

1) _y (k) (k) (kH=1) = g (x<k+1> _ x(k)) VK, i
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Evaluarea erorii absolute — continuare
Aplicand succesiv relatia precedenta obtinem:

D) _ 50— (X(k+p) _ x(k+p—1)) + (x(k+p—1> _ x(k+p—2))

ey (x<k+2> _ x(k+1)) n (x<k+1> _ x<k>)

=
—_

(x(k+j+1) _ x(k+j))

\”..
o

ANV (x(k+1) _ x<k>)

S
—_

—.
Il
o

Prin urmare:
-1 p-1
erp) _ o (x<k+j+1> _ X(k+]')) _ Z M| (D — x®)
j=0

j=0
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Evaluarea erorii absolute — continuare
Facand p — oo obtinem:

X — x® = Z aw (Xac) _ x(k—l))
j=0

Deoarece |M|| < 1:
> M = (1, - My
=0

Mai avem si evaluarea:

<[t =M < —

M| <1
1—imM]]

-
1+ IIMII
Prin urmare:

N IMI w1
X —X | S—1—||M|| ||x X ||
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Evaluarea erorii absolute — continuare

Astfel, avem

x| < ML 1 Ml

I )

|[x

Aceasta relatie ne spune ca din punct de vedere practic
putem opri algoritmul atunci cand diferenta dintre doua
iteratii succesive devine suficient de mica, acest lucru
asigurand apropierea de solutie.

In continuare vedea cum se memoreaza matricele rare si
vom particulariza matricea B.
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Metoda Jacobi pentru rezolvarea sistemelor
liniare
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Metoda Jacobi pentru rezolvarea sistemelor
liniare
Fie sistemul:

Ax=b, AeR"™, beR"

cu
det(A) #0, a;#0,Vi=1,2,...,n
Alegem:
a7 0 - 0

. () dpy +- ()
B =diag(a, a22,...,am) =| . . ..
0 0 R
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Metoda Jacobi pentru rezolvarea sistemelor
liniare
Prin urmare, avem
detB =aq1a2 ... a,,; # 0.

Mai mult, inversa matricei B, B~! are forma

1
— o --- 0
L1 o1y o L 0
B! = diag (_, 1 _) I
a1 a2 Ann . . .. .
1
0 0 —

Ann
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Metoda Jacobi pentru rezolvarea sistemelor
liniare

Matricea C este:

0 -a1p -m3 -+ -4

—ay1 0 —apz -+ —ayy

C=B-A=|-431 -ax 0 - -—a3,
—Ap1 —Ap2 —Ap3 - 0

Elementele lui C, C = (¢;j);; € R™" sunt date de :

—aij, 1#] .
Cii = entrui,ji=1,2,...,n.
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Metoda Jacobi — Matricea de iteratie

Matricea iteratiei se poate calcula si are forma:

0
az1

ax
_ a3l
M=B'C=|-—
ass

_m

Ann

_n2
a1

ai3

a1
az3

az
0

an3

Ann

_Mn
a11
_2n
an
asn

ass
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Metoda Jacobi — Matricea M si vectorul g

Elementele matricei M, M = (m;;);; € R™", sunt date de :

mij =14 @i pentrui,j=1,2,...,n
0, i=j

Construim vectorul g:
g:=MxP eR", Mx® = ()1, n

Componentele vectorului g sunt:

n n

n
o 0 G g _ 1 B
ézl - ;géé; 7TZU:X}- — ::E:: ‘lii J;i — Llii ‘ ::E:: .le]};i ’

j=1,j#i J=1#i

unde i=1,2,...,n.
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Metoda Jacobi — Vectorul d si schema iterativa

Vectorul d este:

d=B_1b=(di),‘=1 ,,,,, w, di=—, 1=1,2,...,n.

Sirul {x®};>0 € R” se construieste folosind formula:

X(k+1) = MX(k) +d o Xi(k+1) =gi +di/i =1,2,...,n.

29/71



Metoda Jacobi — Vectorul d si schema iterativa
Vectorul xX*1) este pe componente, dat de:

n

j=1
j#i
xl(.kﬂ): 4 , 1=1,2,...,n.
Aii
respectiv,
i-1 n
b, — uzjx(k) Z a; x(k)
=1 j=it+1
A - ! = L i=1,2,...,n (1)

: aji

Formula (1) descrie metoda lui Jacobi de aproximare a solutiei

unui sistem liniar.
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Conditii suficiente de convergenta
Propozitia 1

Daca
M|l <1,
atunci
x® 5 x*,  cand k — .
Demonstratie.

Fie x* solutia sistemului Ax = b. Din relatia A =B —-C
rezulta B =Cx*+b = x'=Mx"+d.
Procesul iterativ

x*D = Mx® 1 d

conduce la relatia:
o = x D) = M (x = x®) || < M- = <O < -+

< [IMIF*H e = <)
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Conditii suficiente de convergenta

In continuare vom aplica aceastd propozitie pentru
diverse norme.

e Din
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Conditii suficiente de convergenta

e Din
n
IM]1 = max {Z|m1]| ;)= 1,...,n} <1
i=1

deducem:

n a:
Z(M) <1,Vj=1,...,n = x® - x*, k — .
P |aiil

1#]
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Conditii suficiente de convergenta

¢ (Criteriul dominantei diagonalei pe linii)
Din

n
[IM]|co = max Z|mij|/’ i=1,...,np <1
j=1

deducem:

j=1
j#i

si astfel
n

Z laij| <laql, Yi=1,...,n = lim x® = x*.

= k—o0

j#i

n i
Z(%) <1,Vi=1,...,n = x% 5 x*, k > .
aji
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Conditii suficiente de convergenta

o (Criteriul dominantei diagonalei pe coloane)

n
Z lail <lajl, ¥Vi=1,....n = |Mlh <1 = klimx(k) -

i=1
1#]
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Metoda Gauss-Seidel pentru rezolvarea
sistemelor liniare
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Metoda Gauss-Seidel pentru rezolvarea
sistemelor liniare

Considerdam din nou sistemul liniar:
Ax=Db, AeR™ beR",

cu
det(A) #0, a;#0, i=1,2,...,n.
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Deducerea metodei Gauss—Seidel
Putem deduce metoda Gauss—Seidel din metoda lui
Jacobi astfel:

i-1

n
x?kﬂ) = bi - Zaijx](k) - Z aijx](.k) /Eli,' - (]acobi)

j=1 j=i+1
g
i-1 n
(k+1) _ ) . (k+1) B (k) . .
j=1 j=i+l
undei=1,...,n.
(k+1)

Cand calculam x;" "/, cunoastem deja

i
k+1) (k+1 k+1
x(1 , Xy ),...,xl(._1 ),

si putem folosi aceste valori in prima suma.
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Deducerea metodei Gauss—Seidel
Deducerea metodei Gauss—Seidel din schema generala se

face luand:
a;j, dacdj<i,

B = (b;j) € R, bij =
G ! {0, dacd j > i.

Adica
a11 0 0 cee 0
ar1 A2 0 s 0
B=|as1 ax azs -+ 0
Anl An2 An3 *°°  Aun

Matricea B este nesingulara (a; # 0, Vi):

det(B) =aq1-ax ... ay # 0.
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Deducerea metodei Gauss—Seidel

Matricea C este definitd prin:

nxn _aij’
C=(cyj) eR™,  ¢j=
0,
adica

0 —app —ai3

0 0 —023

0O O 0
C=B-A=]|. . )

0O O 0

dacai <j,

dacai>j

—d1n
—a2n
—A3n

—An-1n
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Deducerea metodei Gauss-Seidel

In cazul metodei Gauss-Seidel, vectorul x**1) se obtine
din x% rezolvand sistemul inferior triunghiular din
schema generala:

Bx=Cx® +b =f. 1)
Solutia sistemului (1) este data de formula:

1

i-1
Xj = fi_Zbinj /bii = fi—Za,-jxj Jai, i=1,...,n.

-1
j=1 j=1
(2)
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Deducerea metodei Gauss-Seidel

Vectorul f este:

fi=(CX)i+b;,i=1,2,...,n (3)
n n
(Cx®);= > e == 3 g, vi=1,. 0 @
j=1 j=i+l

Folosind formula de rezolvare a sistemelor inferior
triunghiulare (2), din relatiile (3) si (4) avem:

n i—1
(k) k+1
bi= ) ap = ) ay
(k+1) _ j=i+1 j=1 .
X; = , 1=1,...,n.

aii
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Conditii suficiente de convergenta pentru
metoda Gauss-Seidel

Propozitia 1
Daca matricea A este astfel incat

atunci are loc convergenta sirului construit cu metoda
Gauss-Seidel la solutia sistemului Ax = b :

k)

x5 X k> oo ¥xO e R
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Conditii suficiente de convergenta pentru
metoda Gauss-Seidel

Propozii;ia 2 (Criteriul dominantei diagonalei pe linii)

Dacd matricea A este astfel incét:
n
Z |aij| <lagl, Vi=1,...,n,
j=1
j#i

atunci:
x0 = Xk — o0, VX0 e R,
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Conditii suficiente de convergenta pentru
metoda Gauss-Seidel

P I‘OpOZitia 3 (Criteriul dominantei diagonalei pe coloane)

Daca matricea A este astfel incat:
n
Z lagl <lajl, Vi=1,...,n,
i=1
i#j
atunci metoda Gauss-Seidel converge

limx® = x*, vx© e R".

k—o0
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Metode iterative pentru matrice simetrice si
pozitiv definite
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Metode iterative pentru matrice simetrice si
pozitiv definite

Considerdam cazul sistemelor liniare cu matricea
sistemului simetrica si pozitiv definita:

Ax =D, A= (Elij) e R,
Matrice simetrica:

A:AT = aij = aji, Vi,jzl,...,n.
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Descompunerea unei matrice simetrice
Deoarece A este simetrica, avem:

a1 412 a3 - A1n ail a1 azr ¢ Anl
azy dpp Aaz3z -+ Ay ap dxp A4z -+ Ay
14 =|4d31 432 a3z --- d43p ::[{T —|a13 a3 aAzz -+ a3
Ayl Ay Ap3 - Aup Ay A2y A3+ Aup

A=AT=>A=L+D+L",
unde

all O CECEEY O
' 0 am --- 0

D =diag(an, a2, ..., am) =| . . ..
0 0 S
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Descompunerea unel matrice simetrice

iar
o o o ---0
an1 0 0 - 0
L=|as ax 0 --- Of
a1 Ap2 Az -+ 0

o O

O e

a2 ai3

0
0

O e

a3
0

O e

A1n
aon
a3n

An—1n
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Matrici pozitiv definite

Definitii:
Fie A € R™",

e Matricea A se numeste pozitiv semidefinita (A > 0)
daca:
(Ax, X)rn >0, Vx € R".

e Matricea A se numeste pozitiv definita (A > 0) daca:

(Ax,x)rn >0, VxeR", x#0.
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Matrici pozitiv definite
Propozitie

Daca matricea A € R™" este pozitiv definitd, atunci
matricea A este nesingulara.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca
matricea A este pozitiv definitd si singulard.

Atunci sistemul de ecuatii liniare Ax = 0 are, pe langa
solutia banald x = 0, si o solutie x° # 0.

Asadar, avem:

x" #0 = 0 < (Ax?,x%) = (0,x°) = 0 contradictie!
deoarece, cum A este pozitiv definitd (A > 0), avem:
A > 0=>a;= (Aei,ei) >0, Vi= 1,...,n.

Prin urmare, matricea A este nesingulara. O
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Matrici pozitiv definite

Lema

Fie A € R™" o0 matrice simetrica si B € R™" o0 matrice
nesingulars, astfel incat matricea P = B + BT — A este
pozitiv definita.

Fie matricea M = I, — B"'A. Atunci raza spectrali a
matricei M este strict subunitara daca si numai daca
matricea A este pozitiv definita:

pM) <1 & A>0.
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Matrici pozitiv definite

Teorema

Fie A € R™" o matrice simetricd, nesingulard, cu
diagonala pozitivd, a; >0, Vi=1,...,n,sib € R"
vectorul termenilor liberi. Atunci metoda lui
Gauss—Seidel genereaza siruri convergente la solutia

x' = A7b, ¥x©,

dacd si numai daca A este pozitiv definita.
Demonstratie: Din teorema de convergenta avem

xB 5 x, ko 0o p(M) < 1.

53/71



Matrici pozitiv definite

Demonstratie: (continuare)

Daca matricea A se scrie sub forma:
A=L+D+LT,
matricele B si C sunt date de
B=L+D, C=B-A=-L",
Matricea iteratiei M este:

M=B'C=B"YB-A)=1I,-BA.
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Matrici pozitiv definite

Demonstratie: (continuare)

Incercim si aplicém Lema de mai sus. Pentru aceasta
verificdm dacd matricea P este pozitiv definita:

P=B+B'-A=L+D+(L+D)'-L-D-LT=D.

n

(Px, X)rn = (Dx, X)rn = ((aiixi)i, (x1)i)gr = Z aiix; .
i=1

Cum a;; > 0, Vi, avem (Px, x)g» > 0,Vx € R",x # 0, deci P
este pozitiv definita.
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Matrici pozitiv definite

Demonstratie: (continuare)

Putem aplica Lema, de unde deducem
pM) <1 & A>0.

Prin urmare, metoda Gauss—Seidel converge pentru orice
x© daca si numai daca matricea A este pozitiv definita.

x® = x*,k — co &= A este pozitiv definitd
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Metodele relaxarii

Fie A € R™" o matrice reala patratica de dimensiune 7,
simetricd, A = AT, si pozitiv definitd, A > 0,si b € R" un
vector real.

Consideram sistemul de ecuatii liniare:

Ax =Db.

Deoarece matricea A este pozitiv definitd, sistemul de mai
sus are solutie unica,

x* = A7 b.
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Metodele relaxarii

Vom considera functiaf : R" = R, :

fly) = (AKX —y), X' = y)rr, y € R".

Din faptul ca matricea A este pozitiv definitd avem:

fly) 20,¥y eR"si f(y) >0, f(y) = f(X), Vy # X,

Prin urmare, x* este si unica solutie a problemei de
minimizare:

min{f(y); y € R"} = 0 = f(x").
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Metodele relaxarii

Vom cduta solutia sistemului Ax = b,
x' = A7,

ca fiind solutia problemei de minimizare de mai sus,
folosind o metoda de tip relaxare de forma:

yO eR"-dat, y*U =y® e, I=1, k=0,1,...

adica D ®
+ .
v =y, Vil

si

k k
yg D =y§ ) + ck.
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Metodele relaxarii
Constanta ¢ se determina astfel incat

f(y(k+1)) < f(y(k)) )

in speranta ca sirul y% astfel construit converge la x".
Notdm cu
O —p— Ay(k)

vectorul reziduu.

Avem:
1 = — Ay® = Ax* — Ay = Alx - y(k)).
Deoarece
y ) =y" e,
rezulta:

f(y(k+1)) :f(y(k)) — 2¢t r;k) n Ci ay.
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Metodele relaxarii

Pentru ca
f(y(k+1)) < f(y(k))

este necesar si suficient sd alegem cy astfel incat:
ay Ci — 27’§k) cr < 0.
Deoarece a;; > 0, aceasta conditie este echivalenta cu
2 rgk) 2 rgk)
€10, — sau ¢ €|——, 0],
ap aj

(k)

dupd semnul lui 7,

0
Ck = a)kl—, cu wy € (0,2).
ap
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Metodele relaxarii

Metoda de relaxare obtinutd este urmatoarea:
o y@ e R" dat
AR)
o ykD =y 4 a)k;—llel, k=0,1,..., wp €(0,2).

unde
= (b= ay"),

Pentru a aproxima x* se deduce o clasa de metode numite
metodele relaxdirii succesive. Aceste metode se obtin
aplicand metodele de relaxare de mai sus.

Vom considera:
wr = w, Vk.
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Metodele relaxarii succesive

Vom construi un sir {x¥} C R" astfel

x = y© un vector din R” dat
(0)

r
I=1 y=yO4 w——e;
an
A
1=2 y@ =y 4 w—>—e;
a22
r1(1n—1)

I=n y(”) = y(”_l) +w e,
Ann

X1 =y,
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Metodele relaxarii succesive

Trecerea de la iteratia k la iteratia urmatoare se face astfel:

X(k) = y(k").
)
l =1 y(kn+1) = y(kn) + w 1_ e1,
ai
r(kn+1)
1=2 y(kn+2) — y(kn+1) +w 2 e,
a
(kn+n-1)
l=n y(kn+n) — y(kn+n—1) Fo2 e,
Ann

La finalul ciclului complet, obtinem:

x k1) y((k+1)n), k=0,1,2,...
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Metodele relaxarii succesive

Acum putem scrie depedenta vectorului x¥+1) de x(¥) :
Pentrui=1,2,...,n:

i-1 n
k+1 K, @
A = 0 g - Z ai]-x(.kH) - Z aijx(.k) ,
1 1 llii 4 ] - ]
j=1 j=i
w i-1 n
k+1 k k
2 = 1 - )+ = p; - Zawcg 0 _ Z ai]'x(.k) ,
1 t aji , ] £ /
j=1 j=i+l

k=0,1,2,....

Metodele de mai sus poarta numele de metodele relaxarii
succesive. Pentru w = 1 obtinem metoda Gauss—Seidel.
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Metodele relaxarii succesive
¢ 0 < w < 1 metodele se numesc de sub-relaxare si pot fi
folosite in cazul cand metoda Gauss-Seidel diverge.

¢ 1 < w < 2 metodele se numesc de supra-relaxare si pot
fi folosite pentru accelerarea convergentei in cazul
cand metoda Gauss-Seidel converge.

Rearanjand formulele de mai sus avem:

i—1
D ) = (B ),
j=1 “

l-w <
= aiixl(k) - E aijx(.k) + bi
w ~ ]
j=i+1

= (Cx®); + (b);
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Metodele relaxarii succesive

Matricea A fiind simetricd, poate fi scrisd sub forma

0 o .- 0 0

a o --- 0 0
A=L+D+L", cuL=| '

Ayl A2+ Agp—1 O

D = diag(all,@z, Ce ,ann).
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Metodele relaxarii succesive

Cu aceste notatii, matricile B si C de mai sus pot fi scrise

astfel: . ,
-
B=L+-D, C=——D-L".
@ @
Vom verifica dacd metodele relaxarii succesive se inscriu

in clasa generald de metode iterative, adicd vom verifica
daca A=B-C:

1 1-
B-C=L+-D-—YD+LT=L+D+LT = A.
w w
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Convergenta sirului x(k)

Convergenta sirului x®) Ia solutia x* = A~1b?

Teorema

Fie 0o matrice A € R™" simetrici, A = AT, cudetA # 0,
a; >0,YVi=1,...,n, b€ R" un vector real si w € (0, 2).
Atunci sirul x® construit cu 0 metodi de relaxare
succesivd converge la solutia x* a sistemului liniar Ax = b
oricare ar fi iteratia initiald x© daci si numai daci
matricea A este pozitiv definita.

k)

x0 5 x* k — 00, VXV = (Ax,x)r» > 0,¥Vx € R",x # 0.

Demonstratie: Vom verifica dacd raza spectrald a matricei
iteratiei este subunitara folosind Lema.
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Convergenta sirului x(k)

Demonstratie: (Continuare) Avem

M=B'C=B'B-A)=1,-B'A

1 1 )
B=L+ ;D, detB = 5011@2 cevnn # 0, (a;; > 0, Vi)

Matricea A este simetricd, iar matricea B este nesingulara.

Pentru a fi indeplinite ipotezele Lemei trebuie sa verificim

cd matricea P este pozitiv definita:

1 2-w
D-L-D-LT==——

w w

1
P:B+BT—A:L+5D+LT+ D.
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Convergenta sirului x(k)

Demonstratie: (Continuare) Mai mult, avem

:2 _ n
(Px, X)gn = Ta) aiix? >0, x £ 0, (a; > 0, Vi)
i=1

2—-w
—

>0 & we(0,2).
w

Toate ipotezele lemei sunt indeplinite, prin urmare avem
convergenta dorita. O
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