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Descompuneri QR - Definitie

Fie A € R™" o matrice reala patratica.
Presupunem ca avem:

A=0R

unde Q este o matrice ortogonala iar R este o matrice
superior triunghiulara.

Atunci:

Ax=b o QRx=b & Q"QRx=Q"b & Rx =Q'b
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Descompuneri QR-Algoritmul lui Householder

O matrice de reflexie este o matrice P € R™" de forma:

P=1,-2vv!, veR", v£0

cu
lIvll2 = =1.
Astfel, avem
2
01 Ul 0102 -+ 0104
2
(%] (%X0| (% s 020
VVT =1 . (’01’(}2 N ’On)T = . 2 "

vn vnvl vn 02 tee Un
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Algoritmul lui Householder

Matricele de reflexie sunt:
e simetrice: PT = P.

Pl =, -2wh)l =1, -2(wh)l =1, - 20v))'vI =1, - 2wl =P

e ortogonale:
P'P=PP" =1,

Intr-adevir,

P? = (I, = 2w ) (I, — 2wv') = I, = 2vv! — 2wvv! + 4(vv')(vvT)
=1, —4vv! +4av(viv)v! =1, — 4vv! + 4v||v||§vT
=1, — 4w +4vww! =1, (V]2 =1) (1)

3/54



Algoritmul lui Householder

1
0

p=(5 5)-2()0 0= (5 9)

. 2 _ X1 . e _
F1ex€R,x—(x2)§1f1ey—Px
Ay _ (-1 0} (x1) _[—x1
y= 2 10 1 X2 B X2

Vectorul y = Px este reflectatul vectorului x in raport cu
axa Oxs.

Exemplu:n =2, v = ( ) , P=1I,—-2vvl.
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Algoritmul lui Householder

Algoritmul care foloseste matricele de reflexie pentru a
obtine o descompunere QR pentru o matrice A € R™" a
fost descris de Alston S. Householder in articolul
"Unitary triangularization of a nonsymmetric matrix”
apdrut in Journal of the Assoc. of Computing Machinery 5
(1958), 339-342.

Transformarea matricei A intr-una superior triunghiulara

se face in (n — 1) pasi, la fiecare pas folosindu-se o matrice
de reflexie.
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Algoritmul Householder

Transformarea matricei A intr-una superior triunghiulard
se face in (n — 1) pasi, la fiecare pas folosindu-se o matrice
de reflexie.

Pas 1:
AV =pA

- matricea P; se alege astfel incat coloana 1 sa fie
transformata in formad superior triunghiulara.

Pas 2:
AP = p, AN = p,(P,A)

- P, transforma coloana 2 in forma superior triunghiulara,
fara sa schimbe coloana 1.
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Algoritmul Householder

Pasr:

AV =P AT = p(P,_; --- P1A)

- se transforma coloana r in forma superior triunghiulara
farad sa schimbe primele (r — 1) coloane.

Pasn—1:

A(n_l) _ Pn—lA(n_Z) — Pn—l(Pn—Z Ce PlA) =R

- se transformé coloana 7 — 1 a matricei A"~2) in forma
superior triunghiulara fara sa schimbe primele (n — 2)
coloane.

A1) este in forma superior triunghiulara.
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Algoritmul Householder

Descompunerea QR construita cu algoritmul lui
Householder este urmatoarea:

Py1Pyo-...-Pp-...P,P1A=QA =R

unde

Q:Pn_l'...'Py'...'P2P1

Q este matrice ortogonald ca produs de matrice
ortogonale.

OA=R & O"0A=Q'"R © A=Q"™R=0QR & A=QR

Q=Q" =(Py1-+-Pr---PoPy) =P1Py--- Py Py,
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Algoritmul Householder

Pasul r:

La intrarea in pasul r matricea A are forma:

an

0
0
0
0

a2

o O O

air
azy

A1n
A2n
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Algoritmul Householder

Asadar, pasul r constd in:
A:=PA

P, =1, -20 ("7,
unde P, € R"™", iar vectorul v, € R", |[0]|, = 1, se alege
astfel ca matricea A sd aibd si coloana r in forma superior

triunghiulara
a1 a1z - A vt Aip
0 an e apy - Aop
0 O . :
A=10 0 R PR A
0 0 0 e Appn
() () e () e Aun
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Calculul matricei P,

Pentru simplitate vom nota P, = P, v" = v.

aiy
azy

Ar-1r
Arr

Ar+1r

Anr

— (PA)e, = Ae,

ayy = air
ayr = A2r

Ar-1y = Ap_1y
Err =k
0
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Algoritmul Householder

Aplicand proprietatea matricelor ortogonale:
QeR™,  xeR",  [IQx|2 =kl

pentru matricea Q = P si vectorul x = Ae, avem:

|PAe,|5 = a?, + a3, +...+a> , +Kk

2 L 4adE+... +a

2_ 2, 2 2 2
|Ae |l = a7, +ay +...+a,_, +a, +a; . +.. ” o

Din relatia de mai sus rezulta

K=o=a,+a  + - +a.+ - +a] =Zafr=>k=i\/5
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Algoritmul Householder

Determinarea vectorului v ce defineste matricea P:

(PAe, = (I, — 2vv')(Ae,) = Ae, — 2(vv!)(Ae,)
= Ae, — 2v(v!(Ae,)) = Ae, — 2a)v = Ae, —u

unde cu a si u am notat:
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Algoritmul lui Householder

aty
a2y

a :=vl(Ae,) = ((Ae,), V)rn = ( a;

Anr

U1
02

Ui

On

= tler)l + lerZ)z + -+ tlirZ)i + -+ ll,erJH.
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Algoritmul lui Householder

air air 0
a2y a2y 0
Ar-1r Ar-1r 0
Arr k ay —k
u:= 2a)v = Ae, — (PA)e, = P el O S
Ajr 0 Ajr
llylr () 61717
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Algoritmul lui Householder

Cu aceste notatii, matricea P devine:

1 1 1
_ T _ T _ T
P=1I,-2vv _I"_Z(Za)u(_Za)u _In__2a2uu

1
— T
=1, - Euu ,
unde 8 = 2a2.
Pentru a cunoaste matricea P trebuie sd mai determinam
constanta . Din conditia:

2

1 1
2 _ _ 2 _ T
v} =1 = H—zau =1 = —40(2||u||2 =1 = 2B =[ulf5.

2
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Algoritmul lui Householder

0
0
arr - k
2 2 2 2
lul = 1| @t B = @ — kP 42 4o bl o
Ajy
Any
=al +a> |+ +an+- a5 — 2kay + K

=0 —2kay + 0 =2(0 — kay)

de unde obtinem
B =0 —kay,.
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Algoritmul lui Householder

Vom alege semnul constantei k astfel incat  sa fie cat mai
mare posibil deoarece constanta  apare in operatia de
impdrtire. Avem :

B " mare" — B =o0—ka, >0 (0 >0) — semn k = —semn a,,

Ceinseamnd f =07
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Algoritmul lui Householder

Ce inseamnd f =07?
B =l =0 g =0 u=0
—ay=k,a1,=0,...,0;,=0,...,a, =0.
Cum a,, = k si semn k = —semn a,, obtinem:
a, =0, Vi=r,...,n,
adicd avem coloana r deja in formad superior triunghiulara,

se poate trece la pasul urmator. In acest caz matricea A
este singulara.
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Algoritmul lui Householder

Ne intereseaza cum se efectueaza operatia A = P,A fdrd a
face inmultire matriciala.
Vom pune in evidentd schimbarile in raport cu coloanele.

1
(PA)ej = noua col. j a matr. A = (In - EuuT) (Ae))
1

p

= Ae]' - ﬁu.

p

1

= Aej —
’ p

(uuT)(Aej) = Aej — u(uT(Aej))
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Algoritmul lui Householder

111]' 0
azj 0

V= uT(Ae]') = ( rj /| Grr — k PDre
ar+1j Ar+1r

Anj Anr
= arj(a;/r - k) + -+ al]alr + -+ an]anr

n n
=1 i=r

(u;j=0,i=1,...,r=1, up=an—-kuj=ay, i=r+1,...
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Algoritmul lui Householder
Noua coloana j se obtine din vechea coloand j din care
scddem vectorul u inmultit cu constanta ;.
Ne intereseaza ca primelor (¥ — 1) coloane sd nu li se
schimbe forma superior triunghiulard deja obtinuta.
Spre exemplu, pentruj=1,...,r -1, avem

a1]‘
a2 0

ajj :
yj=u'(Aej) = (| %+ =0, | ay — k g

Elr]‘ZO

Any

(Zn]'
=aj-0+...+a;-0+---+0-(anp—k)+---+0-a;,+--+0-a, =0

22 /54



Algoritmul lui Householder

Trecerea de la matricea A la matricea P,A:
Din faptulcd y; =0, j=1,...,7r—1, rezultd ca primele
(r — 1) coloane ale matricei A nu se schimba cand facem
operatia

A=DPA,
raman in forma superior triunghiulara.

Algoritmul de trecere de la matricea A la matricea P,A
este urmatorul:

Ae;j, pentruj=1,...,r-1,
(PrA)ej = (a1y,a2s, ..., ar-15,k,0,...,0)T, pentruj=r,

_Y

Aej u,
B

pentruj=r+1,...,n.
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Algoritmul lui Householder

n

)/j:(Ae]‘,u)anzuial‘]‘, )/]‘ZOI j:ll.“,r_]_

i=r

0, i=1,...,r=1
up=9ar—k i=r
iy, i=r+1,...,n

Operatia de transformare a vectorului termenilor liberi

b:=P,b
)4

P,b = (I, - uu)b = b — ~(uu")b = b — ~u(u’) = b - Lu
B B B
n
y=u'b = (b, u)p = Z wb;.
i=r
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Algoritmul lui Householder

Q=1I,

forr=1,...,n—-1

se calculeaza matricea P, (constanta f8 si vectorul u)
A:=P,A

< b:=P,b
Q:=PQ

La sfarsitul algoritmului, in matricea A vom avea matricea
superior triunghiulara R, in vectorul b vom avea Qb™,
b este vectorul initial al termenilor liberi, iar matricea Q
va contine matricea Q' din factorizarea QR a matricei A.
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Algoritmul Householder (1/3)

Q=1Iy
forr=1,...,n—1do
/ /Constructia matricei P, (constanta f§ si vectorul u)

n
© 0=
i=r
if (0 <¢) break; //r=r+1 & P, = I, (A singulara)
k =+/o;
if (a,, > 0) k = —k;
,B =0 — kay;

U =a,—k uj=a;, i=r+1,...n
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Algoritmul Householder (2/3)
/] A=P A
/ /transformarea coloanelorj=r+1,...,n
e forj=r+1,...,n

v =(ilp) = (Aej,u)/p = (Z Miﬂij) /B;

. i=r
*fori=vr,...,n
aij = ajj — Y * Uj;
// transformarea coloanei r a matricii A
e a,=ka,=0, i=r+1,...,n

//b=P,*b

e y=(y/B)=(b,uw)/p = (Z uibi) /B;
e fori=vr,...,n -
bi = bi -y~ uj;
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Algoritmul Householder (3/3)

//Q:Pr*Q

e forj=1,...,n

*y=(Qej,u)/p = (Z Miqi]') /B;

=r
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Numarul de operatii efectuate

e A - (adundri, scaderi):

n-1)2n-1) _ m=1)n+1)2n +3)

(n=1)42n(n—1)+2 : -

= §n3 +0(n?)

e M (inmultiri, impartiri):

4n—-1)+3n(n-1)+ n(n - 1)6(211 —1 = §n3 +0n?)

e R (radicali): n —1
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

Fie A o matrice reala pdtraticd de dimensiune 7.
Presupunem cd avem descompunerea:

A=0R
unde
Q este o0 matrice ortogonald, iar R este o matrice superior
triunghiulara.

Atunci pentru sistemul liniar Ax = b, avem:

Ax=b < QRx=b & Q"ORx = Q'b & Rx = Q'b.
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

In cazul algoritmului Givens, pentru a aduce sistemul
Ax = b la forma Rx = Qb se folosesc matricele de rotatie.
Aceste matrice anuleaza elementele sub diagonala
principald prin rotatii in plan.

O matrice de rotatie Ry;(0) = ()i j=1,...,» are urmatoarea

.....

forma:
P q
1 0 0.. 0 0
01 0.. 0 0
0 0 c s o p
Rpg(6) = 1
q
0 0 (-s). c 0
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

unde 1 vpentrui=j,i#p,i#gq;

c pentrui=ji=p,i=g;
rj=4s  pentrui=p,j=g;
—s pentru i= q/] = p’

0 in rest,

iarp,q € {1,...n}, iar c si s sunt doua numere reale care
satisfac relatia ¢® + s> = 1.
Constantele ¢ si s pot fi alese astfel incat

c=cosf, s=sinf.

Observatie: Cum ¢ + s = 1, se poate arita usor ci
matricea de rotatie Ry;(0) este ortogonald, adica

Rpg(O)R},(0) = R}y (0)Rpg(0) = I,
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

Calculul matricei B

Matricea B se obtine din A modificand doar liniile p si g.
Fie
A= e;FA - linia i a matricei A,

B; = e;.TB - linia 7 a matricei B.
Calculul liniilor matricei B:
B, = A;, izl,...,n,iip, iiq.
By = cAp +sAy,
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

byj = capj +sagj, j=1,...,n.
bgj = —sapj +cag, j=1,...,n.
bi]’ = ajj, in rest.

Calculul matricei D, definita prin

— T
D = AR, (6),

se obtine din A, modificdnd doar coloanele p si g.

Notam Aej, De; - coloana j a matricei A si respectiv D.
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Descompunerea QR - Algoritmul lui Givens

Coloanele matricei D:

D]-:A]-,jzl,...,n,j#p,]';tq.
De, = cAe, + sAey,

De,; = —sAe, + CAey,

dip = cajp +8aig, i=1,...,n,

dig = —saip +cajg, i=1,...,n,

di]' = aij, in rest.

Algoritmul lui Givens se desfdsoard in (n — 1) pasi - la
pasul r se transforma coloana r a matricei A in forma
superior triunghiulard fard a modifica primele (r — 1)
coloane.
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Algoritmul Givens — Pasul 1

Pasul 1:

Intrare: matricea A, vectorul b.

Tesire: matricea AV (cu prima coloan in forma superior
triunghiulara), vectorul b,

Se efectueaza urmatoarele operatii de inmultire cu
matrice de rotatie:

AW = Ry,(612)R1,-1(011-1) - - - R13(613)R12(012) A

bW = Riy(014)Rin-1(014-1) - - - R13(013)R12(612)b.

Unghiurile 0y; (respectiv constantele cy; si s1;) se aleg astfel
incat elementul de pe pozitia (i, 1) din matricea rezultata
sa devina 0.
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Algoritmul Givens — Pasul r

Pasul r:

Intrare: matricea A"~ (are primele r — 1 coloane in forma
superior triunghiulara), vectorul b0,

Tesire: matricea A" (cu primele r coloane in forma
superior triunghiulara), vectorul b(")

La acest pas matricea AU~V si vectorul b"~V se transforma
astfel:

A(r) = an(ern)an—l(Qr,n—l) rz(erz) rr+1(91’r+1)A( 1)
b(r) = an(grn)an—l(Grn—l) T Rrr+1(6rr+1)b(r_1)-

unde elementele ¢ = ¢;; si s = s,; din matricele de rotatie se
aleg astfel ca dupd inmultirea cu R,i(6,;), i=r+1,...,n,
elementrul (i, r) sd devina 0.
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Algoritmul Givens

Considerdm operatia
B= Rri(eri)A/

unde 0,; se alege astfel incat b;, = 0.
Elementele matricei B se calculeaza astfel:

br]‘ = Clyj + S aij,

bij = =S4y + Ca,']',j =1,...,n
(bxr = ay;, in rest)

(j=r) biy = —sa, + caj.
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Alegerea coeficientilor ¢ si s

Cea mai simpld alegere pentru c si s, astfel incat sa
obtinem b;, = 0, este:

C:f'arr, S:f.ail’/

unde factorul f se alege astfel incat c? +s? =1 :

Prin urmare,

Ary Aiy
S =

. — e
[2, 2 [2 . 2
Ag + @, ag + @,

Dacd (faZ, + 2. =0=ap =a; =0=c=1,5 = 0. (Ri(0) = 1)
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Efectul rotatiei Givens asupra matricei

Elementul de pe pozitia (i, r) este deja nul, deci nu avem
ce schimba In matricea A.

Operatia B = R,i(0,;)A, nu afecteaza forma superior
triunghiulara a primelor (r — 1) coloane.

In matricea B, aceste coloane raman in continuare in
forma superior triunghiulara.
Pentruj=1,...,r—1,cuma, = 0,a; = 0, avem:

brj:carj+saij:0, bij:—sarj+caij:0.

Inmultirea B = R,i(6,;))A modifici doar liniile r si i ale
matricei B.

Rotatia Givens nu modificd elementele nule deja obtinute,
ci doar anuleaza elementul de pe pozitia (i, r).
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Algoritmul lui Givens

Algoritmul lui Givens poate fi descris prin produsul matricilor
de rotatie astfel:

Rnn—l(enn—l) te an(ern) te Rrr+1(9rr+l) T Rln(eln) te R12(612)A =R

Aplicand aceleasi rotatii asupra vectorului b obtinem:

Rnn—l(an—l) e an(ern) e Rrr+l(6w+1) e Rln(eln) e R12(612)b = B = QTb'

Notdm cu Q urmatoarea matrice:

Q = Rn—ln(en—ln) e Rm(em) e Rrr+1(67r+1) e Rln(eln) e R12(612)‘
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Descompunerea QR prin rotatii Givens

Matricea Q este ortogonald deoarece este produsul unor
matrice ortogonale. Q1=0h
Descompunerea QR a matricei A este urmatoare:

QA=R (Q'=Q") = A=Q"R=0QR.

Q = QT = (Rn—ln(en—ln) te an(em) T Rln(eln) te R12(912))T
= Rip(012) -+ R, (01) - Ry (Opn) -+ Ry, (Ot

n—1n
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Algoritmul lui Givens (pe scurt)

Pe scurt, algoritmul lui Givens este urmatorul:

Q=1I;
forr=1,...,n—-1
for i=r+1,...,n
A = R;i(0) * A;
b = Rri(eri) + b;
Q =R;i(6,) = Q.
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Algoritmul lui Givens (1/2)

Q=1
forr=1,... n-1
fori=r+1,... n
/ / constructia matricii R,;(6,;) - constantele ¢ si s

o f= @k +a3;
o if (fSc?) {c=15=0;}//Ri(0y) =11
else {c = arr/f; 5= air/f;}
/1A =Ryi(0r) * A
o forj=r+1,...,n
yj = C*yj +5*0ajj;
aij = —s*a’r’].“hi+c*aij;

° a;=0; an =f;
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Algoritmul lui Givens (2/2)

//b:Rri(Qri)*b
o b,=c*b, +s*b;;
° bi:—s*bf‘?Chi+c*bi;
//Q = Rri(erl’) * Q
e forj=1,...,n
ﬁrj=C*?]rj+$*5]ij;
qij:—s*q:;,ec}u—i-c*qij,‘
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Algoritmul lui Givens

La sfarsitul acestui algoritm,

e in matricea A se obtine matricea superior triunghiulard R,

e in vectorul b se obtine Qb™!, unde b este vectorul
termenilor liberi initial,

e matricea Q va contine matricea Q' din factorizarea QR a
matricei A.

Numarul operatiilor efectuate (exceptand calculul matricei Q)
obtinem:

e R -radicali:

nn—-1)
2

nn-1)4n+7) 2

6 "3

2n(n—-1)2n +5) L—Ln
3 3

n® +0n?);

e A -adundri/scaderi:

S+ 0(n?).

e M-inmultiri/fmpdritiri:
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Fie A e R™" cudetA # 0.
Atunci matricea A admite factorizarea:

A=0QR
unde
ri1 T2
@ @ )= @ |
0 0
unde

o a = Ae;j - coloana j a matricei A;

e g = Qe; - coloana j a matricei Q.

T1n
Yon

@)

rnn
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Relatia (2) poate fi rescrisa astfel:

1_ 1
riqg- =a

roq + 1ot =a

3 3)

rpgt + . g L+ gt = aP

2

Fingt + . T + o g = A"
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Algoritmul de calcul al descompunerii QR cu metoda
Gram-Schmidt se desfdsoara in n pasi, la fiecare pas
calculandu-se:

- coloana p din matricea R;
- coloana p din matricea Q.
Asadar, avem

detA # 0, A = QR, unde Q - ortogonala

= detR # 0 (r;; # 0, Vi)
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt
Pasul 1:

Se foloseste prima ecuatie a sistemului (3)

1 1
rmyq =a.

Se face produsul scalar al acestei ecuatii cu vectorii 4! si a’.
Se foloseste proprietatea coloanelor matricelor ortogonale

o g2 =1, pentrui=j
I A Von = 2
@7z {O, pentrui #j

1 1 1

g'=—a" si |ig'l=1.
11

1 = ||a'|l, gt = Eal (r11 # 0 deoarece det A # 0).
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Pasul r:
Se foloseste ecuatia p sistemului (3):

1 A —
rpq + ..o+ Tipg + .+ gt = ab.

La acest pas se cunosc deja coloanele g, 42, ..., g7~

Se face, pe rand, produsul scalar al ecuatiei cu vectorii

q1,92, - -, Gp-1, Gp S1ap.

P
(Z rkqu,qf) =@, ¢)g,j=1,...,p—1.
k=1 R~

51/54



Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Pasul r:
p . F] . . .
(Zrkpq",qf) = > rp(d ), + i (@ 0)s =1
k=1 Rt k=1k#j

Tip = (ap’qj)Rn/j: 1,...,p—1.

Asadar, avem:

1 _
g’ = -~ (@ —ripg — ... = rp_1pg? )

1

2 1 —

||¢7P||2 =1= 2 [|(a? - pgd — ...~ rp—lpqp 1)”%
pp
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Descompunerea QR - algoritmul Gram—-Schmidt

Pasul r:
Asadar, obtinem
op = 2l = P’ = = rpap? |
pr— = g — -~ Tp-1p4 2,
-1
1 p

1 .
_ 1 -1) .
qp—r_(p_rlpq — = Tyl )_r_ “p_E,rJPq] :
pp pp =
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Algoritmul Gram-Schmidt modificat

fori=1,...,n
=4
fori=1,...,n
rii = |[0']l2;
q' = (1/ri)v;
forj=i+1,...n
rij=(q",7);
v =0 —riq’;

Numdrul de operatii:

.(n3 + 3n?) A.(n3 +n?-2)

M
2 2
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