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Descompunerea Cholesky

Definitie
O matrice A € R se numeste pozitiv definitd daca:
(Ax,x)r» > 0,¥Vx€R", x#0

sau, echivalent

x'Ax >0, VxeR", x#0

Notatie: A > 0
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Descompunerea Cholesky

Fie A € R™" o matrice simetrici (A = AT) si pozitiv
definitd(A > 0).

Descompunerea Cholesky pentru matricea A este de forma:

1)

unde L € R™" este o matrice inferior triunghiulard, de forma

Iy 0 -+ 0
Ir I -+ 0
L=|. . . i

lnl ln2 lnn

2/20



Descompunerea Cholesky

Asadar, descompunerea Cholesky este de forma

G e g hi 0 - O0\fln 1 -+ In

H 1” b1 Ip -+ 0|0 In - Ip

i A i I Lz -+ Li/\O 0 - I
L LT

unde matricea L se calculeaza in n pasi, coloand dupa
coloana.
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Descompunerea Cholesky - Pasul r

Pasulr(r=1,...,n)

Se calculeaza elementele coloanei r a matricei L:
e intai elementul diagonal /,,
e celelalte elemente [;; i=r+1,...,n).

Coloana r a matricei L:

(O o O lrr lr+1r cee ll?’ . e lnr)T

La acest pas, se cunosc elementele primelor (r — 1) coloane
ale matricei L.
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Descompunerea Cholesky - Pasul r

Calculul elementelor /,,: Iq
lrr—l

“rr:(LLT)rr=(lr1 SR S e 1

0

0

r—1
_lr1+lr2+...+lrr_1+lw_erk+lrr
k=1

Prin urmare, avem
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Descompunerea Cholesky - Pasul r

Calculul elementelor/;, (=7 +1,...,n): 14

b
aip=(LLT), = (ln lo - Dy By O - O)f 7"

r—1
= Inla +lobo + -+ + lpalopt + il = D L+ Lidyy

k=1
r—1
(‘Zir Z lzklrk)
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Factorizarea Cholesky - Numadrul de operatii

A (adunari, scaderi):

nn-1m+1) _ n

2
c 6+O(n)

Z(n—r+1)(r—1) =
r=1

M (inmultiri, impartiri):

n

Dle=rr+@r-1)]=

r=1

nn+4)n-1 n
6 "6

+0 (n?) .
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Algoritmul de eliminare Gauss fara
schimbare de ecuatii - Descompunere LU

Presupunem c4 la fiecare pas al algoritmului de eliminare
. -1 . .
Gauss, pivotul este nenul, ag ) # 0, deci nu este nevoie de

schimbare de ecuatii.

Algoritmul se poate scrie astfel:

forr=1,...,n—1do

forizr;—l,...,ndo
fe-t
rr
// Ei=Ei+f+E,
forj=r+1,...,ndo
ajj = ajj + f * 4y
end for
aiy =0
bi=bi+f*br
end for

end for
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Descompunerea LU - Vectorul si matricea de
eliminare

Considerim vectorul {7 € R" si matricea T") € R"™"
0
(r) .— 0 (r) ._ (r),T
tV = {0 =1, +t"e,

r+1

£
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Descompunerea LU - Vectorul si matricea de

eliminare
0
0
t(T)eZ — t(r)
r+1
£

©

e}

col r

t(")

r+1

o

-linia r+1
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Descompunerea LU

Matricea T, este matrice triunghiulara inferior cu 1 pe
diagonala principala:

col r
10 0 -~ 0
0 1 0 0 --- 0
T =10 0 1 0 0
6
0 £ 0
00 {7 o 1
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Descompunerea LU - Inversa matricei T,

Inversa matricei T, este:
T;' =1, — tWel
Verificare:

T, T = (In + #0eT ) (In — 0T )
= I, — tWel 4 10l — Tl

=1, -tV eItV ol =,
——
=0

Dacd A este o matrice oarecare, vrem sa vedem cum se
poate construi matricea B = T, - A fard a face inmultire
matriciald.
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Descompunerea LU
Vom studia legdtura intre liniile matricelor A si B.

e;FB = e;F(T,A) = e;F (In + t(’)erT ) A= el.TA + eiTt(r)e;FA

=e/A+ tz(.r)(erT A)

Linia i a noii matrice B se obtine din linia 7 a matricei A la

care se adauggd linia r a matricei A inmultita cu factorul tfr).

. el A i=1,...,r (tgr):O)
eiB: .
el.TA+t§r)erTA i=r+1,...,n
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Descompunerea LU - Pasul r al elimindrii Gauss

Operatia TrA descrie Pasul r al algoritmului de eliminare

Gauss daca:
(r) (r)
t(r) _ _ar+1r (r) _ _al t(”) _ _ﬁ
-_ 7 ey . -_ 7 ey n - .
r+1 20 i a0 a

Algoritmul de eliminare Gauss fdra schimbare de ecuatii
poate fi descris astfel:

Tp1---ToTHA=U cu T,=1,+ t(r)erT

(r) (r) T
=1 ... o - ... i ﬁ
aly aly aly
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Descompunerea LU - Constructia matricei L
Avem:
A=T{'T;b T L Uu=L-U,
— 7-17-1 -1
undeL:=T"T,"---T ;.

15" = (1= t0eF) (1, - ]
= I, — el — DT 4 {1V T
= I — tDe] — 12l 4 tD2T

1= 0 -1 42 =0)
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Descompunerea LU - Constructia matricei L

Prin inductie se arata ca:

L= T1—1T2—1 - T};}l =1, - t(l)f?{ _ t(z)eg L _t(n—l)eT_

n—1
L=1l— > t|
r=1
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Descompunerea LU - Constructia matricei L

1 0o .- 0 --- 0
a21 1 ... 0o --- 0
ai
o
L 0o --- 0
an a(zlz)
0
L=| ™ "2 1 .- 0
a1l o
i (-1
ari11 %12 o 2 i1y 0
ai aélz) ai’;—l)
: : 0
(1) _
S S M e 1
aii aglz) a?]"—l)
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Matrici ortogonale

Definitie:
Se numeste matrice ortogonalad o matrice Q € R™" care
satisface relatia:

Q'Q=QQ"=5L Q'=Q"

Matricile ortogonale au urmadtoarele proprietati:

e Daca Q este matrice ortogonald, atunci si matricea
transpusd Q! este ortogonala:

Q1) 'Q"=0Q"=1, si Q"(Q") =Q"Q=1,
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Matrici ortogonale - Proprietati

e Dacd Q1 si Q; sunt matrice ortogonale, atunci Q1Q»
este tot matrice ortogonald:

(Q1Q2)" (Q1Q2) = QIQT 010> = QI 1,2 = QT o = &,
(Q1Q2) (Q1Q)" = Q1QQF QT = i, QT = Q1 QT =1,

e Dacd Q € R™" este matrice ortogonald si x € R”,
atunci:

1QxI2 = lI][2.-
Demonstratie:

IOxI13 = (Qx, Qx)rs = (x, QTQx)rn = (x, Xz = [IXI[3, [ = 0

= [|Oxll2 = [Ix]|2-
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Descompuneri QR - Definitie

Fie A € R™" o matrice reald patraticd. Presupunem ca
avem:

A=0R

unde Q este o matrice ortogonala iar R este o matrice
superior triunghiulara.

Atunci:

Ax=b o QRx=b & Q"QRx=Q"b & Rx =Q'b
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