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Descompunerea Cholesky

Definiţie
O matrice A ∈ Rn×n se numes, te pozitiv definită dacă:

(Ax, x)Rn > 0, ∀x ∈ Rn, x ≠ 0

sau, echivalent

xTAx > 0, ∀x ∈ Rn, x ≠ 0

Notat,ie: A > 0
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Descompunerea Cholesky

Fie A ∈ Rn×n o matrice simetrică (A = AT) s, i pozitiv
definită(A > 0).

Descompunerea Cholesky pentru matricea A este de forma:

A = L · LT (1)

unde L ∈ Rn×n este o matrice inferior triunghiulară, de forma

L =

©­­­«
l11 0 · · · 0
l21 l22 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · lnn

ª®®®¬
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Descompunerea Cholesky

Aşadar, descompunerea Cholesky este de forma

©­«
a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

ª®¬
A

=

©­­­«
l11 0 · · · 0
l21 l22 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · lnn

ª®®®¬
L

©­­­«
l11 l21 · · · ln1
0 l22 · · · ln2
...

...
. . .

...

0 0 · · · lnn

ª®®®¬
LT

unde matricea L se calculează în n pas, i, coloană după
coloană.
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Descompunerea Cholesky - Pasul r

Pasul r (r = 1, . . . , n)

Se calculează elementele coloanei r a matricei L:
• întâi elementul diagonal lrr
• celelalte elemente lir (i = r + 1, . . . , n).

Coloana r a matricei L:(
0 . . . 0 lrr lr+1r . . . lir . . . lnr

)T

La acest pas, se cunosc elementele primelor (r − 1) coloane
ale matricei L.
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Descompunerea Cholesky - Pasul r
Calculul elementelor lrr:

arr =
(
LLT)

rr =
(
lr1 · · · lrr−1 lrr 0 · · · 0

)
©­­­­­­­­­­«

lr1
...

lrr−1
lrr
0
...

0

ª®®®®®®®®®®¬
= l2r1 + l2r2 + · · · + l2rr−1 + l2rr =

r−1∑
k=1

l2rk + l2rr

Prin urmare, avem

lrr = ±

√√√
arr −

r−1∑
k=1

l2rk .
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Descompunerea Cholesky - Pasul r
Calculul elementelor lir (i = r + 1, . . . , n):

air =
(
LLT)

ir =
(
li1 li2 · · · lir−1 lir 0 · · · 0

)
©­­­­­­­­­­­­«

lr1
lr2
...

lrr−1
lrr
0
...

0

ª®®®®®®®®®®®®¬
= li1lr1 + li2lr2 + · · · + li,r−1lr,r−1 + lirlrr =

r−1∑
k=1

liklrk + lirlrr

lir =

(
air −

r−1∑
k=1

liklrk

)
lrr
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Factorizarea Cholesky - Numărul de operat, ii

A (adunări, scăderi):

n∑
r=1

(n − r + 1)(r − 1) = n(n − 1)(n + 1)
6 =

n3

6 + 𝒪
(
n2)

M (înmult, iri, împărt, iri):

n∑
r=1

[(n − r)r + (r − 1)] = n(n + 4)(n − 1)
6 =

n3

6 + 𝒪
(
n2) .
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Algoritmul de eliminare Gauss fără
schimbare de ecuat, ii - Descompunere LU

Presupunem că la fiecare pas al algoritmului de eliminare
Gauss, pivotul este nenul, a(r−1)

rr ≠ 0, deci nu este nevoie de
schimbare de ecuat, ii.

Algoritmul se poate scrie astfel:
for r = 1, . . . , n − 1 do

for i = r + 1, . . . , n do
f = − air

arr
// Ei = Ei + f ∗ Er
for j = r + 1, . . . , n do

aĳ = aĳ + f ∗ arj
end for
air = 0
bi = bi + f ∗ br

end for
end for
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Descompunerea LU - Vectorul s, i matricea de
eliminare

Considerăm vectorul t(r) ∈ Rn s, i matricea T(r) ∈ Rn×n :

t(r) :=

©­­­­­­­­­«

0
...

0
t(r)r+1
...

t(r)n

ª®®®®®®®®®¬
T(r) := In + t(r)eT

r
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Descompunerea LU - Vectorul s, i matricea de
eliminare

t(r)eT
r =

©­­­­­­­«

0
...
0

t(r)r+1
...

t(r)n

ª®®®®®®®¬
(0 .. 1 0 .. 0) =

©­­­­­­­­«

0 · · ·
col r
0 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · t(r)r+1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · t(r)n 0 · · · 0

ª®®®®®®®®¬
-linia r+1
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Descompunerea LU

Matricea Tr este matrice triunghiulară inferior cu 1 pe
diagonala principală:

T(r) =

©­­­­­­­­­­­­«

1 0 · · ·
col r
0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · t(r)r+1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · t(r)n 0 · · · 1

ª®®®®®®®®®®®®¬
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Descompunerea LU - Inversa matricei Tr

Inversa matricei Tr este:

T−1
r = In − t(r)eT

r

Verificare:

Tr · T−1
r =

(
In + t(r)eT

r

) (
In − t(r)eT

r

)
= In − t(r)eT

r + t(r)eT
r − t(r)eT

r t(r)eT
r

= In − t(r) eT
r t(r)︸︷︷︸
=0

eT
r = In

Dacă A este o matrice oarecare, vrem să vedem cum se
poate construi matricea B = Tr · A fără a face înmult, ire
matricială.
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Descompunerea LU

Vom studia legătura între liniile matricelor A s, i B.

eT
i B = eT

i (TrA) = eT
i

(
In + t(r)eT

r

)
A = eT

i A + eT
i t(r)eT

r A

= eT
i A + t(r)i (eT

r A)

Linia i a noii matrice B se obt, ine din linia i a matricei A la
care se adaugă linia r a matricei A înmult, ită cu factorul t(r)i .

eT
i B =


eT
i A i = 1, . . . , r

(
t(r)i = 0

)
eT
i A + t(r)i eT

r A i = r + 1, . . . , n
.
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Descompunerea LU - Pasul r al eliminării Gauss
Operat, ia TrA descrie Pasul r al algoritmului de eliminare
Gauss dacă:

t(r)r+1 = −
a(r)r+1r

a(r)rr
, . . . , t(r)i = −

a(r)ir

a(r)rr
, . . . , t(r)n = −a(r)nr

a(r)rr
.

Algoritmul de eliminare Gauss fără schimbare de ecuat, ii
poate fi descris astfel:

Tn−1 · · ·T2T1A = U cu Tr = In + t(r)eT
r

t(r) =

(
0 · · · 0 −

a(r)r+1r

a(r)rr
· · · −

a(r)ir

a(r)rr
· · · a(r)nr

a(r)rr

)T

.
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Descompunerea LU - Construct, ia matricei L

Avem:
A = T−1

1 T−1
2 · · ·T−1

n−1U = L · U,

unde L := T−1
1 T−1

2 · · ·T−1
n−1.

T−1
1 T−1

2 =

(
In − t(1)eT

1

) (
In − t(2)eT

2

)
= In − t(1)eT

1 − t(2)eT
2 + t(1)eT

1 t(2)eT
2

= In − t(1)eT
1 − t(2)eT

2 + t(1)t(2)1 eT
2

= In − t(1)eT
1 − t(2)eT

2 (t(2)1 = 0)
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Descompunerea LU - Construct, ia matricei L

Prin induct, ie se arată că:

L = T−1
1 T−1

2 · · ·T−1
n−1 = In − t(1)eT

1 − t(2)eT
2 − · · · − −t(n−1)eT

n−1

L = In −
n−1∑
r=1

t(r)eT
r .
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Descompunerea LU - Construct, ia matricei L

L =

©­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­­«

1 0 · · · 0 · · · 0
a21
a11

1 · · · 0 · · · 0

a31
a11

a(1)32

a(1)22

· · · 0 · · · 0

...
...

. . .
...

...

ar1
a11

a(1)r2

a(1)22

· · · 1 · · · 0

ar+11
a11

a(1)r+12

a(1)22

· · ·
a(r−1)

r+1r

a(r−1)
rr

· · · 0

...
...

...
. . . 0

an1
a11

a(1)n2

a(1)22

· · · a(r−1)
nr

a(r−1)
rr

· · · 1

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬ 17/20



Matrici ortogonale

Definit, ie:
Se numes, te matrice ortogonală o matrice Q ∈ Rn×n care
satisface relat, ia:

QTQ = QQT = In (Q−1 = QT)

Matricile ortogonale au următoarele proprietăt, i:
• Dacă Q este matrice ortogonală, atunci s, i matricea

transpusă QT este ortogonală:(
QT)T QT = QQT = In s, i QT (

QT)T
= QTQ = In
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Matrici ortogonale - Proprietăt, i
• Dacă Q1 s, i Q2 sunt matrice ortogonale, atunci Q1Q2

este tot matrice ortogonală:

(Q1Q2)T (Q1Q2) = QT
2 QT

1 Q1Q2 = QT
2 InQ2 = QT

2 Q2 = In

(Q1Q2) (Q1Q2)T = Q1Q2QT
2 QT

1 = Q1InQT
1 = Q1QT

1 = In

• Dacă Q ∈ Rn×n este matrice ortogonală s, i x ∈ Rn,
atunci:

∥Qx∥2 = ∥x∥2.

Demonstrat, ie:

∥Qx∥2
2 = (Qx,Qx)Rn = (x,QTQx)Rn = (x, x)Rn = ∥x∥2

2, ∥·∥ ≥ 0

⇒ ∥Qx∥2 = ∥x∥2.
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Descompuneri QR - Definit, ie

Fie A ∈ Rn×n o matrice reală pătratică. Presupunem că
avem:

A = QR

unde Q este o matrice ortogonală iar R este o matrice
superior triunghiulară.

Atunci:

Ax = b ⇔ QRx = b ⇔ QTQRx = QTb ⇔ Rx = QTb

.
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