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Norme matriceale naturale (induse)

Fie || - ||o si|| - ||lo,p norme vectoriale, iar || - ||; si respectiv
|| - |l p normele matriceale induse de acestea.
-l — -1l
l ?
-l — |-
Norma vectoriala ponderati || - ||,,p este definita prin

Ix|lo, p = ||PX||,, unde P este o matrice inversabila.
Astfel, norma matriceald indusa corespunzdtoare este

All; p = |PAP7Y|];.

i,P

In particular, daca
P =diag(p1,p2,-..,pn),pi>0,Vi=1,2,...,n,

atunci avem PAP~! = (ﬂaij)
Piv?)ij=1,..n
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Valori si vectori proprii

Definitii. Fie A € R™" o0 matrice.

e Se numeste valoare proprie (sau autovaloare) a matricei
A un numar complex A € C pentru care existd un
vector nenul x € C", x # 0, astfel incat

Ax = Ax.

Vectorul x se numeste vector propriu (sau autovector)
asociat valorii proprii A.

Ax=Ax o (AI, - A)x=0,x # 0 © det(Al, — A) = 0.
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Valori si vectori proprii

Matricea Al, — A este singulard (det(Al, — A) =
Polinomul

pa(d) = det(AL, — A) = A" =@ A" 1 —gpA" 2~ g,

se numeste polinom caracteristic asociat matricei A.

e Gradul polinomului caracteristic este grad(ps) = n, iar
acesta are exact n rdddcini care sunt valorile proprii
ale matricei A.

e Se numeste razi spectrali a matricei A numadrul

p(A) = max. {M ; Ai-valorile proprii ale matricei A}
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Valori si vectori proprii

Pentru norma vectoriala

" 1/2
Illz = (Z |xi|2) ,
i=1
norma matriceald indusa este

1All2 = Al = 4/ p(ATA).

Aceasta se numeste norma spectrali a matricei A.

Propozitie

Fie || - || o norma matriceald naturald. Atunci

p(A) < |IAll, VA € R™",

4/56



Numere in format binar

In anul 1985, IEEE a publicat raportul intitulat Binary
Floating Point Arithmetic Standard 754-1985, urmat de o
actualizare in 2008, IEEE 754-2008, care furnizeaza
standarde pentru numerele in virguld mobila binare si
decimale, formate de interschimbare a tipurilor de date,
algoritmi de rotunjire aritmeticd si tratarea exceptiilor.

Aceste standarde sunt respectate de toti producatorii de
calculatoare care folosesc arhitectura in virguld mobila.
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Numere in format binar
O reprezentare binard pe 64 de biti a unui numar real se
face astfel:
- primul bit este bitul de semn;
- urmatorii 11 biti reprezintd exponentul c;
- urmatorii 52 de biti contin informatii despre partea
fractionard f, numitd si mantisd.

(_1)52c—1023(1 +f)

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000000

—_—— ——

semn exponent mantisa

= 27.56640625
Valoarea reald reprezentatd este cuprinsd in intervalul:

[ 27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,
27.5664062500000017763568394002504646778106689453125 ).
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Limitele reprezentdrii in virguld mobila
Cel mai mic numdr pozitiv care poate fi reprezentat este
notatcuz,siestes =0,c=1,f =0, adica

z=271022(1 4 0) ~ 0.22251 x 10737,

iar cel mai mare numar care poate fi reprezentat este notat
cuZ,siares=0,c=2046,f =1 -27°2, adici

Z =222 - 2752y 2 0.17977 x 10°%.

Numerele care apar in calcule si sunt mai mici decat z
sunt, in general, rotunjite la zero, fenomen cunoscut sub
numele de underflow.

Numerele care depasesc valoarea maximd Z conduc, de
obicei, la overflow, situatie care provoaca oprirea calculelor.
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Reprezentéri numerice

Se observa ca numadrul 0 are doud reprezentdri:
s=0,c=1,f=0sis=1,c=1,f =0.

Reprezentarea zecimala

Reprezentarea zecimald folosind k cifre constd in
aproximarea unui numadr real printr-un numar cu un
numar finit de cifre zecimale.

+0.didy ... dpx10",1<d1<9,0<d;<9,i=2,...,k
Orice numar real y
y =0.d1dz ... didis1dis2 - .. X 107,

poate fi reprezentat folosind k cifre printr-o simpla
trunchiere:
ﬂ(y) = 0.d1d> ... d x 10™.
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Reprezentarea zecimald — Rotunjire

O altd metoda de a obtine o reprezentare cu k cifre este
prin rotunjire

flly) = 0.6107 ... 6x x 10™.

e Daca di4+1 > 5, atunci se adauga 1 la cifra dy pentru a
obtine fl(y) (round up);

e daca di,1 < 5, atunci se face trunchierea la k cifre
(round down).
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Reprezentarea zecimald — Rotunjire
Aproximare cu cifre exacte

Un numar r* aproximeaza numadrul real r cu ¢ cifre exacte
daca t este cel mai mare intreg nenegativ pentru care are
loc inegalitatea:

=]

<5x 107,
Ir|

In cazul trunchierii avem:

v —flly)
y

iar cand se face rotunjirea avem:

‘y—ﬂ@)
y

< 10—k+1

<0.5x 107%+1,
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Reprezentarea zecimala

Operatii elementare

o x+cy = fllfilx) + fiy));
o x—cy = fllflx) - y));
o xXcy = flfilx) X fly));
o x ey = fllfilx) + fly)).
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Surse de erori in calculele numerice

1. Erori in datele de intrare

e masuratori afectate de erori sistematice sau de
perturbatii temporare;

e erori de rotunjire, datorate reprezentarii numerice
finite a unor valori reale, de exemplu:

_
7 17/"'

W =
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Surse de erori in calculele numerice

2. Erori de modelare
e crori de discretizare:
- aproximarea limitei unui sir;
aproximarea sumei unei serii;
- aproximarea functiilor neliniare prin functii liniare;
aproximarea derivatei unei functii....
o simplificiri in modelul matematic:

- idealizari ale fenomenului studiat;
- ignorarea unor parametri considerati neglijabili....
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Surse de erori in calculele numerice

3. Erori in timpul calculelor

e erori de rotunjire datorate capacitatii limitate de
memorare a datelor; operatiile aritmetice nu sunt
efectuate exact;

e erori ale bibliotecilor software utilizate (bug-uri).

4. Erori umane
e erori in datele de intrare;
e erori in alegerea sau implementarea algoritmilor;
e interpretarea sau intelegerea gresitd a problemei.
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Eroare absoluta si eroare relativa

Fie:
e g —valoarea exacts;

e 71— valoarea aproximativa.
Eroare absoluta - este definitd prin:
a—a sau |a—d|sau |ja—da|.
De obicei, se noteaza:

a=a+A,, la —d| < A,,

unde Aa reprezintd limita superioara a erorii absolute.
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Eroare absoluta si eroare relativa

Eroare relativa
Pentru a # 0, eroarea relativa este definita prin:

a—d  la—a |-
Sau
a al lal]

ja —al

S 6a-
jal

In practicd, 6, se exprimd, de reguld, in procente.
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Eroare absoluta si eroare relativa

In aproximarile 1kg + 5g 50 g + 5 g, erorile absolute sunt
egale, dar pentru prima cantitate eroarea relativa este
0,5%, iar pentru a doua eroarea relativa este 10%.

a; =d; £ Ay, ay =dx £ A,,.

ay tap = (A1 £dp) £ (A, £ Agy)-
Z&aligz f; Z&al 'F ZXQZ’
a1 cu eroare relativa 6,, siap cu eroare relativa 6,,.

Daca
ai
a=dy-dp» sau a=—,
az
rezulta

0q < 0gy + Og,.
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Conditionare «— Stabilitate

Conditionarea unei probleme caracterizeaza sensibilitatea
solutiei in raport cu perturbarea datelor de intrare, in
ipoteza unor calcule exacte (independent de algoritmul
folosit pentru rezolvarea problemei).

Fie:
e x — datele exacte de intrare;

e X — o0 aproximatie cunoscutd a acestora;

P(x) — solutia exacta a problemei;

P(x) — solutia problemei cu X ca date de intrare.

Se presupune cd s-au efectuat calcule exacte la obtinerea
solutiilor P(x) si P(X).
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Conditionarea numericd a unei probleme

O problema se considerd a fi prost conditionatid daca P(x) si
[l — X

este
[E4]

P(%) diferda mult, chiar daca eroarea relativa
micd.

Conditionarea numerica a unei probleme este exprimata
prin amplificarea erorii relative:

IP(x) = P(X)]|
_ Pl .
k(x) = T pentru x # 0si P(x) # 0.

[
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Conditionarea numericd a unei probleme

O valoare mica pentru k(x) caracterizeaza o problema
bine-conditionatd.

Conditionarea este o proprietate locald (se evalueaza
pentru diverse date de intrare x).

O problemad este bine-conditionatd daca este
bine-conditionata in orice punct.

Eroarea relativa in datele de iesire
~ Numar de conditionare X Eroarea relativa in datele de intrare.
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Polinomul Wilkinson

Se considera polinomul Wilkinson:
w(x) = (x —1)(x —2)--- (x = 20) = x*° — 210x¥ + P15(x)
Daci se schimba coeficientul —210 al lui x!° cu
—210 — 272 = —210.0000001192,

solutiile (cu 5 zecimale exacte) ale noului polinom sunt:

1.00000, 2.00000, 3.00000, 4.00000, 5.00000, 6.00001, 6.99970, 8.00727,
8.91725,20.84691, 10.09527 + 0.64350i, 11.79363 + 1.652331,
13.99236 + 2.518831,16.73074 + 2.812621i, 19.50244 + 1.94033 i.
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Stabilitate numerica

Pentru rezolvarea unei probleme P, calculatorul executa

un algoritm P. Deoarece se folosesc numere in virgula
mobild, calculele sunt afectate de erori:

P(x) # P(x).

Stabilitatea numericd exprima marimea erorilor numerice
introduse de algoritm, in ipoteza unor date de intrare
exacte.

Eroarea algoritmica poate fi masuratd prin:

IPG) — PGl

IP(x) = P(x)|| sau PO
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Stabilitate numerica

O eroare relativa de ordinul erorii de rotunjire
caracterizeaza un algoritm numeric stabil.

Un algoritm numeric stabil aplicat unei probleme bine
conditionate conduce la rezultate cu precizie foarte bund.
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Stabilitate numerica — Definitie

Un algoritm P destinat rezolvarii problemei P este
numeric stabil dacd este indeplinitd una din conditiile:

1. P(x) ~ P(x) pentru orice intrare x;
2. exista X apropiat de x, astfel Incat

P(x) ~ P(¥).

unde:
e x = datele exacte;
e P(x) = solutia exactd folosind date exacte;

o D(x)= solutia ,,calculata” folosind algoritmul Pcu
date exacte de intrare.
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Rezolvarea sistemelor liniare - Istoric

Istoric
e 1900 i.Hr., Babilon — apar primele probleme legate de
ecuatii liniare simultane;
e 300 i.Hr., Babilon — tablita cu urmatoarea problema:

,Avem doud campuri de arie totald 1800 ha. Productia la
hectar pe primul camp este de 2/3 busel (=36,3 1), iar pe al
doilea este de 1/2 busel. Dacd productia totald este de 1100
buseli, si se determine aria fiecdarui teren in parte.”
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 200-100 1.Hr., China — , Noud capitole despre arta
matematicd” — metodd de rezolvare foarte
asemdanatoare eliminarii Gauss:

,Avem 3 tipuri de grau. Stim cid 3 baloturi din primul tip, 2
baloturi din al doilea tip si 1 balot din al treilea tip cantiresc 39
masuri.

De asemenea, 2 baloturi din primul tip, 3 baloturi din al doilea
tip si 1 balot din al treilea tip cantiresc 34 mdsuri, iar 1 balot din
primul tip, 2 baloturi din al doilea tip si 3 baloturi din al treilea
tip cantdresc 26 mdsuri.

Cate mdsuri cdntdireste un balot din fiecare tip de grau?”
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1545, Cardan — in Ars Magna, propune o regula
(regula de modo) pentru rezolvarea unui sistem de 2
ecuatii cu 2 necunoscute (seamana cu regula lui
Cramer);

e 1683, Seki Kowa, Japonia —ideea de ,,determinant”:
—,Method of solving the dissimulated problems”—
Calculeaza ceea ce astazi cunoastem sub numele de
determinant, determinantii matricelor 2 X 2, 3 x 3,

4 x 4,5 x5 1n legdturd cu rezolvarea unor ecuatii, dar
nu a sistemelor de ecuatii.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1683, Leibniz, intr-o scrisoare cétre I’'Hopital, explica
faptul ca sistemul de ecuatii:

10x + 11y + 12z = 0,
20x + 21y + 22z = 0,
30x + 31y + 32z =0,

are solutie deoarece:
10#21#32411%222304+12%20%31 = 1042231 +11+20+32+12x21x30.

(Conditia ca determinantul matricei coeficientilor sa fie 0.)
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

Leibniz era convins ca o notatie matematica buna este
cheia progresului si a experimentat mai mult de 50 de
moduri diferite de a scrie coeficientii unui sistem de
ecuatii.

Leibniz folosea termenul de , rezultant” in loc de
,determinant” si a demonstrat regula lui Cramer
pentru ,rezultanti”.

El stia cd orice determinant poate fi dezvoltat in
raport cu o coloand — operatia se numeste astazi
dezvoltarea Laplace.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1750, Cramer prezinta o formuld bazata pe
determinanti pentru rezolvarea unui sistem de
ecuatii liniare — regula lui Cramer —in , Introduction in
the analysis of algebraic curves”.

(dd o reguld generala pentru sisteme n X n:

,,One finds the value of each unknown by forming n fractions of
which the common denominator has as many terms as there are
permutations of n things”.)

e 1764, Bézout; 1771, Vandermonde; 1772, Laplace —
reguli de calcul al determinantilor;
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1773, Lagrange — prima utilizare implicita a
matricelor in legatura cu formele biliniare ce apar la
optimizarea unei functii reale de 2 sau mai multe
variabile (dorea sa caracterizeze punctele de maxim
si minim ale functiilor de mai multe variabile).
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1800-1801, Gauss introduce notiunea de
,determinant” (determina proprietatile formei
patratice) — Disquisitiones arithmeticae (1801);

e descrie operatiile de inmultire matriciala si inversa a
unei matrice in contextul tabloului coeficientilor unei
forme patratice;

e Gauss dezvoltd eliminarea gaussiana in timp ce
studia orbita asteroidului Pallas, de unde obtine un
sistem liniar cu 6 ecuatii si 6 necunoscute.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1800-1801, Gauss introduce notiunea de
,determinant” (determina proprietatile formei
patratice) — Disquisitiones arithmeticae (1801);
Acesta descrie operatiile de inmultire matriciald si
inversa a unei matrice in contextul tabloului
coeficientilor unei forme patratice;

Gauss dezvoltd eliminarea gaussiana in timp ce
studia orbita asteroidului Pallas, de unde obtine un
sistem liniar cu 6 ecuatii si 6 necunoscute.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1812, Cauchy foloseste termenul de ,,determinant” in
sensul cunoscut astazi.

e 1826, Cauchy gaseste valorile proprii si deduce
rezultate legate de diagonalizarea unei matrice.
Introduce notiunea de matrice asemenea si
demonstreaza ca acestea au aceeasi ecuatie
caracteristica.

Demonstreaza ca orice matrice reald simetrica este
diagonalizabila.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1850, Sylvester introduce pentru prima datd termenul
de ,matrice” (din latina, ,, uter” — un loc unde ceva se
formeazd sau este produs, ,an oblong arrangement of
terms”).

e 1855, Cayley — dezvolta algebra matriciala si oferd
prima definitie abstractd a unei matrice.

Studiaza transformadrile liniare si compunerea lor,
ceea ce il conduce la operatiile cu matrice (adunare,
inmultire, inmultirea cu un scalar, inversa).
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1858, Cayley, in Memoriu asupra teoriei matricelor:
,Sunt multe lucruri de spus despre aceastd teorie a
matricelor si, dupd pdrerea mea, aceastd teorie ar trebui sd
preceadd teoria determinantilor.”

e Jordan (1870 — Treatise on substitutions and algebraic
equations) — forma canonica Jordan;

e Frobenius (1878 — On linear substitutions and bilinear
forms) — notiunea de rang al unei matrici;

e 1890, Weierstrass — On determinant theory — definitia
axiomaticd a determinantului.
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Rezolvarea sistemelor liniare — Istoric

e 1925, Heisenberg reinventeazd algebra matriciald
pentru mecanica cuantica,

e 1947, von Neumann & Goldstine introduc numerele
de conditionare atunci cand analizeaza erorile de
rotunjire;

e 1948, Turing introduce descompunerea LU a unei
matrice;

e 1958, Wilkinson dezvolta factorizarea QR;
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Inversabilitatea matricelor de forma I,, + A

Propozitia 1
Fie A € R™" pentru care existd o norma matriceald

naturala astfel incat ||A|| < 1.
Atunci existd matricele (I, + A)~! si avem estimarile:

1
1- Al

1
— <L, +A)7Y <
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Evaluarea erorii in rezolvarea sistemelor liniare

Fie A € R™", x € R",b € R" si sistemul de ecuatii liniare:
Ax =Db.
Daca A este nesingulara (det A # 0), atunci sistemul are

solutie unica:
x = A"'p.

Pentru erorile in datele de intrare folosim notatiile:

o AA € R™" —eroarea absolutd pentru matricea A;
e Ab € R" — eroarea absoluti pentru vectorul b.
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Evaluarea erorii
In realitate se rezolva sistemul:

(A+AA)Xx=Db+ Ab,

solutia fiind:
X =x+ Ax.

In mod natural se ridicd urmatoarele probleme:

1. Dacd A este matrice nesingulard, pentru ce AA este
A + AA nesingulara?

2. Presupunand ca A si A + AA sunt nesingulare, care
sunt relatiile intre

|AA] - [[AB]] . llAX]
—, —— si ?
lA[l" (bl ]
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Conditie de nesingularitate

Presupunem A nesingulara.
A+AA=A(l, + AT'AA).
Rezulta:
A+ AA este nesingulard < I, + A"'AA este nesingulara.

Propozitia 2
. Atunci I, + A"1AA este

Fie A nesingularad si ||AA|| < AT

nesingulara si avem estimarea:

1
1 - A - [lAAl

(I, + ATAA) Y <
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Demonstratie. Avem:

IAA]l < = [ATAAl < IATH] - lIAAl < 1

1
A=
Din Propozitia 1 avem c& 3 (I,, + A"'AA)~! si are loc

1

(I, + A7'AA) Y| < < .
" 1-|JATTAAl — 1= |A7Y] - [JAA]|

1
A=)

Presupunem cd A este nesingulara si ca ||AA|| <
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Evaluarea erorii in solutie

(A+AA)(x+Ax) = b+Ab = (A+AA)Ax+Ax+AA (x) = b+ADb.

A(l, + ATAA)AXx = Ab — (AA)x
= Ax = (I, + AT AA) AT AL — (AA)X]

IAXI] < [l + AT AAYTH - IATHE- (lAB] + [IAA] - [IxI)

|AX] A~ |Ab]
p— +[AA]
Il = 1= [lAY] - JAA] (]
Din Ax = b obtinem
1 _ Al
[Ibll = lAX]| < [|A[[x]] = = < (+)

Il =~ bl
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Tindnd seama de (*), deducem:

A _ AT - llAl (IIAb||+|IAAII)
Il = 1= [ATT-HAAN bl lAll

o k(A) = ||A7Y| - ||A|| - se numeste numiirul de conditionare
al matricei A.
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Propozitia 3

1
Dacd matricea A este nesingulara si ||A|| < A atunci:
IAX]| _ k(A) , (IIAbII N IIAAII)
W= 1k Bl Al

Din I, = AA™ rezultd 1 = ||I,|| < [|JAJ[JA7Y| = k(A).

Numarul de conditionare verifica
k(A) > 1, VA,

k(A) - depinde de norma matriciald naturala utilizata.
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O matrice A pentru care numarul de conditionare este
mare se numeste matrice prost conditionatid (k(A) ,mare”).

Pentru sistemul
Ax =D,

dacd avem k(A) prea mare, atunci

[|Ax]]
[l

poate fi mare chiar daca erorile relative in date

IAA]l |Ab|
1Al bl

sunt mici.
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Fie A o matrice simetrici, A = AT, nesingulard. Utilizand
norma matriciala subordonatd normei vectoriale
euclidiene:

JAll = p(ATA) = \Jp(42).

k(A) = llAll2 - 1A -

Matricea simetrica A are valorile proprii reale
A, Az, o, A
e AZ are valorile proprii A2, A%, el A%.
1

1
e A1l are valorile proprii A_1/ /\—2, e, /\—n
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. _ 1
M| <Al << Al = p(A) = Al sip(ATH) = —.

A1l
- _ 1
A=AT= |All2 = p(A) = Aul, A7 2 = p(A7H) = g
Numarul de conditionare spectral:
- An
ko) = Al Ao = (22
A1l

Dacéd A este matrice ortogonald, atunci kp(A) = 1.

48 /56



Cum ATA = AAT =1, avem A1 = AT,

IAll2 = \/p(ATA) = Vp(ly) = 1 = [|A|l,

ka(A) = [|Allz - 1A l2 = 1Allz - |AT]l2 = 1.
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Exemplu de matrice aproape singulard, dar cu numar de
conditionare mic:

A = diag[1,0.1,0.1,...,0.1] € R
det(A) =1-(0.1)* = 107%.
Pe de alta parte
A1 = diag(1, 10, 10, ..., 10].

iar
lA=1, A =10
ka(A) = |Allz - 1A~ Y2 = 10.
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Matrice foarte prost conditionatd cu determinant nenul
(detA =1):

120 ...0
012 0
A=|: :
000 ...2
000 ...1
1 -2 4 ... (=2)! (=2)"1
0 1 -2 (=2)i=2 (=2)"2
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1Alleo = 1Al = 3, 1A lo = [lAll1 = 1424274+ - 42" = 271,

k(A) = lAlleo A o = Al IA™H I = 3(2" = 1).

Pentru n = 100:
k(A) = 3(21%0 — 1).

det(A) = 1.
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Exemplu — Sistem sensibil la perturbari

9 -9
Y=< Y=z K(A) = 4002.
x+1.00ly=2 |x+1.00ly = 2.001
x=2,y=0 x=1y=1
400x — 201y = 200, 401x — 201y = 200,
~800x + 401y = —200 ~800x + 401y = ~200

x = -100,y = —200 x = 40000,y = 79800
ko(A) = 2503 k»(A) = 1002000
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Exemplu — Sistem prost conditionat

{1.2969 x +0.8648y = 0.8642,

k(A) = 249730000.
0.2161 x + 0.1441 y = 0.1440,

x=2, y=-2.iar x=0.9911, y = -0.4870.

_ popy - (0-8642) (12969 0.8648) (0.9911) _ (107"
P= o722 = 0.1440) "0.2161 0.1441) |0.4870] T {1078/
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Matricea Hilbert

Definitie. Matricea Hilbert H,, = (hij):.l].:l este definita prin:

1 v
hl] = - - :/ xl+]_2dx, Z,]: 1,...,7’1.
i+j—-1 0

(1+v2)4+D ~ B35

ko(Hy) ~
" 214_5 \mn
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n ko (Hy) n ko (Hy)
1 1 7  4.753-108
2 19.281 8 1.526-101
3 5.241-10? 9 4.932-101
4 1.551-10* 10 1.602-10%3
5 4.766-10° 11 5.220-10%
6 1.495-107 12 1.678-10%°
H = (g)gi = (=1)" (n+i-1)!n+j—1)!

(47 =D (= DG = DI = D)l(n =)
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