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Spatii vectoriale. Baze

Exemplu: Spatiul R" este un spatiu vectorial finit
dimensional, in raport cu operatia de adunare a vectorilor
din R", si operatia de inmultire a unui vector din R" cu un

scalar din K = R.

Dimensiunea lui R"” este dim R" = n, iar baza canonica din

R" este
1
0
e = 0
0

, €2

)

— pozitiak,...,e,

@)
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Calcul Matriceal

Fie matricea A € R™*", definita prin

a1 ... Qin
A== - |, A=(ai=1.mj=1..n, aj€R.

am]_ PR amn

Se defineste matricea transpusi , AT astfel:

a1 ... am
AT = : - : AT = (ai))i ) c RIXm
: . . = \Gji)i=1..m,j=1..n .

aln e amn
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Calcul Matriceal

Fie matricea A € C"™", A = (a;j)i=1..mj=1..n, Cu a;; € C.

Se defineste matricea adjuncti (conjugat transpusi), AH, sau
A
H T —
A" = AT = @j))i=1..ni=1,....m
a1 ... Aip 511 Ce aml
aml . e amn Eln . e Emn
unde prin a;; intelegem conjugatul numarului complex a;.

Pentru A € R™" matricea adjunctd coincide cu transpusa,
AH = AT,
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Calcul matriceal

In continuare, vom reprezenta vectorul x € R" ca vector
coloana. Prin urmare, vom identifica vectorul x € R" cu o
matrice de dimensiune n x 1, x € R"™¥1,
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Calcul Matriceal

Fie A € R™" i fie {e1, ..., e,} baza canonica din R".

Dacd facem inmultirea matriciald Ae; obtinem coloana j a

matricei A:
0
. aij
a1 ... din ]
) ) a2
Aej =l : . : 1 pozitiaj | =
a Lo a .
ml mn O amj
unde

- Aej este coloana j a matricei A,j =1,...,n;

- el.TA este linia i a matricei A,i=1,...m.
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Produs scalar complex

Fie vectorii x,y € C",

X1 n
X

X = _2 eC', y= y.z eC"
Xn. ynn

Produsul scalar complex dintre vectorii x si y este definit
astfel:

X1

n x2

0 y) =D xF=y'x=( ¥ - T,
i=1
Xn
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Produs scalar real

Fie x,y € R",
X1 n
X = x:2 eR", y= y:Z e R"
Xp. Y.

Atunci avem,

X1

n X7
(x,y) = inyi =y'x=(1 v2 ... Vu)
p)

Xn
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Proprietdti ale matricei adjuncte

Proprietiti ale matricei A” Proprietiti ale matricei AT
1. (A+B)H = A" + BH; 1. (A+B)T =AT + BT,
2. (A = A; 2. (ADT =
3. (AB)H = BHAH, 3. (AB)T = BTAT;

4. (ATHT = (AN 4. (AH =@An
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Proprietdti ale matricei adjuncte

Propozitie
Fie A € C"™",x € C" siy € C™. Atunci are loc urmédtoarea
relatie:

(AX, Y)(Cm = (X, AHy)Cn .

Pentru cazul real avem : Fie A e R™", x e R",y e R".
Atunci avem

(Ax, y)rn = (x, ATy)go.

Demonstratie:
(Ax,y) = y"(Ax) = y"Ax = y"(AT)x
= (Afly)fx = (x, Ally).
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Calcul matriceal - Tipuri de matrice

Definitii

e O matrice A € C"™" se numeste simetrici daci A = AT,
e O matrice A € C™" se numeste autoadjuncti dacd
A=AH,

O matrice A € C"™" se numeste unitard daca

AAH = AHA = 1,.

O matrice A € C"™" se numeste ortogonali daca

AAT = ATA = 1,,.
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Calcul matriceal - Tipuri de matrice
Definitii

e O matrice A € R™", A = (a;}) se numegte matrice
triunghiulard inferior (sau inferior triunghiulard) daca

a; = 0 pentruj > i,

adica daca este de forma

ail 0 0 0 0

az a 0 0 0

a a a 0 0
Ao 31 32 33

Adn-1)1 An-12 4u-13 --- Au-1)mn-1 0

anl an2 n3 cee Aum-1)  Ann
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Calcul matriceal - Tipuri de matrice
Definitii

e O matrice A € R™", A = (a;}) se numegte matrice
triunghiulard superior (sau superior triunghiulari) daca

a; = 0 pentruj < i,

adica daca este de forma

ann a2 43 ... A@-1) A1n
0 ax a3 ... ayu-) A2n
A= 0 0 ass ... a3(n-1) a?n
0 0 0 A(n-1)(n-1) An-1)n

0O 0 0 ... 0 Ann
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Calcul matriceal - Tipuri de matrice

Definitii

e Notam cu I, matricea unitate ( sau matricea identitate )
din R™", definitad prin

100 ..00

010 ..00

o - 001 .00
I, eR™", [, =

000 ...10
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Calcul matriceal - Tipuri de matrice
Definitii
o O matrice dingonali este o matrice D € R™", de forma
D = diag[dy,d>, . ..,d,], sau

d 0 0 ... 0 O
0 d 0O ... 0 O
D=|:
0 0 0 ... dp1 O
0 0 0 ... 0 d,
Mai mult, au loc urmatoarele relatii:
d1(e1TA)
T
pA= |2 AD = (@(de) dder) .. di(de,)

dy(elA)
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Norme
Definitie

Fie X un spatiu vectorial real. Se numeste normii o
aplicatie
-1l X — Ry
care indeplineste urmatoarele conditii:
(1) |Ix|]| = 0 pentru orice x € X si

x| =0 & x=0;

@) [+ yll < Xl + liyll, Vx, y € X;

(3) x| = [A]][x]l, VA € R, ¥x € X.

Vom numi norme vectoriale normele definite pe spatiile
X =R"sau X = C".
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Norme - Exemple
Fie spatiile vectoriale X = R" sau X = C". Pe aceste spatii,
urmadtoarele aplicatii sunt norme vectoriale:

- Norma 1 - norma city-block / Manhattan:

n
I = >l
i=1

- Norma 2 - norma euclidiand:

[Ix|l2 =

- Norma infinit - norma Cebyshev / a tablei de sah:

x|l = max{|x;|,i=1,...,n}.
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Norme - Exemple

Daca || - ||, este o norma vectoriala si P € R™" este o
matrice nesingulara (det P # 0) atunci aplicatia
|- |[p : R" — R, definitd prin

IXllp = [IPX]fo

este de asemenea o norma vectoriala.
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Produs scalar

Se numeste produs scalar in spatiul vectorial X (peste
corpul K = R sau K = C) aplicatia

(,): XxXX—>K
care satisface urmatoarele conditii:
(@ (x,x)>0,Vxe X,si(x,x) =0 x=0;

(b) (x,y) = (y,x), Vx,y € X;
() (Ax,y) =A(x,y), VA €K, Vx,y e X;
(d) x+vy,z) =(x,z)+(y,2), Vx,y,z € X.
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Produs scalar

Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz:

I(x, )| < V(x,x)V(y,y), Vx,y € X.

Intr-un spatiu vectorial dotat cu produs scalar se poate
induce o norma, numita normad euclidiand, astfel:

Ixll2 = x| == V(x,%).
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Norma euclidiana

Reamintim definitia produselor scalare pe spatiile R" si
C", introduse anterior:
n
(x,y) = Z XiVi, x,y € R",
i=1

respectiv
n

(x,y) = Z Xili, x,y € C".
i=1
Norma indusa de aceste produse scalare este norma
euclidiand (valabila in spatiile R" si C"), definitd prin

Z |xl|2)

Ixll2 = V(x, %)
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Norme matriceale

Definitie.

Aplicatia || - || : R™" — R, se numeste normda matriceali
daca satisface urmatoarele conditii:

(D) llAll 20, YA e RP"; ||A =0 & A = Op;

(2) ||aAll = |a]||All, Yo € R, YA € R™",;

(3) lA+ Bl < [|All +[IBll, YA, B € R™;

() llA-Bll < llAll- IBIl, YA, B € R™".
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Norme matriceale - Exemple

e Norma Frobenius, definita prin relatia

IA[lF =

pentru orice matrice A € R, este 0 norma matriceald.
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Norme matriceale

Observatie: Aplicatia
||Allmax = max{ |lli]'| ;1<i<n, 1<j<n}

NU este o norma matriceala.

Spre exemplu, daca pentru n = 2, considerdm matricile

1 _ 1 1 1
(2 2| L, ot [ V2 V2
A= L LV B=A"= -1 1
V2 V2 V2 V2
atunci, se poate observa ca
1
A-B=1I, ||Allmax = |IBllmax = _2

dar
”A : B”mux =1> ”A”mux : ”B”max =

N[ =
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Norme matriceale naturale (induse)
Fie || |lo : R" — R4 o normd vectoriald. Aplicatia
1l s R - R,
definitd prin
IAX]Jo

o]

lA]l; = max{ x€eR", x# 0} ,

se numeste normui matriceald naturald sau normd indusd de
norma vectoriala || - ||,.

Definitii echivalente:
[lAll; = max{[|Axllo;x € R", |Ix]lo < 1}

IA]l: = max {llAx]lo; x € R", [Ix[|lo = 1} .
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Norme matriceale naturale (induse)

Avem urmatoarea relatie pentru normele matriceale
naturale:
Ao < [|All: lIx[lo.

pentru orice A € R si Vx € R".

Observatie: Norma Frobenius || - ||r nu este 0 norma
matriceala naturala (indusa).

Intr-adevar, pentru matricea identitate I,, avem:

[Ix[lo
[Ixl”

L]l .
Ixllo *

||I||i=max{ xiO}:max{ xiO}:l

lar
ILllr=@Q+1+...+1)Y2=+n#1, pentrun > 2.
Prin urmare, norma Frobenius nu poate fi o norma

matriceald naturala.
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Norme matriceale naturale (induse)

n
e Pentru norma vectoriald ||x||; = Z |xi|, norma
i=1
matriceald indusa este

n
1Al = max {Z ail; j=1,2,... ,n} .
i=1
e Pentru norma vectoriald ||x||co = max |x;|, norma

<i<n

matriceald indusa este

n
Alleo = max{ > lagl; i=1,2,...,n
j=1
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