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Un preflux in R = (G, s, t, c) este o functie z : E(G) — R astfel incat

(i) 0 < Ty < Cigy Vi € E;
(ii) Vi # s, e, = Z:Eﬁ— inj>0-

JicE GyEE

e; (pentru ¢ € V \ {s,t}) este numit excesul din nodul ¢. Dacd 7 €
V\ {s,t} si e; > 0, atunci 2 este un nod activ. Dacd 1 € E, z; va fi
numit fluxul de pe arcul %j.

Dacd in R nu existd noduri active, atunci prefluxul z este un flux cu
v(z) = e

Ideea algoritmilor de fip preflux: un preflux inifial in R este transformat
prin modificarea fluxurilor de pe arce intr-un flux cu proprietatea ca nu
existd drumuri de cregtere in R relativ la el.



Prefluxuri

G este reprezentat folosind liste de adiacentd. Vom presupune cd dacd
1 € E, atunci 51 € E de asemeni (altfel, addugdm arcul 52 de capacitate
0). Astfel, G devine digraf simetric.
Dacd z este un preflux in R §i 7 € E, atunci a lui
1) este

T = Cy — Ty + Ty,
(reprezentdnd fluxul suplimentar care poate fi trimis de la nodul ¢ la
nodul 7 folosind arcele 75 §i 72).

G IO

send a = foru + backw
on arc ij ?

Cij, Tij

¢ji, Tj; — backw

Cjiy Tji

€; i € —a
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Prefluxuri

In cele de urmeazi,

Un , este un drum In G avand toate
arcele de capacitate reziduald strict pozitiva.
este o functie d: V — Zy

1.
(D1)
(D2)

Remarci
@ Dacd P este un A-drum relativ la prefluxul z in R dela ¢ la £, atunci
d(z) < length(P) (arcele lui P au capacitdti reziduale pozitive gi
apoi se aplicd (D,) in mod repetat). Urmeazi cid (7; este lungimea
minim3 a unui A-drum de la ¢ la ¢): d(z) < 7.
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Prefluxuri

Remarci
@ Ca de obicei, notdm cu A(z) lista de adiacentd a nodului 2.

d(5)
d(s) d(j) + 1 dj) =1 0

Definitie |
Fie ¢ un preflux in R gi d o functie distantd relativlaz. Unarcy € B
este numit dacd
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Prefluxuri

Dacd R este o retea, considerdm urmdtoarea procedurd de initializare,
care construieste in O(m) un preflux z si o functie distantd d relativ la

z.

procedure initialization();
for (4 € E) do
if (¢ = s) then
Tsj < Csy,5
else
zi; + 0,
d[s] < n; d[t] « O;
for (1 € V —\{s,t}) do
dfz] « 1,
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Prefluxuri

Se observd cd dupd executia acestei proceduri, avem rs; = 0, Vsj € A(s).

Astfel conditia (D,) nu este afectatd de d(s) = n.
Pentru toate arcele 47, (D2) este indeplinitd:

Tsj = 7 Tt > 0

1= d(5) = d(t) + 1

Tjs > 0

1=d@G) <n+1=d(s)+
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Prefluxuri

Alegerea d(s) = n are semnificatia: nu existd A-drumuri de la s la ¢
relativ la z (altfel, dacd P este un astfel de drum, lungimea lui trebuie
sd fie cel putin d(s) = n, ceea ce este imposibil).

Considerdm urmadatoarele doud proceduri:

procedure push(z); // i este un nod diferit de s, ¢

alege un arc admisibil 35 € A(z);

"trimite" § = min {e;, 7;} (unitdti de flux) de la ¢ la j;
Dacd § = r; atunci avem o , altfel avem o
procedure relabel(t); // i este un nod diferit de s, ¢
d[i] <« min{d[j] +1 : 4 € A(¢) si r; > 0},
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initialization;
while (3 noduri active in R) do
alege un nod activ z;
if (3 arce admisibile in A(2)) then
push(1);
else
relabel(z);

"d este functie distantd relativ la prefluxul z" este un invariant al algo-
ritmului de mai sus. La fiecare apel relabel(z), d(z) cregte.




Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Am demonstrat deja cd procedura de initializare constru-
iegte un preflux z §i o functie distant{d d relativ la z. Ardtdm ca dacd

perechea (d, z) satisface (D;) si (D-) inaintea unei iteratii , atunci
dupd aceastd iteratie cele doud conditii sunt de asemeni satisfacute.
Avem doud cazuri, in functie de care dintre procedurile sau

este executatd in iteratia curentd:

singura pereche care poate viola (D) este d(z) si

d(7). Deoarece 7j este admisibil, la apelul push(z) avem d(z) = d(j)+1.

Dupd executia push(i), arcul ji poate avea r; > 0 (fird a fi astfel

inaintea apelului), dar conditia d(7) < d(%) + 1 este evident satisfacutd.

actualizarea lui d(z) este astfel incat (D) este

satisfdcutd pentru fiecare arc 7y cu r; > 0. Deoarece este

apelatd cand d(z) < d(j) + 1, V4 cu r; > 0, urmeazd c#, dupd apel,
d(z) cregte (cu cel pugin 1). O
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Pentru a ardta cd algoritmul se opregte, este necesar si ardtdm cd (in
timpul executiei) dacd un nod ¢ este activ atunci in lista lui de adiacent3,
A(e), existd cel putin un arc ¢y cu r; > 0. Aceasta demonstreazd lema
urmdtoare.

Lema 2

Dacd z este un preflux in R, atunci z poate fi descompus
inz =z + 22+ .-+ zP, unde fiecare z* are proprietatea ci multimea
AP =14 5 ¢ E,:z:i’; # 0} este
(a) multimea arcelor unui drum de la s la ¢, sau
(b) multimea de arce ale unui drum de la s la un nod activ, sau

(c) multimea arcelor unui circuit.
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Mai mult, in cazurile (a) si (c), z* este un flux.

Deoarece 7y este un nod activ in R relativ la z, cazul (b) va aparea
pentru nodul 7y (cazurile (a) si (c) nu afecteazd excesul din nodul 7).
Arcele inverse de pe acest drum au capacitatea reziduald pozitivd (vezi
imaginea de mai jos), astfel ele formeazd A-drumul cerut. O
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Corolarul 1

Intr-adevir, daci 4 nu a fost reetichetat, atunci d(i) =
1 < 2n. Altfel, inaintea apelului relabel(z), 2 este un nod activ, astfel
din Lema 2, existd un zs-drum P cu length(P) < n — 1. Din (Dy),
urmeazd cd, dupd reetichetare , d(z) < d(s)+n—-1=2n—-1(d(s) =n
nu este modificat vreodatd). O
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Corolarul 2

Intr-adevir, existd n — 2 noduri care pot fi reetichetate.
Fiecare dintre ele poate fi reetichetat de cel mult 2n — 1 ori (din Lema
1, Corolarul de mai sus gi distanta initiald d). O

Corolarul 3

Intr-adevir, cand un arc 45 devine saturat, avem d(s)
d(7)+1. Dupd aceea, algoritmul nu va mai trimite flux pe acest arc pan
cand nu va trimite flux pe arcul jz, cdnd vom avea d'(j) = d'(z) + 1
d(z)+1=4d(5)+2

3
>
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Astfel o modificare a acestui flux pe arcul 25
nu va apdrea pand cdnd d(j) nu va creste cu 2. Urmeazd cd un arc nu
poate deveni saturat de mai mult de n ori si (deoarece numdarul total de
arce este m), nu existd mai mult de nm pompdri saturate. O

Lema 3

Omis3.

Lema 4
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Prefluxuri - Schema generald a unui algoritm de tip preflux

Din Lemele 1 §i 3 i din Corolarul 3 al Lemei 2, algoritmul
se opreste in cel mult O(n?m) iteratii . Deoarece d(s) = n nu se
modificd niciodatd, urmeazd cd nu existd vreun drum de cregtere relativ
la fluxul z ob{inut, astfel z este de valoare maximd: daca P ar fi un
drum de cregtere (in digraful suport al lui G), atunci inlocuind de-a
lungul lui P fiecare arc invers cu simetricul sdu se obtine un A-drum de
laslat,decin=d(s)<d(t)+n—-1=n-1. O

In locul demonstratiei Lemei 3, vom prezenta
care utilizeazd o pentru
a reduce numirul de pompdiri nesaturate de la O(n?m)
la O(n?log U).
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Avem K + 1 etape. In fiecare etapd p, cu p luand
succesiv valorile K, K — 1,...,1,0, urm&toarele doud conditii sunt in-
deplinite:

(a)
(b)

Din definitia lui K, in prima etapd (p = K) conditia (a) este indeplinitd
(datoritd modului de initializare a prefluxului in fiecare nod ¢ # s,t
avem e; = ¢ sau e; = 0, deci e; < U), iar dacd proprietatea (b) va
fi mentinutd, pdstrand integralitatea exceselor de-a lungul algoritmului,
atunci urmeaza cd dupd ultima etapd
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Pentru a mentine (b) de-a lungul executiei algoritmului, schema generald
a unui algoritm de tip preflux este adaptatd dupd cum urmeaza:

o fiecare etapd p incepe prin construirea listei L(p) a tuturor nodurilor
11, %, .., U(p) CU €xcese e; > 2P~1 ordonate crescitor dupd d
(aceasta poate fi ficutd cu hash-sorting in timpul O(n), deoarece
d(z) € {1,2,...,2n — 1}).

e nodul activ selectat pentru in timpul etapei p va fi

L(p). Urmeazd cd, dacd se face o pompare (push) pe
un arc admisibil 77, atunci e; > 2P ! §i e; < 2P ! (deoarece d(j) =
d(2) —1 i ¢ este primul nod din L(p)). Dacd ¢, fluxul trimis de la ¢
la 7 de c&tre apelul push(<), este limitat la 6 = min (e;, 7y, 2P — ¢;),
atunci (deoarece 27 — e; > 2P~1) urmeaz¥ c o
trimite cel putin 2P~! unitdti de flux.
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Dupé apelul excesul din nodul j (singurul pentru care ex-
cesul poate cregte) va fi e; +min (e;, 77, 2P — ;) < e;+2P —¢; < 27,
deci conditia (b) rdmaéne indepliniti.

e etapa p este incheiatd cand lista L(p) devine vida.

Pentru a determina in mod eficient un arc admisibil pentru o pompare
( ), sau pentru a inspecta toate arcele care p&rdsesc un nod ¢ in
vederea reetichetdrii ( ), vom organiza listele de adiacentd A(z)
dupd cum urmeaza:

o fiecare element din listd contine: nodul j, z;;, 7, un pointer cdtre el-
ementul corespunzdtor lui ¢ din lista de adiacentd A(7) si un pointer
cdtre urm3torul element din lista A(z).

o lista are asociat un iterator pentru a-i inlesni parcurgerea.

Toate aceste liste sunt construite in O(m), inaintea apelului procedurii
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

initialization; K + [log, U]; A « 2K+1;
for (p = K,0) do
construiegte L(p); A + A/2;
while (L(p) # 2) do
fie ¢ primul nod din L(p);
cautd in A(:) primul arc admisibil sau pand se ajunge la sfarsit;
if (45 este arcul admisibil g&sit) then
0 < min (e;, 1y, A — €;);
e — € —0; ¢ + € +0;
"trimite" ¢ unitdti de flux de la 7 la j;
if (e; < A/2) then
sterge ¢ din L(p);
if (e; > A/2) then
adaugd j la inceputul listei L(p);
else
calculeazd d[i] = min{d[7]+1 : 4 € A(2) si r; > 0}
repozitioneazd ¢ in L(p);
seteazd pozitia curentd (a pointerului) la inceputul listei A(2);
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Complexitatea timp a algoritmului este dominatd de
(ceea ce rdmane este de complexitate O(nm)).

Lema 5
Fie
. 2P . (2
La inceputul etapei p, F(p) < » 2r-(2n) _ on?.
e %
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Prefluxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Dacd, in etapa p, se executd , atunci nu existd arce admis-
ibile 77, gi d(¢) cregte cu A > 1 unitdti. F(p) va cregte cu cel mult
h. Deoarece, Vi, d(1) < 2n urmeazd cd F(p) va cregte (pand la finalul
etapei p) cel mult pani la 4n2.

Dacd, in etapa p, se executd , atunci aceasta trimite § > 2771
pe arcul admisibil #j cu r; > 0 §i d(¢) = d(7) + 1. Astfel, dupd ,
7 1 Fl(p) — F d-d(z) 6-d(j)_F 6<
(p) va avea valoarea F'(p) = F(p) — o T o = (p)—27 <
2p~1
F(p)—?:F(p)—l/z-

Aceastd descregtere nu poate apirea de mai mult de 8n? ori (deoarece
F(p) poate creste cel mult pan& la 4n2 si F(p) este nenegativd). Ev-
ident, numdrul pompdrilor nesaturate este dominat de acest numdr de
descregteri ale lui F(p).
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In concluszie: J

o ¥ =4 P =)

(Ahuja-Orlin, 1988) Algoritm de tip preflux cu scalarea exceselor are
complexitatea timp O(nm + n?log U).




Aplicatii combinatoriale - Cuplaje In grafuri bipartite

Fie G = (V1, Vo; E) un graf bipartit cu n noduri gi m muchii.
Considerdm reteaua R = (Gu, s, t, c), unde

o V(G1) ={s,t}U ViU Vs
o E(Gl) = Ey U EyU E3, cu

B = {S’Ul U € V]_},Eg = {'Ugt DU € Vg},

By ={viv : v1 € V1,v € Vo,n1 € E(G)},
@ c: E(G;i) — N definitd prin

) = 1, dacdee€ E1U B,
| oo, dacd e € Es
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Aplicatii combinatoriale - Cuplaje In grafuri bipartite

Dacd z = (z;) este un flux intreg in R, atunci multimea {37 : ¢ €
V1,7 € Va §i z;; = 1} coresponde unui cuplaj M® in graful bipartit G,
cu |[M?*| = v(z).

Reciproc, orice cuplaj M € Mg corespunde unei mul{imi de arce nea-
diacente din Gj; dacd pe fiecare astfel de arc 4 (2 € Vi, 7 € V3)
consideram z¥ = 14i ¢} =z} = 1, 5i addugdm z*(e) = 0 pe restul
arcelor, atunci fluxul intreg = satisface v(z™) = | M.
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Aplicatii combinatoriale - Cuplaje In grafuri bipartite

(Constanta care inlocuiegte in practicd +oo trebuie s fie un intreg
mai mare decat cardinalul oricdrei tdieturi in graful suport, de exemplu
poate fi n? + 1 - vezi mai jos.)

Fie (S, T') sectiunea de capacitate minim3 (obtinutd in O(m) dintr-un
flux maxim determinat). Din Teorema de flux maxim- sectiune minim¥,
c(S,T) =v(G).

Deoarece ¥(G) < 00, ludnd S; = SNV, i T = TNV; (i = 1,2), avem
| Ti| 4+ |S2] = v(G) si X = §1 U T, este o mulfime stabild in G (pentru
aavea ¢(S, T) < 00). Mai mult, | X| = |Vi\ Ti|+|Va\ S2| = n—v(G).
Urmeazd cd X este o multime stabild de cardinal maxim, deoarece n —
v(G) = a(G)) (din teorema lui Konig).
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Aplicatii combinatoriale - Recunoagterea secventelor digrafice

Considerdm urmadatoarea problemad:

Conditii evident necesare pentru un rdspuns afirmativ sunt:

In aceste ipoteze considerdm reteaua bipartity R = (G, s, t, c).
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Aplicatii combinatoriale - Recunoagterea secventelor digrafice

G, este obtinut din graful complet bipartit K,, cu bipar-
titia ({1,2,...,n},{1,2,...,n'}), prin stergerea multimii de muchii
{11,22',...,nn'} si prin orientarea fiecirei muchii 3’ (Vi # j €
{1,2,...,n}) de la 7 la 5/, gi prin addugarea a doud noi noduri s, ¢,
§i a tuturor arcelor sz, 7 € {1,2,...,n}sij't,7 € {1,2,...,n}.
Functia de capacitate: c(si) = d.", c(j't) = a,c(y')=1,V:,5=1n.
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Aplicatii combinatoriale - Recunoagterea secventelor digrafice

Dacd in R existd un flux Intreg, z, de valoare maximd m, atunci din
fiecare nod 7 vor pleca exact d;j“ arce, 1j’, pe care z;; = 1, gi in fiecare
nod 7' vor intra exact d; arce, 7j’, pe care z;; = 1.

Digraful dorit, G, este construit ludnd V(G) ={1,2,...,n} si pundnd
1y € E(G) dacd §i numai dacd z;;; = 1.

Reciproc, dacd G existd, atunci inversdnd constructia anterioard vom
obtine un flux intreg in R de valoare m (deci de valoare maxim¥).
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Fie G = (V, E) un graf. Pentru s,t € V, s # t, notdm

® p.(s,t) = numdrul maxim de drumuri disjuncte pe muchii de la s
latin G,

@ c.(s,t) = cardinalul minim al unei mul{imi de muchii astfel incat

nu existd drum de la s la ¢ In graful obtinut prin stergerea ei din
G.

Teorema

Fie Gy digraful obtinut din G prin inlocuirea fiecdrei
muchii printr-o pereche de arce simetrice. Fie ¢ : E(G1) — N o functie
de capacitate definitd prin c(e) =1, Ve € E(Gy).
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Fie z° un flux intreg de valoare maxim4 in
R = (Gu,s,t,c¢). Dacd existd un circuit C in G; cu z} = 1 pe toate
arcele lui C, atunci putem pune fluxul 0 pe toate arcele lui C fird a
modifica valoarea fluxului zo. Astfel, putem presupune ci fluxul z° este
aciclic si atunci z° poate fi scris ca o sumi de v(z°) fluxuri intregi z*
fiecare cu v(z*) = 1.
Fiecare flux z* corespunde unui drum de la s la t in G4 (considerand
arcele pe care fluxul nu este 0), care este un drum de la s la ¢ gi in graful
G.
Urmeazi c v(z°) = p.(s,t), deoarece orice muliime de drumuri dis-
juncte pe muchii de la s la £ In G genereazd un flux 0 — 1 in R de
valoare egald cu numdrul acestor drumuri.
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Fie (S, T') o sectiune de capacitate minimd
in R; avem c¢(S, T') = v(z°), din Teorema flux maxim-sectiune minim3.
Pe de altd parte, c¢(S, T') este numdrul de arce cu o extremitate in S
gi cealaltd in T (deoarece toate capacitdtile arcelor sunt 1). Aceastd
multime de arce genereazd in G o multime de muchii de acelagi cardinal
astfel incat nu existd vreun drum de la s la ¢ in graful obfinut prin
gtergerea ei din G.

Astfel am obtinut o multime de ¢(S, T) = v(z°) = pe(s,t) muchii
in G care deconecteazd pe s de ¢ prin gtergerea lor din G. Urmeazd
cd ce(s,t) < pe(s,t). Deoarece inegalitatea c.(s,t) > pe(s,t) este
evidentd (vezi cursul 5), teorema este demonstratd. O

Dacd G este un graf conex, A(G), valoarea maximi alui p € N pentru
care G este p-muchie-conex, este
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Urmeazd c3, pentru a calcula A(G), este necesar sd rezolvim n(n —1)/2
probleme de flux maxim descrise mai sus. Acest numdr poate fi redus
dacd observdm cd, pentru o pereche fixatd (s, t), dacd (S, T) este o
sectiune de capacitate minim3, atunci

In particular, daci (s, t) este perechea pentru care minimul din (%) se
atinge, avem egalitate In (xx).

Dacd fixdm un nod sy € V si rezolvdm cele n—1 probleme de flux maxim
ludnd t € V \ {so} vom obtine o pereche (sg, ty) cu ¢(so, %) = AM(G) (%o
nu va fi in aceeagi clasd a bipartitiei cu s in (S, T')).

Concluzie: (dacd
G este conex, atunci m > n — 1).
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Fie G =(V,E) un graf. C s,t € V, s # t, dacd notdm

@ p(s,t) = numdirul maxim de drumuri intern disjuncte (pe noduri)
delaslatin G,

@ c(s,t) = cardinalul minim al unei multimi s¢t-separatoare de noduri
din G,

atunci, din teorema lui Menger, avem

In plus, num¥rul de conexiune pe noduri, k(G), al grafului G (valoarea
maximd a lui p € N pentru care G este p-conex) este
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Ardtdm cd egalitatea (x x %) provine din Teorema flux maxim-sectiune
minimd, aplicatd unei retele corespunzdtoare.
Fie Gy = (V(G1), E(Gy)) digraful construit pornind de la G astfel:

e Vv € V, addugdm a,, b, € V(Gy) §i ayb, € E(Gy);
e Yvw € E, addugdm b, ay, bya, € E(G1).

Exemplu
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Mai definim ¢ : E(G1) — N prin

() = 1, dacde=ay,b,
" | oo, altfel

Considerdm reteaua R = (G, bs, at, ¢).

Fie z° un flux intreg in R de valoare maximi. In nodurile b, (v € V
intrd exact cate un arc de capacitate 1 gi din nodurile a,(v € V) pleac
exact cite un arc de capacitate 1.

Urmeazd cd (din legea de conservare a fluxului) cd a:?j € {0,1} , Vo €
E(G;). Astfel z° poate fi descompus in v(z°) fluxuri z*, fiecare de
valoare 1, cu proprietatea cd arcele pe care z; este nenul corespund la
v(z°) drumuri intern disjuncte din G.

Pe de altd parte, din orice multime de p st-drumuri intern disjuncte in
G, putem construi p b,a;-drumuri intern disjuncte in Gj, pe care se
poate transporta o singurs unitate de flux. Urmeaz¥ ci v(z°) = p(s, t).

)
1
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Fie (S, T') o sectiune de capacitate minim¥ in R astfel incat v(z%) =
c(S, T). Deoarece v(z°) < 0o, urmeazi ci Vi € S, V] € T cu 4 €
E(Gy); avem c¢(%) < oo, deci ¢(7y) = 1, adicd Ju € V astfel incat
1=ay 817 = by.

Astfel, sectiunea (S, T') coresponde unei multimi de noduri 4o C V
astfel incat ¢(S, T') = | Ao| §i Ao este o multime st-separatoare.

Pe de altd parte, pentru orice multime st-separatoare, A, avem |A| >
p(s,t) = v(z°). Deci

c(s,t) = |4o] = ¢(S, T) = v(z°) = p(s, t).

Demonstratia de mai sus (pe 1angd faptul ca completeazi demonstratia
teoremei lui Menger din cursul 5) aratd cd, pentru a determina k(G) este

suficient s3 determindm minimul in (% * %) rezolvand |E(G)| probleme
de flux maxim, unde G este complementul lui G.

Algoritmica Grafurilor - Cursul 9 5 decembrie 2025 38 /47



Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Avem astfel un algoritm cu complexitatea timp

O <<n(n2—1) — m> (nm + n2logn)> .

O observatie simpld ne oferd un algoritm mai eficient. Evident,

1
E(G) < mindg(v) = — ” (n .';Iélir/ldg > Z da(v
vEV

Dacd Ag este a multime separatoare in G cu |Ag| = k(G), atunci G\ 4y
nu este conex gi existd o partitie of V'\ Ag (V’, V") astfel incit nu existd
muchii de la V' 1a V" gi Vo' € V', V" € V" avem p(v', v") = k(G).
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Aplicatii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Urmeaz3 c3 rezolvind o problemi de flux maxim cu so € V' i tg € V”

obtinem cd p(sp, ) = valoarea fluxului maxim = k(G).

2
Putem determina o astfel de pereche dupd cum urmeazi: fie | = {Zﬂ +

1, alegem [ noduri arbitrare din V(G), i pentru fiecare astfel de nod, v,
rezolvdm toate problemele de flux maxim p(v, w), cu vw ¢ E. Numirul
acestor probleme este O(nl) = O (n ((22 + 1)) = O(m).
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Exercitii pentru seminarul 10

Ardtati cd, utilizind un algoritm de flux maxim (intr-o
anumitd retea), se poate gdsi, intr-o matrice 0 — 1, o multime de cardinal
maxim de elemente egale cu 0, in care oricare doud elemente nu se afld
pe aceeasi linie sau pe aceeagi coloana.

Fie S §i T mul{imi nevide, disjuncte si finite. Se d&
o functie ¢ : SU T — N. 5& se decidd dacd existd un graf bipartit
G = (S, T; E) astfel incat dg(v) = a(v), pentru orice v € S U T, dacd
rdspunsul este afirmativ trebuie returnate muchiile lui G (S §i T sunt
clasele bipartitiei lui G). Ardtati cd aceastd problem& poate fi rezolvatd
in timp polinomial ca o problemd de flux maxim Intr-o anumita retea.
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Exercitii pentru seminarul 10

Fiecare student dintr-o multime S de cardinal n > 0 sub-
scrie la o submultime de 4 cursuri optionale dintr-o multime C' de car-
dinal k > 4. Descrieti un algoritm (de complexitate timp polinomial¥)
care s determine (dacd existd) o alocare a studentilor cdtre cursurile
optional din C astfel incat fiecare student si fie asignat la exact 3 cur-
suri (din cele 4 la care a subscris) si fiecare curs s3 aibd asignati cel mult
[a-n/k] studenti (a > 3).

(a) Adevirat sau fals? Intr-o retea R = (G, s, t,¢) cu capacititi dis-
tincte existd un singur flux maxim. De ce?
(b) Descrieti gi demonstrati corectitudinea unui algoritm de complexi-

tate (timp) polinomiald care sd decidd dacd intr-o retea datd exista
un singur flux maxim.
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Exercitii pentru seminarul 10

O companie IT are n angajati Pi, Ps, ..., P, care trebuie
sd lucreze la m proiecte Ly, Lo, ..., L,,. Pentru orice angajat P; avem o
listd £, a proiectelor la care poate lucra §i s; numdrul de projecte din £;
pe care le poate termina intr-o sdptdmaénd (s; < |£;|). Fiecare proiect
va fi alocat unui singur angajat.
Cum se poate determina numdrul minim de sdptdmani necesare ter-
mindrii tuturor proiectelor folosind fluxuri in retele.

Planul de evacuare de urgentd al unei cladiri este descris
ca un grid n x n; frontierele celulelor sunt rutele de eavcuare cdtre
exteriorul clidirii (grid-ului). O instant3 a contine
dimensiunea n a grid-ului §i m puncte de plecare (colfurile celulelor).
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Exercitii pentru seminarul 10

Instanta primegte un rdspuns afirmativ dacd
existd m drumuri disjuncte cdtre frontiera grid-ului plecadnd din cele m
puncte de mai sus. Dacd drumurile acestea nu existd, atunci instanta
primegte un rdspun negativ.
Determinati o reprezentare a acestei ca o problemd
de flux intr-o retea. Descriefi un algoritm eficient pentru a recunoagte
instantele pozitive ale problemei (care este complexitatea timp a algo-
ritmului?).

Fie G = (V, E) un graf cu n noduri {v, v2,..., v} §i
¢ : E — R, o functie de capacitate pe muchiile lui G. O in G
este o bipartitie (S, T') a lui V. Capacitatea unei tdieturi (S, T') este

c(S,T) = Z c(e).

ecH,|enS|=1
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Exercitii pentru seminarul 10

O in G este o tdieturd
(S0, To) astfel incat

¢(So, To) = min c(S,T)
(s,T) taieturd in ¢

(a) Ar&tati cd se poate determina o tdieturd minim3 in timp polinomial
rezolvind un numdr polinomial de probleme de flux maxim in anu-
mite retele.

(b) Pentru G = C), (circuit indus de ordin n > 3) cu toate capacititile

ot xR =1)
1, ardtafi ca exista — tdieturi minime.
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Exercitii pentru seminarul 10

Fie G = (V; B) undigrafsiw : V — Rastfel ca w(V)NR;
siw(V)NR_ # @. O submultime A C V se numesgte 2zolatd in G
dacd nu existd nici un arc care iese din A. Ponderea unei submulfimi

A C V este w(4) = Z w(v). Descrieti un algoritm de compexitate

vEA
polinomiald bazat pe un algoritm de flux maxim intr-o anumitd retea

care sd determine o submultime izolatd de pondere maximi in G.

La Departamentul de Informatici existd p studenti (S =
{81, 82,...,8p}) care doresc s& absolve cu o diplomd de licentd si k
profesori (P = {P1, Ps,..., Py}). Lucrdrile de licentd ale studentilor
sunt evaluate de echipe formate din cate r profesori.
Pentru subiectul unei lucrdri de licen{d un profesor poate fi specializat
sau nu; se cunoagte multimea, P; C P (P; # @), a profesorilor com-
petenti in a judeca lucrarea de licentd a studentului S;, pentru orice 2.

Fiecare profesor P; poate participa In cel mult n; astfel de echipe de
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Exercitii pentru seminarul 10

Fiecare student trebuie sd-gi prezinte lucrarea unei
echipe de r(< k) profesori, a(< r) fiind specializati in proiectul respec-
tiv, iar (r — a) nu.

(a) Descrieti un model cu o retea de transport pentru a organiza ca
mai sus echipele de evaluare formate din profesori (fiecare profesor
trebuie asignat unei multimi de lucr3ri de licentd).

(b) Caracterizati existenta unei solutii pentru aceastd problemd in
termenii existentei unui anumit flux maxim in reteaua de mai sus.
(Caracterizarea trebuie demonstrati!)

(c) Care este complexitatea timp necesard pentru a decide dacd existd
soluii?
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