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Cuprins

1 Fluxuri în reµele
Pre�uxuri

Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Aplicaµii combinatoriale
Cuplaje în grafuri bipartite

Recunoa³terea secvenµelor digra�ce

Conexiunea pe muchii

Conexiunea pe noduri

2 Exerciµii pentru seminarul 10 (s pt mâna 8-12 decembrie)
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Pre�uxuri

De�niµie

Un pre�ux în R = (G ; s ; t ; c) este o funcµie x : E(G)! R astfel încât

(i) 0 6 xij 6 cij , 8ij 2 E ;

(ii) 8i 6= s , ei =
X

ji2E

xji �
X

ij2E

xij > 0.

ei (pentru i 2 V n fs ; tg) este numit excesul din nodul i . Dac  i 2

V n fs ; tg ³i ei > 0, atunci i este un nod activ. Dac  ij 2 E , xij va �
numit �uxul de pe arcul ij .
Dac  în R nu exist  noduri active, atunci pre�uxul x este un �ux cu
v(x ) = et .
Ideea algoritmilor de tip pre�ux: un pre�ux iniµial în R este transformat
prin modi�carea �uxurilor de pe arce într-un �ux cu proprietatea c  nu
exist  drumuri de cre³tere în R relativ la el.
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Pre�uxuri

G este reprezentat folosind liste de adiacenµ . Vom presupune c  dac 
ij 2 E , atunci ji 2 E de asemeni (altfel, ad ug m arcul ji de capacitate
0). Astfel, G devine digraf simetric.
Dac  x este un pre�ux în R ³i ij 2 E , atunci capacitatea rezidual  a lui
ij este

rij = cij � xij + xji ;

(reprezentând �uxul suplimentar care poate � trimis de la nodul i la
nodul j folosind arcele ij ³i ji).

b bi j

cij , xij

cji, xji

ei ej

b bi j

cij , xij + forw

cji, xji − backw

ei − a ej + a

send a = forw + backw

on arc ij
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Pre�uxuri

În cele de urmeaz , a trimite �ux de la i la j înseamn  cre³terea �uxului
pe arcul ij sau sc derea �uxului pe arcul ji .
Un A-drum în R relativ la pre�uxul x , este un drum în G având toate
arcele de capacitate rezidual  strict pozitiv .
O funcµie distanµ  în R relativ la pre�uxul x este o funcµie d : V ! Z+
a. î.

(D1) d(t) = 0,

(D2) 8ij 2 E ; rij > 0) d(i) 6 d(j ) + 1.

Remarci

Dac  P este unA-drum relativ la pre�uxul x în R de la i la t , atunci
d(i) 6 length(P) (arcele lui P au capacit µi reziduale pozitive ³i
apoi se aplic  (D2) în mod repetat). Urmeaz  c  (�i este lungimea
minim  a unui A-drum de la i la t): d(i) 6 �i .
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Pre�uxuri

Remarci

Ca de obicei, not m cu A(i) lista de adiacenµ  a nodului i .

b
b

b

b

b b b b bs i tj

j

i
i

i

d(s) d(j) + 1
d(j)

d(j)− 1 0

b

De�niµie

Fie x un pre�ux în R ³i d o funcµie distanµ  relativ la x . Un arc ij 2 E

este numit admisibil dac  rij > 0 ³i d(i) = d(j ) + 1.
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Pre�uxuri

Dac  R este o reµea, consider m urm toarea procedur  de iniµializare,
care construie³te în O(m) un pre�ux x ³i o funcµie distanµ  d relativ la
x .

procedure initialization();
for (ij 2 E) do
if (i = s) then
xsj  csj ;

else
xij  0;

d [s ] n ; d [t ] 0;
for (i 2 V � nfs ; tg) do
d [i ] 1;
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Pre�uxuri

Se observ  c  dup  execuµia acestei proceduri, avem rsj = 0, 8sj 2 A(s).
Astfel condiµia (D2) nu este afectat  de d(s) = n .
Pentru toate arcele ij , (D2) este îndeplinit :

b

b

b

b

b

bs t

j

j

d(j) = 1 d(t) = 0d(s) = n

rsj = 0

rjs > 0

1 = d(j) < n + 1 = d(s) + 1

rjt > 0

1 = d(j) = d(t) + 1
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Pre�uxuri

Alegerea d(s) = n are semni�caµia: nu exist  A-drumuri de la s la t
relativ la x (altfel, dac  P este un astfel de drum, lungimea lui trebuie
s  �e cel puµin d(s) = n , ceea ce este imposibil).
Dac  acesta va � un invariant al algoritmilor de tip pre�ux, atunci când
x va deveni un �ux, va � un �ux maxim.
Consider m urm toarele dou  proceduri:

procedure push(i); // i este un nod diferit de s ; t

alege un arc admisibil ij 2 A(i);
"trimite" � = min fei ; rij g (unit µi de �ux) de la i la j ;

Dac  � = rij atunci avem o pompare (push) saturat , altfel avem o
pompare nesaturat .

procedure relabel(i); // i este un nod diferit de s ; t

d [i ] min fd [j ] + 1 : ij 2 A(i) ³i rij > 0g;
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

initialization;
while (9 noduri active în R) do
alege un nod activ i ;
if (9 arce admisibile în A(i)) then
push(i);

else
relabel(i);

Lema 1

"d este funcµie distanµ  relativ la pre�uxul x" este un invariant al algo-
ritmului de mai sus. La �ecare apel relabel(i), d(i) cre³te.
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Demonstraµie. Am demonstrat deja c  procedura de iniµializare constru-
ie³te un pre�ux x ³i o funcµie distanµ  d relativ la x . Ar t m c  dac 
perechea (d ; x ) satisface (D1) ³i (D2) înaintea unei iteraµii while, atunci
dup  aceast  iteraµie cele dou  condiµii sunt de asemeni satisf cute.
Avem dou  cazuri, în funcµie de care dintre procedurile push sau relabel
este executat  în iteraµia while curent :
este apelat  push(i): singura pereche care poate viola (D2) este d(i) ³i
d(j ). Deoarece ij este admisibil, la apelul push(i) avem d(i) = d(j )+1.
Dup  execuµia push(i), arcul ji poate avea rji > 0 (f r  a � astfel
înaintea apelului), dar condiµia d(j ) 6 d(i) + 1 este evident satisf cut .
este apelat  relabel(i): actualizarea lui d(i) este astfel încât (D2) este
satisf cut  pentru �ecare arc ij cu rij > 0. Deoarece relabel(i) este
apelat  când d(i) < d(j ) + 1, 8ij cu rij > 0, urmeaz  c , dup  apel,
d(i) cre³te (cu cel puµin 1). �
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Pentru a ar ta c  algoritmul se opre³te, este necesar s  ar t m c  (în
timpul execuµiei) dac  un nod i este activ atunci în lista lui de adiacenµ ,
A(i), exist  cel puµin un arc ij cu rij > 0. Aceasta demonstreaz  lema
urm toare.

Lema 2

Dac  i0 este un x -nod activ în R, atunci exist  un i0s A-drum relativ
la x .

Demonstraµie. Dac  x este un pre�ux în R, atunci x poate � descompus
în x = x 1 + x 2 + � � �+ x p , unde �ecare x k are proprietatea c  mulµimea
Ak = fij : ij 2 E ; x kij 6= 0g este

(a) mulµimea arcelor unui drum de la s la t , sau

(b) mulµimea de arce ale unui drum de la s la un nod activ, sau

(c) mulµimea arcelor unui circuit.
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Mai mult, în cazurile (a) ³i (c), x k este un �ux. (Demonstraµia este
algoritmic : construim mai întâi mulµimile de tipul (a), apoi pe cele de
tipul (c) ³i (b); la �ecare pas, c ut m inversul unui drum de tip (a)
sau (c) (sau (b)); pre�uxul obµinut este sc zut din cel curent; deoarece
excesele nodurilor sunt nenegative, construcµia poate � realizat , ori de
câte ori pre�uxul curent este nenul; construcµia este �nit , deoarece
num rul de arce pe care �uxul curent este 0, cre³te la �ecare pas.)
Deoarece i0 este un nod activ în R relativ la x , cazul (b) va aparea
pentru nodul i0 (cazurile (a) ³i (c) nu afecteaz  excesul din nodul i0).
Arcele inverse de pe acest drum au capacitatea rezidual  pozitiv  (vezi
imaginea de mai jos), astfel ele formeaz  A-drumul cerut. �
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

b b b b b

x > 0 x > 0 x > 0 x > 0

r > 0 r > 0 r > 0r > 0

s i0
ei0 > 0

Corolarul 1

8i 2 V , d(i) < 2n .

Demonstraµie. Într-adev r, dac  i nu a fost reetichetat, atunci d(i) =

1 < 2n . Altfel, înaintea apelului relabel(i), i este un nod activ, astfel
din Lema 2, exist  un is-drum P cu length(P) 6 n � 1. Din (D2),
urmeaz  c , dup  reetichetare , d(i) 6 d(s)+n � 1 = 2n � 1 (d(s) = n

nu este modi�cat vreodat ). �
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Corolarul 2

Num rul total de apeluri ale procedurii relabel nu este mai mare decât
2n2.

Demonstraµie. Într-adev r, exist  n � 2 noduri care pot � reetichetate.
Fiecare dintre ele poate � reetichetat de cel mult 2n � 1 ori (din Lema
1, Corolarul de mai sus ³i distanµa iniµial  d). �

Corolarul 3

Num rul total de pomp ri saturate nu este mai mare decât nm .

Demonstraµie. Într-adev r, când un arc ij devine saturat, avem d(i) =

d(j )+1. Dup  aceea, algoritmul nu va mai trimite �ux pe acest arc pân 
când nu va trimite �ux pe arcul ji , când vom avea d 0(j ) = d 0(i) + 1 >
d(i) + 1 = d(j ) + 2.
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Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Demonstraµie (continuare). Astfel o modi�care a acestui �ux pe arcul ij
nu va ap rea pân  când d(j ) nu va cre³te cu 2. Urmeaz  c  un arc nu
poate deveni saturat de mai mult de n ori ³i (deoarece num rul total de
arce este m), nu exist  mai mult de nm pomp ri saturate. �

Lema 3

(Goldberg ³i Tarjan, 1986). Num rul total de pomp ri nesaturate nu
este mai mare decât 2n2m .

Demonstraµie. Omis .

Lema 4

Algoritmul de tip pre�ux returneaz  un �ux de valoare maxim  în R.

Algoritmica Grafurilor - Cursul 9 5 decembrie 2025 16 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Pre�uxuri - Schema general  a unui algoritm de tip pre�ux

Demonstraµie. Din Lemele 1 ³i 3 ³i din Corolarul 3 al Lemei 2, algoritmul
se opre³te în cel mult O(n2m) iteraµii while. Deoarece d(s) = n nu se
modi�c  niciodat , urmeaz  c  nu exist  vreun drum de cre³tere relativ
la �uxul x obµinut, astfel x este de valoare maxim : dac  P ar � un
drum de cre³tere (în digraful suport al lui G), atunci înlocuind de-a
lungul lui P �ecare arc invers cu simetricul s u se obµine un A-drum de
la s la t , deci n = d(s) 6 d(t) + n � 1 = n � 1. �

În locul demonstraµiei Lemei 3, vom prezenta Algoritmul lui Ahuja &
Orlin (1988) care utilizeaz  o metod  de scalare - scaling method pentru
a reduce num rul de pomp ri nesaturate de la O(n2m) (Goldberg &
Tarjan algoritm) la O(n2 logU ).
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

S  presupunem c  cij 2 N ³i U = max
ij2E

(1+ cij ). Fie K = dlog2U e.

Ideea algoritmului: Avem K + 1 etape. În �ecare etap  p, cu p luând
succesiv valorile K ;K � 1; : : : ; 1; 0, urm toarele dou  condiµii sunt în-
deplinite:

(a) la începutul etapei p, ei 6 2p , 8i 2 V n fs ; tg.

(b) în timpul etapei p, procedurile push-relabel sunt folosite pentru a
elimina nodurile active, i , cu ei 2 f2p�1 + 1; : : : 2pg.

Din de�niµia lui K , în prima etap  (p = K ) condiµia (a) este îndeplinit 
(datorit  modului de iniµializare a pre�uxului în �ecare nod i 6= s ; t

avem ei = csi sau ei = 0, deci ei 6 U ), iar dac  proprietatea (b) va
� menµinut , p strând integralitatea exceselor de-a lungul algoritmului,
atunci urmeaz  c  dup  ultima etap  excesul �ec rui nod i 2 V n fs ; tg
este 0, deci avem un �ux de valoare maxim .
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Pentru a menµine (b) de-a lungul execuµiei algoritmului, schema general 
a unui algoritm de tip pre�ux este adaptat  dup  cum urmeaz :

�ecare etap  p începe prin construirea listei L(p) a tuturor nodurilor
i1; i2; : : : ; il(p) cu excese ei > 2p�1, ordonate cresc tor dup  d

(aceasta poate � f cut  cu hash-sorting în timpul O(n), deoarece
d(i) 2 f1; 2; : : : ; 2n � 1g).

nodul activ selectat pentru push-relabel în timpul etapei p va �
primul nod din L(p). Urmeaz  c , dac  se face o pompare (push) pe
un arc admisibil ij , atunci ei > 2p�1 ³i ej 6 2p�1 (deoarece d(j ) =
d(i)�1 ³i i este primul nod din L(p)). Dac  �, �uxul trimis de la i
la j de c tre apelul push(i), este limitat la � = min (ei ; rij ; 2p � ej ),
atunci (deoarece 2p � ej > 2p�1) urmeaz  c  o pompare nesaturat 
trimite cel puµin 2p�1 unit µi de �ux.
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Dup  apelul push(i) excesul din nodul j (singurul pentru care ex-
cesul poate cre³te) va � ej +min (ei ; rij ; 2p � ej ) 6 ej +2p�ej 6 2p ,
deci condiµia (b) r mâne îndeplinit .

etapa p este încheiat  când lista L(p) devine vid .

Pentru a determina în mod e�cient un arc admisibil pentru o pompare
(push), sau pentru a inspecta toate arcele care p r sesc un nod i în
vederea reetichet rii (relabel), vom organiza listele de adiacenµ  A(i)

dup  cum urmeaz :

�ecare element din list  conµine: nodul j , xij , rij , un pointer c tre el-
ementul corespunz tor lui i din lista de adiacenµ  A(j ) ³i un pointer
c tre urm torul element din lista A(i).

lista are asociat un iterator pentru a-i înlesni parcurgerea.

Toate aceste liste sunt construite în O(m), înaintea apelului procedurii
initialization.
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

initialization; K  dlog
2
U e; � 2K+1;

for (p = K ; 0) do

construie³te L(p); � �=2;

while (L(p) 6= ?) do

�e i primul nod din L(p);

caut  în A(i) primul arc admisibil sau pân  se ajunge la sfâr³it;

if (ij este arcul admisibil g sit) then

�  min (ei ; rij ;�� ej );

ei  ei � �; ej  ej + �;

"trimite" � unit µi de �ux de la i la j ;

if (ei 6 �=2) then

³terge i din L(p);

if (ej > �=2) then

adaug  j la începutul listei L(p);

else

calculeaz  d [i ] = min fd [j ] + 1 : ij 2 A(i) ³i rij > 0g

repoziµioneaz  i în L(p);

seteaz  poziµia curent  (a pointerului) la începutul listei A(i);
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Complexitatea timp a algoritmului este dominat  de pomp rile nesatu-
rate (ceea ce r mâne este de complexitate O(nm)).

Lema 5

Num rul pomp rilor nesaturate este cel mult 8n2 în �ecare etap  a
scal rii, astfel num rul total este O(n2 logU ).

Demonstraµie. Fie

F (p) =
X

i2V ;i 6=s;t

ei � d(i)

2p
:

La începutul etapei p, F (p) <
X

i2V

2p � (2n)
2p

= 2n2.
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

Dac , în etapa p, se execut  relabel(i), atunci nu exist  arce admis-
ibile ij , ³i d(i) cre³te cu h > 1 unit µi. F (p) va cre³te cu cel mult
h . Deoarece, 8i , d(i) < 2n urmeaz  c  F (p) va cre³te (pân  la �nalul
etapei p) cel mult pân  la 4n2.
Dac , în etapa p, se execut  push(i), atunci aceasta trimite � > 2p�1

pe arcul admisibil ij cu rij > 0 ³i d(i) = d(j ) + 1. Astfel, dup  push,

F (p) va avea valoarea F 0(p) = F (p)�
� � d(i)

2p
+
� � d(j )

2p
= F (p)�

�

2p
6

F (p)�
2p�1

2p
= F (p)� 1=2.

Aceast  descre³tere nu poate ap rea de mai mult de 8n2 ori (deoarece
F (p) poate cre³te cel mult pân  la 4n2 ³i F (p) este nenegativ ). Ev-
ident, num rul pomp rilor nesaturate este dominat de acest num r de
descre³teri ale lui F (p).
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Pre�uxuri - Algoritmul lui Ahuja & Orlin

În concluzie:

Teorem 

(Ahuja-Orlin, 1988) Algoritm de tip pre�ux cu scalarea exceselor are
complexitatea timp O(nm + n2 logU ).
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Aplicaµii combinatoriale - Cuplaje în grafuri bipartite

A. Determinarea unui cuplaj de cardinal maxim ³i a unei mulµimi stabile
de cardinal maxim într-un un graf bipartit.
Fie G = (V1;V2;E) un graf bipartit cu n noduri ³i m muchii.
Consider m reµeaua R = (G1; s ; t ; c), unde

V (G1) = fs ; tg [V1 [V2;

E(G1) = E1 [ E2 [ E3, cu

E1 = fsv1 : v1 2 V1g;E2 = fv2t : v2 2 V2g;

E3 = fv1v2 : v1 2 V1; v2 2 V2; v1v2 2 E(G)g;

c : E(G1)! N de�nit  prin

c(e) =

®
1; dac  e 2 E1 [ E2

1; dac  e 2 E3
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Aplicaµii combinatoriale - Cuplaje în grafuri bipartite

b

b

b

b

b

b

b b

V1 V2

s t

+∞

+∞

+∞

+∞
1

1

1

1

1

1

Dac  x = (xij ) este un �ux întreg în R, atunci mulµimea fij : i 2

V1; j 2 V2 ³i xij = 1g coresponde unui cuplaj M x în graful bipartit G ,
cu jM x j = v(x ).
Reciproc, orice cuplaj M 2 MG corespunde unei mulµimi de arce nea-
diacente din G1; dac  pe �ecare astfel de arc ij (i 2 V1, j 2 V2)
consider m xMij = 1 ³i xMsi = xMjt = 1, ³i ad ug m xM (e) = 0 pe restul
arcelor, atunci �uxul întreg xM satisface v(xM ) = jM j.
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Aplicaµii combinatoriale - Cuplaje în grafuri bipartite

Astfel, dac  rezolv m problema �uxului maxim în R (începând cu �uxul
nul), atunci obµinem în O(nm + n2 logn) un cuplaj de cardinal maxim
în G . (Constanta care înlocuie³te în practic  +1 trebuie s  �e un întreg
mai mare decât cardinalul oric rei t ieturi în graful suport, de exemplu
poate � n2 + 1 - vezi mai jos.)
Fie (S ;T ) secµiunea de capacitate minim  (obµinut  în O(m) dintr-un
�ux maxim determinat). Din Teorema de �ux maxim- secµiune minim ,
c(S ;T ) = �(G).
Deoarece �(G) <1, luând Si = S \Vi ³i Ti = T \Vi (i = 1; 2), avem
jT1j+ jS2j = �(G) ³i X = S1 [T2 este o mulµime stabil  în G (pentru
a avea c(S ;T ) <1). Mai mult, jX j = jV1 nT1j+ jV2 nS2j = n ��(G).
Urmeaz  c  X este o mulµime stabil  de cardinal maxim, deoarece n �
�(G) = �(G)) (din teorema lui König).
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Aplicaµii combinatoriale - Recunoa³terea secvenµelor digra�ce

B. Recunoa³terea secvenµelor digra�ce
Consider m urm toarea problem :
Date (d+i )i=1;n ³i (d�i )i=1;n , exist  un digraf G = (f1; : : : ;ng;E) astfel
încât d+G (i) = d+i ³i d�G (i) = d�i , 8i = 1;n?
Condiµii evident necesare pentru un r spuns a�rmativ sunt:

d+i 2 N; 0 6 d+i 6 n � 1 ³i d�i 2 N; 0 6 d�i 6 n � 1;8i = 1;n ;

nX

i=1

d+i =
nX

i=1

d�i = m (unde m = jE j):

În aceste ipoteze consider m reµeaua bipartit  R = (G1; s ; t ; c).
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Aplicaµii combinatoriale - Recunoa³terea secvenµelor digra�ce

G1 este obµinut din graful complet bipartit Kn ;n cu bipar-
tiµia (f1; 2; : : : ;ng; f10; 20; : : : ;n 0g), prin ³tergerea mulµimii de muchii
f110; 220; : : : ;nn 0g ³i prin orientarea �ec rei muchii ij 0 (8i 6= j 2

f1; 2; : : : ;ng) de la i la j 0, ³i prin ad ugarea a dou  noi noduri s , t ,
³i a tuturor arcelor si , i 2 f1; 2; : : : ;ng ³i j 0t , j 2 f1; 2; : : : ;ng.
Funcµia de capacitate: c(si) = d+i , c(j

0t) = d�j , c(ij
0) = 1, 8i ; j = 1;n .
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Aplicaµii combinatoriale - Recunoa³terea secvenµelor digra�ce

Dac  în R exist  un �ux întreg, x , de valoare maxim  m , atunci din
�ecare nod i vor pleca exact d+ij arce, ij 0, pe care xij 0 = 1, ³i in �ecare
nod j 0 vor intra exact d�i arce, ij 0, pe care xij 0 = 1.
Digraful dorit, G , este construit luând V (G) = f1; 2; : : : ;ng ³i punând
ij 2 E(G) dac  ³i numai dac  xij 0 = 1.
Reciproc, dac  G exist , atunci inversând construcµia anterioar  vom
obµine un �ux întreg în R de valoare m (deci de valoare maxim ).
Urmeaz  c , recunoa³terea secvenµelor digra�ce (³i construirea digra-
fului, în cazul unui r spuns a�rmativ) poate � f cut  în O(nm +

n2 logn) = O(n3).
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

C. Determinarea num rului de conexiune pe muchii a unui graf
Fie G = (V ;E) un graf. Pentru s ; t 2 V , s 6= t , not m

pe(s ; t) = num rul maxim de drumuri disjuncte pe muchii de la s
la t în G ,

ce(s ; t) = cardinalul minim al unei mulµimi de muchii astfel încât
nu exist  drum de la s la t în graful obµinut prin ³tergerea ei din
G.

Teorem 

pe(s ; t) = ce(s ; t).

Demonstraµie. Fie G1 digraful obµinut din G prin înlocuirea �ec rei
muchii printr-o pereche de arce simetrice. Fie c : E(G1)! N o funcµie
de capacitate de�nit  prin c(e) = 1, 8e 2 E(G1).
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Demonstraµie (continuare). Fie x 0 un �ux întreg de valoare maxim  în
R = (G1; s ; t ; c). Dac  exist  un circuit C în G1 cu x 0ij = 1 pe toate
arcele lui C , atunci putem pune �uxul 0 pe toate arcele lui C f r  a
modi�ca valoarea �uxului x0. Astfel, putem presupune c  �uxul x 0 este
aciclic ³i atunci x 0 poate � scris ca o sum  de v(x 0) �uxuri întregi x k

�ecare cu v(x k ) = 1.
Fiecare �ux x k corespunde unui drum de la s la t în G1 (considerând
arcele pe care �uxul nu este 0), care este un drum de la s la t ³i în graful
G .
Urmeaz  c  v(x 0) = pe(s ; t), deoarece orice mulµime de drumuri dis-
juncte pe muchii de la s la t în G genereaz  un �ux 0 � 1 în R de
valoare egal  cu num rul acestor drumuri.
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Demonstraµie (continuare). Fie (S ;T ) o secµiune de capacitate minim 
în R; avem c(S ;T ) = v(x 0), din Teorema �ux maxim-secµiune minim .
Pe de alt  parte, c(S ;T ) este num rul de arce cu o extremitate în S

³i cealalt  în T (deoarece toate capacit µile arcelor sunt 1). Aceast 
mulµime de arce genereaz  în G o mulµime de muchii de acela³i cardinal
astfel încât nu exist  vreun drum de la s la t în graful obµinut prin
³tergerea ei din G .
Astfel am obµinut o mulµime de c(S ;T ) = v(x 0) = pe(s ; t) muchii
în G care deconecteaz  pe s de t prin ³tergerea lor din G . Urmeaz 
c  ce(s ; t) 6 pe(s ; t). Deoarece inegalitatea ce(s ; t) > pe(s ; t) este
evident  (vezi cursul 5), teorema este demonstrat . �
Dac  G este un graf conex, �(G), valoarea maxim  alui p 2 N pentru
care G este p-muchie-conex, este

min
s;t2V (G);s 6=t

ce(s ; t) (�)
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe muchii

Urmeaz  c , pentru a calcula �(G), este necesar s  rezolv m n(n �1)=2
probleme de �ux maxim descrise mai sus. Acest num r poate � redus
dac  observ m c , pentru o pereche �xat  (s ; t), dac  (S ;T ) este o
secµiune de capacitate minim , atunci

8v 2 S ³i 8w 2 T ce(v ;w) 6 c(S ;T ) (��)

În particular, dac  (s ; t) este perechea pentru care minimul din (�) se
atinge, avem egalitate în (��).
Dac  �x m un nod s0 2 V ³i rezolv m cele n�1 probleme de �ux maxim
luând t 2 V n fs0g vom obµine o pereche (s0; t0) cu c(s0; t0) = �(G) (t0
nu va � în aceea³i clas  a bipartiµiei cu s0 în (S ;T )).
Concluzie: �(G) poate � g sit în O(n � (nm + n2c)) = O(n2m) (dac 
G este conex, atunci m > n � 1).
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

D. Determinarea num rului de conexiune pe noduri a unui graf.
Fie G = (V ;E) un graf. C s ; t 2 V , s 6= t , dac  not m

p(s ; t) = num rul maxim de drumuri intern disjuncte (pe noduri)
de la s la t în G ,

c(s ; t) = cardinalul minim al unei mulµimi st -separatoare de noduri
din G ,

atunci, din teorema lui Menger, avem

p(s ; t) = c(s ; t)(� � �)

În plus, num rul de conexiune pe noduri, k(G), al grafului G (valoarea
maxim  a lui p 2 N pentru care G este p-conex) este

k(G) =

{
n � 1; dac  G = Kn

min
s;t2V (G);s 6=t ;st =2E(G)

c(s ; t); dac  G 6= Kn
(� � ��)
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Ar t m c  egalitatea (� � �) provine din Teorema �ux maxim-secµiune
minim , aplicat  unei reµele corespunz toare.
Fie G1 = (V (G1);E(G1)) digraful construit pornind de la G astfel:

8v 2 V , ad ug m av ; bv 2 V (G1) ³i avbv 2 E(G1);

8vw 2 E , ad ug m bvaw ; bwav 2 E(G1).

Exemplu

b b

b b

b
b b

b

b
b b

b

1

2

t

s

b1

a1

as

bs b2

a2

bt

at

S
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Mai de�nim c : E(G1)! N prin

c(e) =

®
1; dac  e = avbv

1; altfel

Consider m reµeaua R = (G1; bs ; at ; c).
Fie x 0 un �ux întreg în R de valoare maxim . În nodurile bv (v 2 V )
intr  exact câte un arc de capacitate 1 ³i din nodurile av (v 2 V ) pleac 
exact câte un arc de capacitate 1.
Urmeaz  c  (din legea de conservare a �uxului) c  x 0ij 2 f0; 1g , 8ij 2
E(G1). Astfel x 0 poate � descompus în v(x 0) �uxuri x k , �ecare de
valoare 1, cu proprietatea c  arcele pe care xk este nenul corespund la
v(x 0) drumuri intern disjuncte din G .
Pe de alt  parte, din orice mulµime de p st -drumuri intern disjuncte în
G , putem construi p bsat -drumuri intern disjuncte în G1, pe care se
poate transporta o singur  unitate de �ux. Urmeaz  c  v(x 0) = p(s ; t).
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Fie (S ;T ) o secµiune de capacitate minim  în R astfel încât v(x 0) =

c(S ;T ). Deoarece v(x 0) < 1, urmeaz  c  8i 2 S , 8j 2 T cu ij 2

E(G1); avem c(ij ) < 1, deci c(ij ) = 1, adic  9u 2 V astfel încât
i = au ³i j = bu .
Astfel, secµiunea (S ;T ) coresponde unei mulµimi de noduri A0 � V

astfel încât c(S ;T ) = jA0j ³i A0 este o mulµime st -separatoare.
Pe de alt  parte, pentru orice mulµime st -separatoare, A, avem jAj >
p(s ; t) = v(x 0). Deci

c(s ; t) = jA0j = c(S ;T ) = v(x 0) = p(s ; t):

Demonstraµia de mai sus (pe lâng  faptul ca completeaz  demonstraµia
teoremei lui Menger din cursul 5) arat  c , pentru a determina k(G) este
su�cient s  determin m minimul în (� � ��) rezolvând jE(G)j probleme
de �ux maxim, unde G este complementul lui G .
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Avem astfel un algoritm cu complexitatea timp

O

ÅÅ
n(n � 1)

2
�m

ã
(nm + n2 logn)

ã
:

O observaµie simpl  ne ofer  un algoritm mai e�cient. Evident,

k(G) 6 min
v2V

dG(v) =
1
n

Å
n �min

v2V
dG(v)

ã
6

1
n

X

v2V

dG(v) =
2m
n

:

Dac  A0 este a mulµime separatoare în G cu jA0j = k(G), atunci G nA0

nu este conex ³i exist  o partiµie of V nA0 (V 0;V 00) astfel încât nu exist 
muchii de la V 0 la V 00 ³i 8v 0 2 V 0, 8v 00 2 V 00 avem p(v 0; v 00) = k(G).
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Aplicaµii combinatoriale - Conexiunea pe noduri

Urmeaz  c  rezolvând o problem  de �ux maxim cu s0 2 V 0 ³i t0 2 V 00

obµinem c  p(s0; t0) = valoarea �uxului maxim = k(G).

Putem determina o astfel de pereche dup  cum urmeaz : �e l =
°
2m
n

§
+

1, alegem l noduri arbitrare din V (G), ³i pentru �ecare astfel de nod, v ,
rezolv m toate problemele de �ux maxim p(v ;w), cu vw =2 E . Num rul
acestor probleme este O(nl) = O

(
n
(
(2m
n

+ 1
))

= O(m).
Astfel complexitatea timp a determin rii lui k(G) este O(m(nm +

n2 logn)).
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 1. Ar taµi c , utilizând un algoritm de �ux maxim (într-o
anumit  reµea), se poate g si, într-o matrice 0�1, o mulµime de cardinal
maxim de elemente egale cu 0, în care oricare dou  elemente nu se a� 
pe aceea³i linie sau pe aceea³i coloan .

Exerciµiul 2. Fie S ³i T mulµimi nevide, disjuncte ³i �nite. Se d 
o funcµie a : S [ T ! N. S  se decid  dac  exist  un graf bipartit
G = (S ;T ;E) astfel încât dG(v) = a(v), pentru orice v 2 S [T ; dac 
r spunsul este a�rmativ trebuie returnate muchiile lui G (S ³i T sunt
clasele bipartiµiei lui G). Ar taµi c  aceast  problem  poate � rezolvat 
în timp polinomial ca o problem  de �ux maxim într-o anumit  reµea.
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 3. Fiecare student dintr-o mulµime S de cardinal n > 0 sub-
scrie la o submulµime de 4 cursuri opµionale dintr-o mulµime C de car-
dinal k > 4. Descrieµi un algoritm (de complexitate timp polinomial )
care s  determine (dac  exist ) o alocare a studenµilor c tre cursurile
opµional din C astfel încât �ecare student s  �e asignat la exact 3 cur-
suri (din cele 4 la care a subscris) ³i �ecare curs s  aib  asignaµi cel mult
d� � n=ke studenµi (� > 3).

Exerciµiul 4.

(a) Adev rat sau fals? Într-o reµea R = (G ; s ; t ; c) cu capacit µi dis-
tincte exist  un singur �ux maxim. De ce?

(b) Descrieµi ³i demonstraµi corectitudinea unui algoritm de complexi-
tate (timp) polinomial  care s  decid  dac  într-o reµea dat  exist 
un singur �ux maxim.
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 5. O companie IT are n angajaµi P1;P2; : : : ;Pn care trebuie
s  lucreze la m proiecte L1;L2; : : : ;Lm . Pentru orice angajat Pi avem o
list  Li a proiectelor la care poate lucra ³i si num rul de projecte din Li
pe care le poate termina într-o s pt mân  (si 6 jLi j). Fiecare proiect
va � alocat unui singur angajat.
Cum se poate determina num rul minim de s pt mâni necesare ter-
min rii tuturor proiectelor folosind �uxuri în reµele.

Exerciµiul 6. Planul de evacuare de urgenµ  al unei cl diri este descris
ca un grid n � n ; frontierele celulelor sunt rutele de eavcuare c tre
exteriorul cl dirii (grid-ului). O instanµ  a problemei evacu rii conµine
dimensiunea n a grid-ului ³i m puncte de plecare (colµurile celulelor).
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 6 (continuare). Instanµa prime³te un r spuns a�rmativ dac 
exist  m drumuri disjuncte c tre frontiera grid-ului plecând din cele m
puncte de mai sus. Dac  drumurile acestea nu exist , atunci instanµa
prime³te un r spun negativ.
Determinaµi o reprezentare a acestei problem a evacu rii ca o problem 
de �ux într-o reµea. Descrieµi un algoritm e�cient pentru a recunoa³te
instanµele pozitive ale problemei (care este complexitatea timp a algo-
ritmului?).

Exerciµiul 7. Fie G = (V ;E) un graf cu n noduri fv1; v2; : : : ; vng ³i
c : E ! R+ o funcµie de capacitate pe muchiile lui G . O t ietur  în G
este o bipartiµie (S ;T ) a lui V . Capacitatea unei t ieturi (S ;T ) este
c(S ;T ) =

X

e2E ;je\S j=1

c(e).
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 7 (continuare). O t ietur  minim  în G este o t ietur 
(S0;T0) astfel încât

c(S0;T0) = min
(S ;T ) t ietur  în G

c(S ;T )

(a) Ar taµi c  se poate determina o t ietur  minim  în timp polinomial
rezolvând un num r polinomial de probleme de �ux maxim în anu-
mite reµele.

(b) Pentru G = Cn (circuit indus de ordin n > 3) cu toate capacit µile

1, ar taµi c  exist 
n(n � 1)

2
t ieturi minime.
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 8. FieG = (V ;E) un digraf ³i w : V ! R astfel ca w(V )\R+
³i w(V ) \ R� 6= ?. O submulµime A � V se nume³te izolat  în G

dac  nu exist  nici un arc care iese din A. Ponderea unei submulµimi
A � V este w(A) =

X

v2A

w(v). Descrieµi un algoritm de compexitate

polinomial  bazat pe un algoritm de �ux maxim într-o anumit  reµea
care s  determine o submulµime izolat  de pondere maxim  în G .

Exerciµiul 9. La Departamentul de Informatic  exist  p studenµi (S =

fS1;S2; : : : ;Spg) care doresc s  absolve cu o diplom  de licenµ  ³i k
profesori (P = fP1;P2; : : : ;Pkg). Lucr rile de licenµ  ale studenµilor
sunt evaluate de echipe formate din câte r profesori.
Pentru subiectul unei lucr ri de licenµ  un profesor poate � specializat
sau nu; se cunoa³te mulµimea, Pi ( P (Pi 6= ?), a profesorilor com-
petenµi în a judeca lucrarea de licenµ  a studentului Si , pentru orice i .
Fiecare profesor Pl poate participa în cel mult nl astfel de echipe de
evaluare. Algoritmica Grafurilor - Cursul 9 5 decembrie 2025 46 / 47
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Exerciµii pentru seminarul 10

Exerciµiul 9 (cont.) Fiecare student trebuie s -³i prezinte lucrarea unei
echipe de r(6 k) profesori, a(6 r) �ind specializaµi în proiectul respec-
tiv, iar (r � a) nu.

(a) Descrieµi un model cu o reµea de transport pentru a organiza ca
mai sus echipele de evaluare formate din profesori (�ecare profesor
trebuie asignat unei mulµimi de lucr ri de licenµ ).

(b) Caracterizaµi existenµa unei soluµii pentru aceast  problem  în
termenii existenµei unui anumit �ux maxim în reµeaua de mai sus.
(Caracterizarea trebuie demonstrat !)

(c) Care este complexitatea timp necesar  pentru a decide dac  exist 
soluµii?
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