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Cuprins

1 Fluxuri în reµele
Drumuri de cre³tere
Secµiuni
Teorema drumului de cre³tere
Teorema �uxului întreg
Teorema �ux maxim � secµiune minim 
Algoritmul lui Ford & Fulkerson
Algoritmul lui Edmonds & Karp

2 Exerciµii pentru seminarul 9 (s pt mâna 2 - 5 decembrie)
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

De�niµie

Fie P un drum în ‹G � graful suport al digrafului G � ³i e = vivj o
muchie a lui P , e 2 E(P). Dac  e coresponde arcului vivj atunci e este
un arc înainte (forward sau direct) al lui P , altfel (e corespunde arcului
vj vi ) e este un arc înapoi (backward sau invers) al lui P .

b b b b
b

b

b b b b
b

b

G

G

forward backward
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

De�niµie

Fie R = (G ; s ; t ; c) o reµea ³i x un �ux în R. Un A-drum (în R relativ
la �uxul x ) este un drum P în ‹G astfel încât 8ij 2 E(P):

dac  ij este un arc direct, atunci xij < cij ,

dac  ij este a arc invers, atunci xji > 0.

Dac  P este un A-drum în R relativ la �uxul x , atunci capacitatea
rezidual  a arcului ij 2 E(P) este

r(ij ) =

®
cij � xij ; dac  ij este un arc direct al lui P
xji ; dac  ij este un arc invers al lui P

Capacitatea rezidual  a drumului P este r(P) = min
e2E(P)

r(e).
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

Exemplu

Consider m reµeaua de mai jos , unde, pe �ecare arc, prima etichet  este
capacitatea iar a doua este �uxul.

b

2, 1

3, 2

2, 1

6
ts

1

3, 1

1, 0
1, 0 1, 1

2, 2

2, 2

2 4

3 5

b

b b

b

b

P : 1; 12; 2; 24; 4; 45; 5; 56; 6 este un A-drum de la s la t cu arcele forward
12 (x12 = 1 < c12 = 3), 24 (x24 = 1 < c24 = 2), 56 (x56 = 1 < c56 = 2),
³i arcul backward 45 (x45 = 1 > 0). Capacitatea rexidual  a lui P :
r(P) = min f2; 1; 1; 1g = 1.
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

De�niµie

Un drum de cre³tere relativ la �uxul x în reµeaua R = (G ; s ; t ; c) este
un A-drum de la s la t .

Lema 1

Dac  P este un drum de cre³tere relativ la �uxul x în R = (G ; s ; t ; c),
atunci x 1 = x 
 r(P) de�nit prin

x 1ij =


xij ; dac  ij =2 E(P)

xij + r(P); dac  ij 2 E(P); ij este arc direct în P

xij � r(P); dac  ij 2 E(P); ij este arc invers în P

este un �ux în R cu v(x 1) = v(x ) + r(P).
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

Demonstraµie. Din de�niµia lui r(P), constrângerile (i) sunt satisf cute
de x 1. Constrângerile (ii) - veri�cate de x - nu sunt afectate pentru x 1

în vreun nod i =2 V (P).
Pentru i 2 V (P) n fs ; tg exist  exact dou  arce în P incidente cu i , e.
g. li ³i ik . Avem urm toarele dou  cazuri posibile:
a) li ³i ik sunt arce directe:

X

j

x 1ji �
X

j

x 1ij =
X

j 6=l

xji �
X

j 6=k

xij + x 1li � x 1ik

=
X

j 6=l

xji �
X

j 6=k

xij + xli + r(P)� xik � r(P) =
X

j

xji �
X

j

xij = 0:

b) li este arc direct ³i ik arc invers:
X

j

x 1ji �
X

j

x 1ij =
X

j 6=l ;k

xji �
X

j

xij + x 1li + x 1ki

=
X

j 6=l ;k

xji �
X

j

xij + xli + r(P) + xki � r(P) =
X

j

xji �
X

j

xij = 0:
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

c) li arc invers ³i ik arc direct: similar cu b).

d) li ³i ik arce inverse: similar cu a).

v(x 1) difer  de v(x ) datorit  �uxului de pe arcul lt din P :
lt arc direct:

v(x 1) =
X

j

x 1jt �
X

j

x 1tj =
X

j 6=l

xjt �
X

j

xtj + x 1lt =

=
X

j 6=l

xjt �
X

j

xtj + xlt + r(P) = v(x ) + r(P):

lt arc invers:

v(x 1) =
X

j

x 1jt �
X

j

x 1tj =
X

j

xjt �
X

j 6=l

xtj � x 1tl =

=
X

j

xjt �
X

j 6=l

xtj � (xtl � r(P)) = v(x ) + r(P): �
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Problema �uxului maxim - Drumuri de cre³tere

Pentru exemplul de mai sus, �uxul x 1 = x 
 r(P) de valoare v(x 1) =

v(x ) + r(P) = 3+ 1 = 4 este:

b

2, 2

3, 2

2, 2

6
ts

1

3, 2

1, 0
1, 0 1, 0

2, 2

2, 2

2 4

3 5

b

b b

b

b

Remarci

Lema de mai sus explic  ³i numele drumurilor de cre³tere ³i capac-
itatea rezidual .

Din de�niµie, dac  P este un drum de cre³tere, atunci r(P) > 0 ³i
v(x 
 r(P)) > v(x ). Urmeaz  c  dac  exist  un drum de cre³tere
relativ la �uxul x , atunci x nu este un �ux de valoare maxim .
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Problema �uxului maxim - Secµiuni

De�niµie

Fie R = (G; s ; t ; c) o reµea. O secµiune în R este o partiµie (S ;T ) a lui
V (G) cu s 2 S ³i t 2 T . Capacitatea secµiunii (S ;T ) este

c(S ;T ) =
X

i2S

X

j2T

cij :

Lema 2

Dac  x este un �ux în R = (G ; s ; t ; c) ³i (S ;T ) este o secµiune în aceast 
reµea, atunci

v(x ) =
X

i2S

X

j2T

(xij � xji )

(valoarea �uxului este �uxul net care trece prin secµiune).
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Problema �uxului maxim - Secµiuni

+

−

S T

s t
b b

Demonstraµie.

v(x ) =

(
X

j

xsj �
X

j

xjs

)
+ 0 =

=

(
X

j

xsj �
X

j

xjs

)
+
X

i2S ;i 6=s

(
X

j

xij �
X

j

xji

)
=
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Problema �uxului maxim - Secµiuni

Demonstraµie (continuare).

=
X

i2S

(
X

j

xij �
X

j

xji

)
=
X

i2S

X

j

(xij � xji ) =

=
X

i2S

X

j2S

(xij � xji ) +
X

i2S

X

j2T

(xij � xji ) =

= 0+
X

i2S

X

j2T

(xij � xji ): �

Lema 3

Dac  x este un �ux în R = (G ; s ; t ; c) ³i (S ;T ) este o secµiune în aceast 
reµea, atunci

v(x ) 6 c(S ;T ):
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Problema �uxului maxim - Secµiuni

Demonstraµie. Din Lema 2

v(x ) =
X

i2S

X

j2T

(xij � xji )
xij6cij

6
X

i2S

X

j2T

(cij � xji )
xji>0

6

xji>0

6
X

i2S

X

j2T

cij = c(S ;T ): �

Remarc 

Dac  x este un �ux în R ³i (S ;T ) este o secµiune astfel încât v(x ) =

c(S ;T ), atunci, 8x �ux în R, avem v(x ) 6 c(S ;T ) = v(x ), i. e., x este
un �ux de valoare maxim  în R.
Similar, 8(S ;T ) secµiune în R, avem c(S ;T ) > v(x ) = c(S ;T ), adic ,
(S ;T ) este o secµiune de capacitate minim  în R.
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Problema �uxului maxim - Teorema drumului de cre³tere

Teorema 1

Un �ux x este un �ux de valoare maxim  dac  ³i numai dac  nu exist 
un drum de cre³tere relativ la x în R.

Demonstraµie. ")" Dac  P este un drum de cre³tere relativ la x , atunci
x 
 r(P) este un �ux în R de valoare strict mai mare.
"(" Fie x un �ux în R cu proprietatea c  nu exist  drum de cre³tere
relativ la x în R. Fie

S = fi : i 2 V ³i 9P un A-drum în R de la s la ig:

Evident s 2 S (exist  un A-drum de lungime 0 de la s la s) ³i t =2 S

(nu exist  vreun A-drum de la s la t). Astfel, luând T = V nS , (S ;T )

este o secµiune în R.
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Problema �uxului maxim - Teorema drumului de cre³tere

Demonstraµie (continuare). 8i 2 S ³i 8j 2 T avem:

dac  ij 2 E , atunci xij = cij ³i

dac  ji 2 E , atunci xji = 0

(altfel A-drumul de la s la i poate � extins la un A-drum de la s la
j , astfel j 2 S - contradicµie). Urmeaz  c  v(x ) =

X

i2S

X

j2T

(xij � xji ) =

X

i2S

X

j2T

cij = c(S ;T ), i. e., x este un �ux de valoare maxim  (vezi

remarca de mai sus). �
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Problema �uxului maxim - Teorema �uxului întreg

Teorema 2

(Teorema �uxului întreg) Dac  toate capacit µile din R sunt întregi
atunci exist  un �ux întreg, x , de valoare maxim  (toate xij 2 Z+).

Demonstraµie. Consider m urm torul algoritm:

x 0  0; i  0;
while (9Pi un drum de cre³tere relativ la x i ) do
x i+1  x i 
 r(Pi ); i ++;

end while

S  observ m c  "x i are doar componente întregi" este un invariant al
algoritmului (din de�niµia lui r(Pi ), dac  toate capacit µile sunt întregi
³i x i este întreg, atunci r(Pi ) este întreg ³i astfel x i+1 este întreg).
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Problema �uxului maxim - Teorema �uxului întreg

Demonstraµie (continuare). Mai mult, în �ecare iteraµie while, valoarea
�uxului curent cre³te (cu cel puµin 1), astfel algoritmul se opre³te în cel
mult c(fsg;V n fsg) 2 Z+ iteraµii while.
Nu mai exist  drumuri de cre³tere relativ la �uxul �nal, astfel, din Teo-
rema 1, �uxul este de valoare maxim . �

Remarc 

Algoritmul de mai sus se opre³te ³i când toate capacit µile sunt numere
raµionale.
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Problema �uxului maxim - Teorema �ux maxim � secµiune minim 

Teorema 3

(Teorema �ux maxim � secµiune minim ) Valoarea maxim  a unui �ux în
reµeaua R = (G ; s ; t ; c) este egal  cu capacitatea minim  a unei secµiuni
în R.

Linia demonstraµiei. Dac  descriem un algoritm care, plecând cu un �ux
iniµial x 0 (e.g., x 0 = 0), construie³te într-un num r �nit de pa³i un �ux
x f r  drumuri de cre³tere, atunci secµiunea considerat  în demonstraµia
Teoremei 1 satisface, împreun  cu x , cerinµa teoremei.
Pentru capacit µi raµionale, algoritmul considerat în demonstraµia Teo-
remei 2 satisface aceast  condiµie. Pentru capacit µi arbitrare reale vom
prezenta mai târziu un astfel de algoritm datorat lui Edmonds ³i Karp
(1972).
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Remarci

O demonstraµie scurt  a teoremei de mai sus const  în a ar ta c 
exist  un �ux de valoare maxim  ³i de a aplica construcµia din
demonstraµia Teoremei 1. Un �ux de valoare maxim  exist  întot-
deauna observând c  acesta este soluµia optim  a unei probleme de
programare liniar  (peste un politop nevid).

Importanµa algoritmic  a Teoremei 3 este dat  de faptul c 
mulµimea tuturor secµiunilor dintr-o reµea este �nit , pe când
mulµimea tuturor �uxurilor este in�nit .
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Algoritmul întreµine o etichetare a nodurilor din reµea pentru a deter-
mina drumuri de cre³tere relativ la �uxul curent x . Când nu mai exist 
drumuri de cre³tere, �uxul x este de valoare maxim .
Fie R = (G = (V ;E); s ; t ; c) o reµea ³i x un �ux în R.

Eticheta unui nod j , care are trei componente (e1; e2; e3), semni�c :
exist  un A-drum de la s la j , P , unde e1 = i este nodul dinaintea lui
j pe acest drum, e2 2 fdirect ; inversg reprezint  direcµia arcului ij , iar
e3 = r(P).

Iniµial s este etichetat (�; �;1). Celelalte noduri primesc eventual
etichete prin vizitarea (scanarea) nodurilor deja etichetate:
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

procedure scan(i)
for (j 2 V , neetichetat) do
if (ij 2 E ³i xij < cij ) then
eticheteaz  j cu e = (i ; direct ;min fe3[i ]; cij � xij g);

end if
if (ji 2 E ³i xji > 0) then
eticheteaz  j cu e = (i ; invers ;min fe3[i ]; xjig);

end if
end for

Semni�caµia componentelor etichetelor este întreµinut  de procedura
scan.
Când, în procedura scan, nodul t este etichetat, se poate detecta un
drum de cre³tere P , relativ la �uxul curent x , astfel:
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

r(P) este componenta e3 a etichetei lui t , nodurile lui P pot � g site
în O(n) prin explorarea primei componente a etichetelor, ³i modi�carea
x 
 r(P) se poate face în timpul acestei explor ri folosind a doua com-
ponent  a etichetelor.
Pentru noul �ux, se porne³te cu o nou  etichetare (de la s).
Dac  toate noduri etichetate au fost scanate ³i nodul t nu a primit
etichet , urmeaz  c  �uxul curent nu admite drumuri de cre³tere, deci
este de valoare maxim . Dac  S este mulµimea nodurilor etichetate ³i
T = V n S , atunci (S ;T ) este o secµiune de capacitate minim  în R.
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

porne³te cu un �ux iniµial x = (xij ) (e. g., x = 0)
e(s) (�; �;1);
while (9 noduri etichetate ³i nescanate ) do
alege i un nod etichetat ³i nescanat;
scan(i);
if (t a fost etichetat) then
modi�c  �uxul pe drum dat de etichete;
³terge toate etichetele; e(s) (�; �;1);

end if
end while
S  fi : i 2 V ; i este etichetatg;
T  V n S ;

x este un �ux de valoare maxim , (S ;T ) este o secµiune de capacitate
minim .
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Complexitatea timp: Fiecare cre³tere a �uxului curent necesit  cel mult
2m (m = jE j) inspecµii ale arcelor pentru etichetarea altor noduri. Dac 
toate capacit µile sunt intregi, sunt necesare cel mult v cre³teri (v �-
ind valoarea �uxului maxim). Astfel algoritmul are complexitatea timp
O(mv).
Dac  U este un majorant al tuturor capacit µilor pe arce, atunci v 6
(n � 1)U (acesta este un majorant al secµiunii (fsg;V n fsg)), deci
algoritmul are complexitatea timp O(nmU ).

Remarc 

E posibil ca algoritmul s  nu se termine pentru capacit µi iraµionale.
Aceast  situaµie nu apare în implement rile practice, dar neajunsul aces-
tei descrieri a algoritmului este dat de faptul c  num rul de cre³teri ale
�uxului curent depinde de capacit µi (³i nu de dimensiunile reµelei).
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Problema �uxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Exemplu
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Dac  operaµia alege din algoritmul de mai sus determin  drumurile de
cre³tere P1;P2;P1;P2; : : : ;, unde P1 = (s ; sa ; a ; ab; b; bt ; t) ³i P2 =

(s ; sb; b; ba ; a ; at ; t), atunci �ecare cre³tere a �uxului se face cu 1, ³i
algoritmul necesit  2M cre³teri, ceea ce este prea mult.
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Aceste de�cienµe ale algoritmului pot � evitate dac  alegerea nodurilor
etichetate în vederea scan rii nu se face aleatoriu (Dinic (1970), Edmonds
& Karp (1972)).

De�niµie

Un cel mai scurt drum de cre³tere relativ la �uxul x în R este un drum
de cre³tere de lungime minim  printre toate drumurile de cre³tere relativ
la x .

Fie x un �ux în reµeaua R. Fie x k (k > 1) secvenµa de �uxuri:

x 1  x ;
x k+1  x k 
 r(Pk ), Pk un cel mai scurt drum de cre³tere relativ la
x k ;
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Pentru a ar ta c  aceast  secvenµ  este �nit , �e 8i 2 V ³i 8k 2 N�:

�ki = lungimea minim  a unui A-drum de la s la i relativ la x k :

� ki = lungimea minim  a unui A-drum de la i la t relativ la x k :

Lema 4

8i 2 V ³i 8k 2 N� avem

�k+1

i > �ki ³i � k+1

i > � ki :

Demonstraµie. Omis .
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Teorema 4

(Edmonds & Karp, 1972) Dac  x = x 1 este un �ux arbitrar în reµeaua
R, atunci secvenµa de �uxuri x 1; x 2; : : : ; obµinut  din x 1 prin cre³teri
succesive cu drumuri de cre³tere de lungime minim , are cel mult mn=2
termeni (în cel mult mn=2 cre³teri succesive se obµine un �ux x cu
proprietatea c  nu exist  drum de cre³tere relativ la x ).

Demonstraµie. Dac  P este un drum de cre³tere relativ la un �ux x în R,
cu capacitatea rezidual  r(P), un arc critic în P este un arc e 2 E(P)

cu r(e) = r(P). În x 
 r(P), �uxul de pe arce critice devine �e egal cu
capacitatea (pe arcele directe), sau nul (pe arcele inverse).
Fie ij un arc critic de pe un cel mai scurt drum de cre³tere Pk relativ
la x k . Lungimea lui Pk este �ki + � ki = �kj + � kj
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Deoarece ij este a critic în Pk , in x k+1 nu mai poate � utilizat în aceea³i
direcµie ca în Pk . Fie Pl (cu l > k) primul cel mai scurt drum de cre³tere
relativ la x l în care �uxul de pe arcul ij va � modi�cat, (când arcul va
� folosit în direcµie invers  decât în Pk ). Avem dou  cazuri:
ij este un arc direct în Pk . Atunci �kj = �ki + 1; în Pl ij va � arc invers,
deci �li = �lj + 1.

b
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b
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b b

b

b b b

b
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b

b
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s

t
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j

j

i

Pk :

Pl :

Urmeaz  c  �li + � li = �lj + 1+ � li > �kj + 1+ � ki = �ki + � ki + 2 (din Lema
4). Am obµinut c  length(Pl) > length(Pk ) + 2.
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

ij este un arc invers în Pk . Atunci �ki = �kj + 1; în Pl ij va � arc direct,
deci �lj = �li + 1.

b
b

b

b
b

b

b

b
b

b
b

b

b b b

b
bb

b

bs

s

t

t

j

i

i

j

Pk :

Pl :
b

b b

b

Urmeaz  c  �lj + � lj = �li + 1+ � lj > �ki + 1+ � kj = �kj + � kj + 2. Obµinem
c  length(Pl) > length(Pk ) + 2.
Astfel orice cel mai scurt drum de cre³tere pe care arcul ij este critic are
lungimea cu cel puµin 2 mai mare decât lungimea drumului precedent
pe care ij a fost critic. Deoarece lungimea unui drum în G este cel mult
n � 1, urmeaz  c  un arc �xat nu poate � critic de mai mult de n=2 ori
(de-a lungul întregului proces de cre³tere).
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Orice drum de cre³tere are cel puµin un arc critic. Astfel în secvenµa
(Pk ) avem cel mult mn=2 drumuri de cre³tere cele mai scurte.

Corolar

În orice reµea exist  un �ux x cu proprietatea c  nu exist  drumuri de
cre³tere relativ la x .

Remarci

Demonstraµia Teoremei 4 este acum încheiat .

Singura modi�care din Algoritmul lui Ford & Fulkerson este în
alegerea nodului etichetat care va � scanat: se folose³te regula
"primul etichetat-primul scanat" adic , se întreµine o coad  a
nodurilor etichetate (iniµializat  cu s , la �ecare început de cre³tere).
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Modi�carea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

În concluzie, avem urm toarea teorem .

Teorema 5

(Edmonds-Karp, 1972) Dac  în Algoritmul lui Ford & Fulkerson
scanarea noduri etichetate se face într-o manier  bfs, atunci un �ux
de valoare maxim  se obµine în O(m2n) time.

Demonstraµie. Exist  O(mn) cre³teri de �ux (din Teorema 4), �ecare
de complexitate O(m). �
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 1. Consider m reµeaua de transport de mai jos:

b

b
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2 5

Determinaµi un �ux maxim în reµeaua de mai jos utilizând algoritmul lui
Edmonds-Karp pentru urm toarele ordon ri ale listelor de adiacenµ :

(a) A(s) = (x1; x4), A(x1) = (x3; x2; x4), A(x2) = (x1; t),
A(x3) = (x1; x4; t), A(x4) = (x3; x1).

(b) A(s) = (x4; x1), A(x1) = (x2; x3; x4), A(x2) = (x1; t),
A(x3) = (x1; x4; t), A(x4) = (x3; x1).
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 2. Consider m o reµea R = (G ; s ; t ; ; c) , unde G = (V ;E)

are n noduri ³i m arce, ³i funcµia de capacitate are doar valori întregi
(c : E ! Z+). Fie C = max

e2E
c(e).

(a) Ar taµi c  valoarea maxim  a unui �ux în R este cel mult m �C .

(b) Ar taµi c , pentru �ecare �ux x din R ³i pentru �ecare K 2 Z+,
putem g si un drum de cre³tere P cu capacitatea rezidual , r(P),
cel puµin K - dac  un asemenea drum exist  - în O(m).
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 2 (continuare).

(c) Consider m urm torul algoritm:
SC-MAX-FLOW(R) {
C  max

e2E
c(e);

x  0;// x �uxul curent;

K  21+blogC c;
while(K > 1) {
while(x are un drum de cre³tere P cu r(P) > K )
x  x 
 r(P);

K  K=2;
}
return x ;

}
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 2 (continuare).

1. Ar taµi c  procedura SC-MAX-FLOW(R) returneaz  un �ux de
valoare maxim  x în R.

2. Ar taµi c , dup  �ecare iteraµie while exterioar , valoarea maxim 
a unui �ux în R este cel mult v(x ) +m �K .

3. Ar taµi c , 8K 2 Z+, exist  cel mult O(m) iteraµii while interioare.
În consecinµ  procedura are complexitatea timp O(m2 logC ).

Exerciµiul 3. Digraful G = (V ;E) reprezint  topologia unei reµele de
procesoare.Fiec rui procesor, v 2 V , îi cunoa³tem înc rcarea, load(v) 2
R+. Folosind un �ux maxim într-o anumit  reµea determinaµi o strategie
static  de echilibrare a înc rc rii (static load balancing strategy) în G :
indicaµi pentru �ecare procesor înc rcarea ce trebuie trimis  ³i c rui
procesor a³a încât toate procesoarele s  aib  aceea³i înc rcare.
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 4. Fie R = (G ; s ; t ; c) o reµea ³i (Si ;Ti )(i = 1; 2) dou 
secµiuni de capacitate minim  în R. Ar taµi c  (S1 [ S2;T1 \ T2) ³i
(S1 \ S2;T1 [T2) sunt de asemenenea secµiuni de capacitate minim .

Exerciµiul 5. Fie R = (G = (V ;E); s ; t ; c) o reµea ³i c : E ! Z+,
n = jV j, m = jE j.

(a) Descrieµi un algoritm de complexitate timp O(n + m) pentru a
determina o secµiune de capacitate minim  în R, având la îndemân 
un �ux de valoare maxim  x �.

(b) Folosind un algoritm de �ux maxim pentru o anumit  funcµie de
capacitate, ar taµi c  se poate g si o secµiune de capacitate minim 
în R, (S0;T0), cu num r minim de arce.
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 6. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit. Demonstraµi teorema
lui Hall (exist  un cuplaj în G care satureaz  toate nodurile din S

dac  ³i numai dac  (H) 8A � S ; jNG(A)j > jAj) folosind teorema �ux
maxim - secµiune minim  pe o reµea particular .

Exerciµiul 7. Fie R = (G ; s ; t ; c) o reµea care are toate capacit µile
întregi pozitive ³i pare. Ar taµi c  exist  un �ux maxim cu toate valorile
întregi pozitive ³i pare.
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 8. Fie R = (G ; s ; t ; c) o reµea astfel ca st ; ts =2 E(G). Avem
³i o funcµie majorant m : E(G) ! R+, m(e) 6 c(e); 8 e 2 E(G). Un
�ux ' în R se nume³te �ux legal în R dac  x (e) > m(e);8 e 2 E(G).

(a) Ar taµi c , pentru orice �ux legal ' ³i orice st -secµiune (S ;T ) avem

v(') 6
X

i2S ;j2T ;ij2E(G)

c(ij )�
X

i2S ;j2T ;ji2E(G)

m(ji)

(b) Pornind de la R construim o reµeaR = (G ; s ; t ; c), unde
- V (G) = V (G) [ fs ; tg (acestea sunt noduri noi);

- E(G) = E(G) [ fst ; tsg [ fsv ; vt : v 2 V (G)g;

- pentru orice v 2 V (G), c(sv) =
X

uv2E(G)

m(uv) ³i c(vt) =

X

vu2E(G)

m(vu);

- c(st) = c(ts) =1 ³i pentru orice ij 2 E(G), c(ij ) = c(ij )�m(ij ).
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 8 (continuare).

Ar taµi c  exist  un �ux legal în R dac  ³i numai dac  exist  un
�ux în R de valoare M =

P
e2E(G)m(e).

(c) Folosind un �ux legal iniµial (vezi (b)) ar taµi cum se poate modi�ca
algoritmul Ford-Fulkerson pentru a obµine un �ux legal de valoare
maxim .

Exerciµiul 9. Fie R = (G ; s ; t ; c) o reµea de transport.

(a) Descrieµi un algoritm e�cient care s  veri�ce dac  o secµiune dat ,
(S ;T ), este de capacitate minim  în R.

(b) Descrieµi un algoritm de complexitate timp O(n +m) care s 
veri�ce dac  un �ux dat, x , este de valoare maxim  în R.

(c) Fie c : E ! Z+ ³i x � este un �ux întreg de valoare maxim  în R.
S  presupunem c  pe un arc, e0 2 E(G), capacitatea cre³te cu 1.
Descrieµi un algoritm e�cient care s  determine un �ux maxim în
noua reµea.
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Exerciµii pentru seminarul 9

Exerciµiul 10. Fie x un �ux întreg într-o reµea dat  R = (G ; s ; t ; c), cu
v(x) = v1+ v2+ � � � vp , unde vi 2 N�, 8i = 1; p, p > 1. Ar taµi c  exist 
p �uxuri întregi x1; x2; : : : ; xp astfel ca v(xi ) = vi , 8i = 1; p ³i

x =
pX

i=1

xi :
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