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Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere

Fie P un drum in G - -sle = vy 0
muchie a lui P, e € E(P). Dacd e coresponde arcului v;v; atunci e este

un ( sau ) al lui P, altfel (e corespunde arcului
v;v;) e este un ( sau ) al lui P.

G

0 U e e

/\/\._./\/\./\/_.

forward backward
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Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere

Fie R = (G,s,t,c) oretea gi z un flux in R. Un (in R relativ

la fluxul z) este un drum P in G astfel incat Vi € E(P):
@ dacd 1j este un arc direct, atunci z;; < cj,
@ dacd 1j este a arc invers, atunci T; > 0.

Dacd P este un A-drum in R relativ la fluxul z, atunci
a arcului 1 € E(P) este

) = cij — Ty, dacd 1y este un arc direct al lui P
Tji, dacd 1y este un arc invers al lui P

a drumului P este r(P) = min 7r(e).
ecE(P)
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Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere

Exemplu
Considerdm reteaua de mai jos , unde, pe fiecare arc, prima etichetd este
capacitatea iar a doua este fluxul.

2 4
2.1
3 3,2
1 6
s 1,0 t
1,0 1,1

2 2,1

3 2,2 5

P:1,12,2,24,4, 45 5 56,6 este un A-drum de la s la ¢ cu arcele forward
12 ($12 =1<cip = 3), 24 ($24 =1< cos = 2), 56 (2)56 =1< ¢y = 2),
§i arcul backward 45 (245 = 1 > 0). Capacitatea rexiduald a lui P:
r(P) =min{2,1,1,1} = 1.
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Un drum de crestere relativ la fluxul z in reteaua R = (G, s, t, c) este
un A-drum de la s la t.

T = ™ = T =

Dacd P este un drum de cregtere relativ la fluxul z in R = (G, s, t, ¢),
atunci ! = z ® 7(P) definit prin

By dacd 17 ¢ E(P)
T; =4 x; +r(P), dacd yy € E(P),1 este arc direct in P
z; — r(P), dacd iy € E(P), 1 este arc invers in P

este un flux in R cu v(z!) = v(z) + r(P).

o TR - T ol TR T (al




Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere

Din definitia lui r(P), constrangerile (i) sunt satisficute
de z'. Constrangerile (ii) - verificate de z - nu sunt afectate pentru z!
in vreun nod z ¢ V(P).
Pentru ¢ € V(P) \ {s, t} existd exact doud arce in P incidente cu ¢, e.

g. Iz gi tk. Avem urmdtoarele doud cazuri posibile:
a) & g1 2k sunt arce directe:

ijli _Z‘IE% = Zxﬂ - inj +xl¥ - mz%c
J J 7#1 7k
= Z.’Bﬂ' = Zfl)zj +z+7r(P)—zx —7r(P) = Z.’Bﬁ' = Z:I)ij =0.
j#l i#k 7 J
b) Uz este arc direct §i ¢k arc invers:
ijli — Z:z:é = Z Ty — Z.'Dij —|—:z:l% +:c,%i
J J '

JFLE J

= Z fI)]'z'_szj+$li+’r(P)—i—$ki—r(P):Zmﬁ_zxij:O.
' J ;

J#Lk J
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Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere
c)
d)

v(z?!) diferd de v(z) datoritd fluxului de pe arcul it din P:

=Y ok~ k= Z%—Z%+%—
J J

J#

Iz arc invers gi ¢k arc direct: similar cu b).

ls §i 1k arce inverse: similar cu a).

:Zfl)ﬁ —thj+$lt+r(P) :’U(:IJ)—i—T(P)-
j#l J

:ij%t_zxt] Zmyt_zxtj _xtl—
j j

Il

= Za:]t — thj (zy — 7(P)) = v(z) +r(P). O
J#l
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Problema fluxului maxim - Drumuri de crestere

Pentru exemplul de mai sus, fluxul z! = z ® r(P) de valoare v(z!) =
v(z) + 7(P) =3+ 1 =4 este:
2

2,2

3,2 3,2

s 1,0 t

2,2

%)
]

Remarci
@ Lema de mai sus explicd i numele drumurilor de cregtere §i capac-
itatea reziduald.

@ Din definitie, dacd P este un drum de cregtere, atunci 7(P) > 0 si
v(z @ r(P)) > v(z). Urmeazd ci
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Fie R = (G, s,t,c) o retea. O sectiune in R este o partitie (S, T') a lui
V(G) cus e S gite T. Capacitatea sectiunii (S, T) este

I

1€53eT

Dacd z este un flux in R = (G, s, t, c) 5i (S, T') este o sectiune in aceastd

retea, atunci
=2 > (25 — =)

1€S3eT

(valoarea fluxului este fluxul net care trece prin sectiune).



Problema fluxului maxim - Sectiuni

Z:Esj—zxjs +0=

Jj J
Z:I:s] Z-'B]s + Z Z.’Bz‘j = Zxﬁ =
J J

1€8,1#£s 7
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Demonstratie (continuare).

:z<z—z> S Sy - 23) =

€S €S g
= Z Z(:Bij :Bﬂ + Z Z Z; — :Bﬂ =
1E€ES JES 1€ESJET

Dacd z este un flux in R = (G, s, t, c) 5i (S, T') este o sectiune in aceastd
retea, atunci v(z) < ¢(S, T).




Problema fluxului maxim - Sectiuni

Din Lema 2

:Bljgczj @,20
= Z Z(xij — Tj;) Z Z (cij —zjs) <
1€SJeT 1€ESJET
:cﬂ20
Z Z ci; =c(S,T). O
1S 7eT

Remarca

Daci 7 este un flux in R i (S, T') este o sectiune astfel incat
, atunci, Vz flux In R, avem v(z) < ¢(S, T) = v(Z), i. e,
in R.
Similar, V(S, T) sectiune in R, avem ¢(S, T) > v(Z) = ¢(S, T), adici,
in R.
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Problema fluxului maxim - Teorema drumului de cregtere

Teorema 1

"=" Dacd P este un drum de cregtere relativ la z, atunci
z @ r(P) este un flux in R de valoare strict mai mare.
"<" Fie £ un flux in R cu proprietatea cd nu existd drum de cregtere
relativ la z iIn R. Fie

S={t:1€VsdPun Adrumin R dela s la }.

Evident s € S (existd un A-drum de lungime O dela slas)git ¢ S
(nu existd vreun A-drum de la s la t). Astfel, ludnd T = V'\ S, (S, T
este o sectiune In R.
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Problema fluxului maxim - Teorema drumului de cregtere

Vi e S§iVy) €T avem:

e dacd 1y € E, atunci z;; = c;; §i

e dacd 52 € E, atunci z; =0
(altfel A-drumul de la s la ¢ poate fi extins la un A-drum de la s la
7, astfel 7 € S - contradictie). Urmeaza cd v( Z Z (o = dig)) =

t€SJET

Z Z ci; = ¢(S,T), i e, z este un flux de valoare maximd (vezi
i€SjET
remarca de mai sus). O
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Problema fluxului maxim - Teorema fluxului intreg

Teorema 2

Demonstratie. Considerdm urmatorul algoritm:

z0 « 0; ¢ « 0;

while (3P; un drum de crestere relativ la z*) do

'l — P @ r(P;); i+ +;

end while
S4 observim ci "z* are doar componente intregi" este un invariant al
algoritmului (din definitia lui r(P;), dacd toate capacititile sunt intregi
si z° este intreg, atunci r(P;) este intreg i astfel z**! este intreg).
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Problema fluxului maxim - Teorema fluxului intreg

Mai mult, in fiecare iteratie , valoarea
fluxului curent cregte (cu cel putin 1), astfel algoritmul se opreste in cel
mult c¢({s}, V' \ {s}) € Z, iteratii
Nu mai existd drumuri de cregtere relativ la fluxul final, astfel, din Teo-
rema 1, fluxul este de valoare maximi. [I

Remarca

Algoritmul de mai sus se opregte si cdnd toate capacitdtile sunt numere
rationale.
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Problema fluxului maxim - Teorema flux maxim — sectiune minima

Teorema 3

Dacd descriem un algoritm care, plecand cu un flux
initial z° (e.g., ° = 0), construiegte intr-un numér finit de pagi un flux
z fard drumuri de cregtere, atunci sectiunea consideratd in demonstratia
Teoremei 1 satisface, impreund cu z, cerinta teoremei.

Pentru capacitéti rationale, algoritmul considerat in demonstratia Teo-
remei 2 satisface aceastd conditie. Pentru capacitdti arbitrare reale vom
prezenta mai tarziu un astfel de algoritm datorat lui
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Remarci
@ O demonstratie scurtd a teoremei de mai sus constd in a ardta cd
existd un flux de valoare maximi gi de a aplica constructia din
demonstratia Teoremei 1. Un flux de valoare maxim3 existd intot-
deauna observand cd acesta este solutia optima a unei probleme de
programare liniard (peste un politop nevid).

o Importanta algoritmicd a Teoremei 3 este datd de faptul c&
mulfimea tuturor sectiunilor dintr-o retea este finitd, pe cand
multimea tuturor fluxurilor este infinita.
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Algoritmul Intrefine o etichetare a nodurilor din retea pentru a deter-
mina drumuri de cregtere relativ la fluxul curent z. Cand nu mai exista
drumuri de crestere, fluxul z este de valoare maxima.

Fie R=(G =(V,E),s,t,c) oreteasi z un flux in R.

Initial s este etichetat (-,-,00). Celelalte noduri primesc eventual
etichete prin vizitarea (scanarea) nodurilor deja etichetate:
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

procedure scan(z)
for ( € V, neetichetat) do
if (49 € E i Ty < Cz'j) then
eticheteazd j cu e = (2, direct, min {es[7], iy — z41});
end if
if (1 € E i zj; > 0) then
eticheteazd j cu e = (1, tnvers, min {e3[%], z;; });
end if
end for

Semnificatia componentelor etichetelor este Intretinutd de procedura

Cénd, In procedura , nodul ¢ este etichetat, se poate detecta un
drum de cregtere P, relativ la fluxul curent z, astfel:
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

r(P) este componenta e; a etichetei lui ¢, nodurile lui P pot fi gdsite
in O(n) prin explorarea primei componente a etichetelor, si modificarea
z @ r(P) se poate face in timpul acestei explordri folosind a doua com-
ponentd a etichetelor.

Dacd toate noduri etichetate au fost scanate §i nodul ¢ nu a primit
etichetd, urmeazd cd fluxul curent nu admite drumuri de cregtere, deci
este de valoare maximd. Dacd S este multimea nodurilor etichetate gi
T =V \ S, atunci (S, T') este o sectiune de capacitate minimd in R.
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

pornegte cu un flux initial z = (z;) (e. g., ¢ = 0)
e(s) = (': ) OO);
while (3 noduri etichetate gi nescanate ) do
2 un nod etichetat gi nescanat;
scan(¢);
if (¢ a fost etichetat) then
modificd fluxul pe drum dat de etichete;
sterge toate etichetele; e(s) « (-, -, 00);
end if
end while
S« {1 : 1€V, este etichetat};
T+ V\S,
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Fiecare cregtere a fluxului curent necesitd cel mult
2m (m = | E|) inspectii ale arcelor pentru etichetarea altor noduri. Dacd
toate capacitdtile sunt intregi, sunt necesare cel mult v cresteri (v fi-
ind valoarea fluxului maxim). Astfel algoritmul are complexitatea timp
O(mv).

Dacd U este un majorant al tuturor capacitdtilor pe arce, atunci v <
(n — 1)U (acesta este un majorant al sectiunii ({s}, V \ {s})), deci
algoritmul are complexitatea timp O(nmU).

Remarcd

E posibil ca algoritmul sd nu se termine pentru capacitdti irationale.
Aceastd situatie nu apare in implementdrile practice, dar neajunsul aces-
tei descrieri a algoritmului este dat de faptul cd numdrul de cregteri ale
fluxului curent depinde de capacitdti (si nu de dimensiunile retelei).
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Problema fluxului maxim - Algoritmul lui Ford & Fulkerson

Exemplu
1 1
1
1
1
1
P P,

Dacd operatia din algoritmul de mai sus determind drumurile de
cregtere Py, P, Py, Ps,...,, unde P; = (s,sa,a,ab,b,bt,t) gsi Py =

(s, sb, b, ba,a,at,t), atunci fiecare cregtere a fluxului se face cu 1, si
algoritmul necesitd 20 cresteri, ceea ce este prea mult.
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Aceste deficiente ale algoritmului pot fi evitate dacd alegerea nodurilor
etichetate In vederea scandrii nu se face aleatoriu (

).

7

Un relativ la fluxul z in R este un drum

de cregtere de lungime minimd printre toate drumurile de cregtere relativ
la z.

Fie z un flux in reteaua R. Fie z* (k > 1) secventa de fluxuri:
z! «— z;

ot « zF ® r(Py), Py un cel mai scurt drum de cregtere relativ la

.’Bk;
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Pentru a ardta c3d aceastd secventd este finitd, fie Vi € V gi Vk € N*:

0" = lungimea minim¥ a unui A-drum de la s la 4 relativ la z*.
7F = lungimea minim¥ a unui A-drum de la i la ¢ relativ la z*.
Lema 4

Omis3.
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Teorema 4

Dacd P este un drum de cregtere relativ la un flux z in R,
cu capacitatea reziduald r(P), un in P este un arc e € E(P)
cu 7(e) = r(P). In z ® r(P), fluxul de pe arce critice devine fie egal cu
capacitatea (pe arcele directe), sau nul (pe arcele inverse).
Fie 75 un arc critic de pe un cel mai scurt drum de cregtere Py relativ
la ¢*. Lungimea lui Py este of +7F = oF + 77
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Deoarece 7] este a critic in Py , in z**! nu mai poate fi utilizat in aceeasi
directie cain Py. Fie P; (cu !l > k) primul cel mai scurt drum de cregtere
relativ la z' in care fluxul de pe arcul 4 va fi modificat, (cand arcul va

fi folosit in directie inversd decat in Py). Avem doud cazuri:

Atunci U]’-“ = Uf +1; in P; 97 va fi arc invers,

deci o} = O'JZv + 1

Urmeaz4 ci ol + 7} = 0]l~ +l+7t> a]’»“—kl—f-Tf = of +7F +2 (din Lema
4). Am obtinut ci length(P;) > length(Py) + 2.
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

k_

Atunci o] = U]’~c +1;in P; 97 va fi arc direct,

deci a]lv =ol+1.

Urmeazd cd 0} + 7} = ol + 147} > oF + 1+ 7F = 0f + 7F +2. Obtinem
cd length(P;) > length(Py) + 2.

Astfel orice cel mai scurt drum de cregtere pe care arcul 27 este critic are
lungimea cu cel putin 2 mai mare decat lungimea drumului precedent
pe care 77 a fost critic. Deoarece lungimea unui drum in G este cel mult
n — 1, urmeazd cd un arc fixat nu poate fi critic de mai mult de n/2 ori
(de-a lungul intregului proces de cregtere).
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

Orice drum de cregtere are cel pufin un arc critic. Astfel in secventa
(Px) avem cel mult mn/2 drumuri de crestere cele mai scurte.

In orice retea existd un flux = cu proprietatea cd nu existd drumuri de
cregtere relativ la .

Remarci

o Demonstratia Teoremei 4 este acum Incheiatd.

@ Singura modificare din este in
alegerea nodului etichetat care va fi scanat: se folosegte regula
"primul etichetat-primul scanat" adicd, se Intrefine o coadd a
nodurilor etichetate (initializatd cu s, la fiecare inceput de cregtere).
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Modificarea lui Edmonds & Karp a algoritmului lui Ford & Fulkerson

In concluzie, avem urmdtoarea teoremd.

Teorema 5

Existd O(mn) cregteri de flux (din Teorema 4), fiecare
de complexitate O(m). O
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Exercitii pentru seminarul 9

Consideram reteaua de transport de mai jos:

10 T2

Determinati un flux maxim in reteaua de mai jos utilizand algoritmul lui
Edmonds-Karp pentru urmétoarele ordondri ale listelor de adiacenta:

(a) A(s) = (z1,24), A(z1) = (23, 22, 74), A(22) = (21, 1),

A(CEg) = (:E]_, T4, t), A(fl)4) = ($3,£E1).
(b) A(s) = (za, m1), A(@1) = (22, T3, 7a), A(2) = (21,1),
A(:Eg) = (:E]_, T4, t), A(fl)4) = (fl)g,:l:]_).
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Exercitii pentru seminarul 9

Considerdm o retea R = (G, s,t,;c) ,unde G = (V, E)
are n noduri §i m arce, §i functia de capacitate are doar valori intregi
(c:E—Z4). Fie C = max c(e).

e€

(a) Ardtati cd valoarea maximd a unui flux in R este cel mult m - C.

(b) Ardtati cd, pentru fiecare flux z din R si pentru fiecare K € Z,,

putem gdsi un drum de cregtere P cu capacitatea reziduald, r(P),
cel putin K - dacd un asemenea drum existd - in O(m).
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Exercitii pentru seminarul 9

(c) Considerdm urmdatorul algoritm:
SC-MAX-FLOW(R) {
C « max c(e);
Z < 0;// = fluxul curent;
K « 9oltllog Cj;
while(K > 1) {
while(z are un drum de cregtere P cu r(P) > K)
T <z Q r(P);
K« K/2;
}

return z;

}
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Exercitii pentru seminarul 9

1. Ar#tati cd procedura SC-MAX-FLOW(R) returneazd un flux de
valoare maximd z in R.

2. Ardtati cd, dupd fiecare iteratie exterioard, valoarea maxima
a unui flux in R este cel mult v(z)+m - K.

3. Ardtaticd, VK € Z,, existd cel mult O(m) iteratii interioare.
In consecint3 procedura are complexitatea timp O(m?log C).

Digraful G = (V, E) reprezintd topologia unei retele de
procesoare.Fiecdrui procesor, v € V, ii cunoastem incdrcarea, load(v) €
R, . Folosind un flux maxim intr-o anumitd retea determinati o strategie
staticd de echilibrare a incdrcdrii (static load balancing strategy) in G:
indicati pentru fiecare procesor incdrcarea ce trebuie trimisd gi cdrui
procesor aga incat toate procesoarele sd aibd aceeasi Incarcare.
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Exercitii pentru seminarul 9

Fie R = (G, s,t,c) o retea §i (S;, Tu)(z = 1,2) douX
sectiuni de capacitate minimd in R. Ar&tati cd (S1 U Se, Th N T2) si
(51N S2, Ty U To) sunt de asemenenea sectiuni de capacitate minimi.

Fie R = (G = (V,E),s,t,c)oreteasic: E — Z,,
n=|V|, m=|E|
(a) Descrieti un algoritm de complexitate timp O(n + m) pentru a
determina o sectiune de capacitate minima in R, avand la indeméand
un flux de valoare maxim3 z*.

(b) Folosind un algoritm de flux maxim pentru o anumitd functie de
capacitate, ardtati cd se poate gdsi o sectiune de capacitate minim3
in R, (So, To), cu numdr minim de arce.
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Exercitii pentru seminarul 9

Fie G = (S, T'; E') un graf bipartit. Demonstrati teorema
lui Hall (ezistd un cuplaj in G care satureazd toate nodurile din S
dacd st numait dacd (H)VA C S,|Ng(4)| > |A|) folosind
pe o retea particulard.

Fie R = (G, s,t,c) o retea care are toate capacitdtile
intregi pozitive gi pare. Ardtati cd existd un flux maxim cu toate valorile
intregi pozitive gi pare.
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Exercitii pentru seminarul 9

Fie R = (G, s, t, c) o retea astfel ca st,ts ¢ E(G). Avem
§i o functie majorant m : E(G) — R, m(e) < ¢(e),Ve € E(G). Un
flux ¢ In R se numeste flux legal in R dacd z(e) > m(e),V e € E(G).
(a) Arataticd, pentru orice fluz legal v §i orice st-sectiune (S, T') avem
v(p) < > c(y) - > m(gz)
i€8,JET, i€ E(G) 1€5,€ T, iEE(Q)
(b) Pornind de la R construim o reteaR = (G, 3, £, <€), unde

- V(G) = V(G)U{s, t} (acestea sunt noduri noi);
- BE(G) = E(G)U{st,ts}U{sv,vt : ve V(G)};

- pentru orice v € V(G), c(sv) = Z m(uwv) si c(vt) =
weB(G)
Z m(vu);
wEE(G)

- ¢(st) =¢(ts) = oo si pentru orice iy € E(G), (1) = c(v) — m(%g).

Algoritmica grafurilor - Cursul 8 28 noiembrie 2025 39/41



Exercitii pentru seminarul 9

Ardtati cd existd un flux legal in R dacd §i numai dacd existd un
flux in R de valoare M = - . p(g) m(e).

Folosind un flux legal initial (vezi (b)) ardtati cum se poate modifica
algoritmul Ford-Fulkerson pentru a obtine un flux legal de valoare
maximg.

Fie R = (G, s, t, ¢) o retea de transport.

Descrieti un algoritm eficient care sa verifice dacd o sectiune datd,
(S, T), este de capacitate minim3 in R.

Descrieti un algoritm de complexitate timp O(n + m) care s&
verifice dacd un flux dat, z, este de valoare maximi in R.

Fie ¢c: B — Z, §i z* este un flux intreg de valoare maximi in R.
Sd presupunem cd pe un arc, eg € E(G), capacitatea cregte cu 1.
Descrieti un algoritm eficient care sd determine un flux maxim in

noua retea.
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Exercitii pentru seminarul 9

Fie x un flux intreg intr-o retea datd R = (G, s, ¢, ¢), cu
v(x) = v+ v+ U, unde v; € N*, Vi =1,p, p > 1. Ardtati c¥ existd
p fluxuri intregi x!,x2,...,x? astfel ca v(x') =v;, Vi=1,p si

p .
X = ZX’.
=1
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