
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7

14 noiembrie 2025

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7 14 noiembrie 2025 1 / 37



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuprins

1 Cuplaje
Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte
Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge
Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

2 Fluxuri în reµele
Reµele de transport
Flux, valoarea �uxului, problema �uxului maxim

3 Exerciµii pentru seminarul 8 (s pt mâna 24-28 noiembrie)

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7 14 noiembrie 2025 2 / 37



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Fie G be un graf. Evident, jM j 6 jG j=2, 8M 2MG . Un cuplaj perfect
(sau 1-factor) în G este un cuplaj M cu proprietatea jM j = jG j=2 (i.
e., S(M ) = V (G)).
O component  conex  a grafului G este par  (impar ) dac  num rul
nodurilor sale este par (impar). Not m cu q(G) num rul componentelor
conexe impare ale lui G .

Remarc 

Fie G un graf care are un cuplaj perfect. Evident, �ecare component 
conex  a lui G este par . Astfel, q(G) = 0. Mai mult, dac  S �
V (G) atunci pentru �ecare component  conex  impar  din graful G�S
trebuie s  existe o muchie în cuplajul perfect al grafului cu o extremitate
în aceast  component  conex  ³i cealalt  în S . Deoarece extremit µile
muchiilor diferite sunt distincte, urmeaz  c  jS j > q(G � S).
Pentru S = ? în (T), obµinem q(G �?) 6 0, deci q(G) = 0.
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte
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Teorema 1

(Tutte, 1947) Un graf G admite cuplaj perfect dac  ³i numai dac 

(T) q(G � S) 6 jS j;8S � V (G):
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Demonstraµie. Necesitatea condiµiei (T) a fost dovedit  în discuµia de
mai sus. Demonstr m prin inducµie dup  n = jG j c  dac  un graf
G = (V ;E) satisface (T), atunci G are un cuplaj perfect.
Pentru n = 1; 2 teorema are loc evident. În pasul inductiv, �e G un
graf cu n > 3 noduri care satisface (T) ³i s  presupunem c  orice graf
G 0 cu jG 0j < n ³i care satisface (T) are un cuplaj perfect.
Fie S0 � V (G) astfel încât q(G�S0) = jS0j ³i maximal  cu proprietatea
c  avem egalitate în (T) (i. e., pentru orice supramulµime S a lui S0 avem
q(G � S) < jS j).
Observ m c  familia de submulµimi ale lui V (G) pentru care (T) este
satisf cut  cu egalitate este nevid , ³i, deci, exist  un S0 (pentru �ecare
nod v0 care nu este punct de articulaµie în componetnta lui din G , avem
q(G � v0) = 1 = jfv0gj, deoarece �ecare component  conex  este par 
³i în �ecare component  conex  cu cel puµin un nod, exist  un astfel de
nod v0).
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Fie m = jS0j > 0, C1;C2; : : : ;Cm componentele impare ale lui G � S0

³i D1;D2; : : : ;Dk componentele pare ale lui G � S0 (k > 0):

Vom construi un cuplaj perfect în G compus din
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

a) câte un cuplaj perfect în �ecare component  conex  par  Di ;

b) un cuplaj cu m muchii, fe1; : : : ; emg, muchia ei având un cap t
si 2 S0 ³i cel lalt vi 2 Ci (i = 1; 1;m);

c) cuplaj perfect in �ecare subgraph Ci � vi (i = 1; 1;m).

a) Pentru orice 1 6 i 6 k graful [Di ]G admite cuplaj perfect. Într-
adev r, deoarece m > 0, urmeaz  c  jDi j < n ³i din ipoteza inductiv 
este su�cient s  ar t m c  G 0 = [Di ]G satisface (T).
Fie S 0 � Di . Dac  q(G 0 � S 0) > jS 0j, atunci obµinem urm toarea
contradicµie:

q(G�(S0[S 0)) = q(G�S0)+q(G 0�S 0) = jS0j+q(G 0�S 0) > jS0[S 0j:

Astfel, q(G 0 � S 0) 6 jS 0j, 8S 0 � Di , i. e., G 0 satisface (T).
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

b) Fie H = (S0; fC1; : : : ;Cmg;E 0) graful bipartit cu o clas  a bipartiµiei
S0, cealalt  clas  mulµimea componentelor conexe impare ale lui G�S0,
³i cu muchiile de forma fs ;Cig, unde s 2 S0 astfel c  exist  v 2 Ci cu
sv 2 E(G).
H are un cuplaj perfect. Într-adev r, ar t m c  H satisface condiµia
din teorema lui Hall pentru existenµa unui cuplaj M0 care satureaz 
fC1; : : : ;Cmg.
Fie A � fC1; : : : ;Cmg. Atunci B = NH (A) � S0, ³i din construcµia
lui H , în graful G nu avem nicio muchie de la un nod v 2 S0 � B la
un nod w 2 Ci 2 A. Astfel componentele conexe impare din A r mân
componente conexe impare ³i în G�B ; astfel q(G�B) > jAj. Deoarece
G satisface condiµia lui Tutte (T), avem jB j > q(G � B). Am obµinut
c  jNH (A)j = jB j > jAj.
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Din teorema lui Hall H are un cuplaj M0, care satureaz  fC1; : : : ;Cmg;
deoarece jS0j = m , M0 este perfect.

M0 = fs1v1; s2v2; : : : ; smvmg;S0 = fs1; : : : ; smg; vi 2 Ci ;8i = 1;m :

c) 8i 2 f1; : : : ;mg grafulG 0 = [Ci�vi ]G admite cuplaj perfect. Folosind
ipoteza inductiv , este su�cient s  dovedim c  G 0 satisface (T).
Fie S 0 � Ci � vi . Dac  q(G 0�S 0) > jS 0j, atunci, deoarece q(G 0�S 0)+

jS 0j � 0 (mod 2) (pentru c  jG 0j este par), urmeaz  c  q(G 0 � S 0) >

jS 0j+ 2.
Dac  S 00 = S0 [ fvig [ S 0, avem

jS 00j > q(G�S 00) = q(G�S0)�1+q(G 0�S 0) = jS0j�1+q(G 0�S 0) >

> jS0j � 1+ jS 0j+ 2 = jS 00j;
i. e., q(G � S 00) = jS 00j, în contradicµie cu alegerea lui S0 (deoarece
S0 ( S 00).
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Astfel 8S 0 � Ci � vi , q(G 0 � S 0) 6 jS 0j ³i G 0 are cuplaj perfect (din
ipoteza inductiv ).
Evident cuplajul lui G obµinut reunind cuplajele de la a), b), ³i c) de
mai sus satureaz  toate nodurile lui G, ³i demonstraµia prin inducµie a
teoremei se încheie

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7 14 noiembrie 2025 10 / 37



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Fie G = (V ;E) un graf ³i M 2MG un cuplaj al lui G .

De�niµie

Un drum alternat în G relativ la cuplajul M este un drum

P : v0; v0v1; v1; : : : ; vk�1; vk�1vk ; vk

astfel încât fvi�1vi ; vivi+1g \M 6= ?, 8i = 1; k � 1.

Observ m c , deoarece M este un cuplaj, dac  P este un drum alternat
relativ la M , atunci dintre orice dou  muchii consecutive ale lui P exact
una aparµine lui M (muchiile aparµin alternativ lui M ³i E nM ).
În cele ce urmeaz , când ne vom referi la un drum P vom înµelege
mulµimea muchiilor sale.
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

De�niµie

Un drum de cre³tere al lui G relativ la cuplajulM este un drum alternat

care une³te dou  noduri distincte expuse relativ la M .

Observ m c , din de�niµia de mai sus, urmeaz  c  dac  P este un drum
de cre³tere relativ la M , atunci jP nM j = jP \M j+ 1.

b

b

b

b b b

b

b

b

a

b

c

d

e
f

g

h

i

j

a, b, c, d - alternating even path

f - alternating odd path

j - augmenting path

g, f, d - alternating odd path

a, b, c, d, e - closed alternating path

a, b, c, d, f, g, h - augmenting path
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Teorema 2

(Berge, 1959) M este un cuplaj de cardinal maxim in graful G dac  ³i
numai dac  nu exist  drum de cre³tere în G relativ la M .

Demonstraµie. ")" Fie M un cuplaj de cardinal maxim în G . S 
presupunem c  P este un drum de cre³tere în G relativ la M .
Atunci, M 0 =M�P = (P nM )[(M nP) 2MG . Într-adev r, M 0 poate
� obµinut prin interschimbarea muchiilor din M cu cele din afara lui M
de-a lungul drumului P :
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P = a, b, c, d, f, g, h - augmenting path M∆P
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Mai mult, jM 0j = jP \M j + 1 + jM n P j = jM j + 1, în contradicµie cu
alegerea lui M .
"(" Fie M un cuplaj în G cu proprietatea c  nu exist  drumuri de
cre³tere în G relativ la M .
Dac  M � este un cuplaj de cardinal maxim în G , vom ar ta c jM �j =
jM j. Fie G 0 subgraful generat de M�M � în G (G 0 = (V ;M�M �)).
S  observ m c  dG 0(v) 6 2, 8v 2 V ³i deci componentele conexe ale lui
G 0 pot � noduri izolate, drumuri de lungime cel puµin unu, sau circuite.
Avem cinci posibilit µi (se v d mai jos; muchiile albastre sunt din M �,
muchiile negre sunt din M ).
Cazul b) nu apare deoarece este un drum de cre³tere relativ la M �, care
este un cuplaj de cardinal maxim. Cazul c) nu apare deoarece este un
drum de cre³tere relativ la M .
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

b

b b

b
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bbb

b b

b b

bbb

b
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bbbbb

b b b b

bbbb

b b bb)

c)

d)

e)

a)

Dac  not m cu mM (C ) num rul de muchii din M din componenta
conex  C a lui G 0 ³i cu mM �(C ) num rul de muchii din M � din aceea³i
component  conex  a lui G 0, obµinem c  mM (C ) = mM �(C ). Astfel,

jM nM �j =
X

C comp. a lui G 0

mM (C ) =

=
X

C comp. a lui G 0

mM �(C ) = jM � nM j
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Deci jM j = jM �j. �
Obµinem o strategie pentru a determina un cuplaj de cardinal maxim:

�e M un cuplaj în G (e. g., M = ?);
while (9P drum de cre³tere relativ la M ) do
M  M�P ;

end while

La �ecare iteraµie while cardinalul lui M cre³te cu 1, astfel, în cel mult
n=2 iteraµii obµinem un cuplaj f r  drumuri de cre³tere, adic  de cardinal
maxim. Neajunsul acestui algoritm este urm torul: condiµia din while
trebuie implementat  în timp polinomial. Acest lucru a fost f cut pentru
prima oar  de c tre Edmonds (1965).
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Lema 1

Fie M ;N 2 MG , jM j = r , jN j = s ³i s > r . Atunci în M�N exist 
cel puµin s � r drumuri de cre³tere relativ la M disjuncte pe noduri.

Demonstraµie. Fie G 0 = (V ;M�N ) ³i Ci (i = 1; p) componentele
conexe ale lui G 0. Pentru �ecare 1 6 i 6 p, not m cu �(Ci ) diferenµa
dintre num rul de muchii ale lui N din Ci ³i num rul de muchii ale lui
M din Ci :

�(Ci ) = jE(Ci ) \N j � jE(Ci ) \M j:
Se observ  c , deoarece M ³i N sunt cuplaje, Ci sunt drumuri sau
circuite. Astfel �(Ci ) 2 f�1; 0; 1g. �(Ci ) = 1 dac  ³i numai dac  Ci

este un drum de cre³tere relativ la M .
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Demonstraµie (continuare). Deoarece

pX

i=1

�(Ci ) = jN nM j � jM nN j = s � r ;

urmeaz  c  exist  cel puµin s � r componente conexe ale lui G 0 cu
�(Ci ) = 1, adic , exist  cel puµin s � r drumuri de cre³tere disjuncte pe
noduri conµinute în M�N . �

Lema 2

Dac  �(G) = s ³i M 2 MG cu jM j = r < s , atunci exist  în G un
drum de cre³tere relativ la M de lungime cel mult 2dr=(s � r)e+ 1.

Demonstraµie. Fie N 2MG cu jN j = s = �(G).
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Demonstraµie (continuare). Din Lema 1, exist  s�r drumuri de cre³tere
disjuncte pe muchii (drumurile disjuncte pe noduri sunt ³i disjuncte pe
muchii) conµinute în M�N . Urmeaz  c  cel puµin unul dintre ele are
cel mult dr=(s � r)e muchii din M . Lungimea acestui drum de cre³tere
este cel mult 2dr=(s � r)e+ 1. �

De�niµie

Fie M 2 MG . Un drum de cre³tere minim relativ la M în G este un

drum de cre³tere de lungime minim  printre toate drumurile de cre³tere

relativ la M din G .

Lema 3

FieM 2MG , P un drum de cre³tere minim relativ laM , ³i P 0 un drum
de cre³tere relativ la M�P . Atunci jP 0j > jP j+ 2jP \ P 0j.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Demonstraµie. Fie N = (M�P)�P 0. Atunci M�N = P�P 0 ³i jN j =
jM j + 2. Din Lema 1, exist  dou  drumuri de cre³tere relativ la M

disjuncte pe muchii, P1 ³i P2, conµinute în M�N . Deoarece P este un
drum de cre³tere minim relativ laM , avem jP�P 0j > jP1j+ jP2j > 2jP j
³i, deci, jP j+ jP 0j � 2jP \ P 0j > 2jP j. �
Consider m urm torul algoritm:

M0  ?; i = 0;
while (9 drumuri de cre³tere relativ la Mi ) do
�e Pi un drum de cre³tere minim relativ la Mi ;
Mi+1  Mi�Pi ;
i ++;

end while

Fie P0;P1; : : : ;P�(G)�1 secvenµa de drumuri de cre³tere minime constru-
ite de acest algoritm.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Lema 4

a) jPi j 6 jPi+1j ³i jPi j = jPi+1j dac  ³i numai dac  Pi ³i Pi+1 sunt
disjuncte pe noduri, 81 6 i 6 �(G)� 2.
b) 8i < j < �(G) � 1, dac  jPi j = jPj j, atunci Pi ³i Pj sunt disjuncte
pe noduri.

Demonstraµie. a) Luând P = Pi ³i P 0 = Pi+1 în Lema 3, obµinem
jPi+1j > jPi j+2jPi \Pi+1j > jPi j. Egalitatea are loc dac  ³i numai dac 
Pi ³i Pi+1 sunt disjuncte pe muchii, de unde rezult  c  sunt disjuncte
³i pe noduri (�ind drumuri alternate).
b) rezult  aplicând succesiv a) �
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Teorema 3

(Hopcroft, Karp, 1973) Fie G un graf cu �(G) = s . Num rul de întregi
distincµi din secvenµa jP0j; jP1j; : : : ; jPs�1j (Pi sunt drumuri de cre³tere
minime construite de algoritmul de mai sus) nu este mai mare decât
2bpsc+ 2.

Demonstraµie. Fie r = ds �pse. Atunci jMr j = r ³i

jPr j 6 2dr=(s � r)e+ 1 = 2dds �pse=(s �ds �pse)e+ 1 < 2bpsc+ 3:

Astfel, pentru orice i < r , jPi j este unul din cele bpsc+1 numere întregi
impare nu mai mari decât 2bpsc+ 1.
În sub-secvenµa jPr j; : : : ; jPs�1j exist  cel mult s � r 6 bpsc+ 1 întregi
distincµi. Urmeaz  c  în secvenµa jP0j; jP1j; : : : ; jPs�1j nu exist  mai
mult de 2bpsc+ 2 întregi distincµi. �
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

2dds �pse=(s � ds �pse)e+ 1 < 2bpsc+ 3,
2dds �pse=(s � ds �pse)e < 2bpsc+ 2,
ds �pse=(s � ds �pse) 6 bpsc+ 1,

(s � bpsc)=bpsc 6 bpsc+ 1, s 6 bpsc2 + 2bpsc
If bpsc = k 2 N, then k 6

p
s < k + 1, deci s = (

p
s)2 < k2 + 2k + 1

adic  s = (
p
s)2 6 k2 + 2k - care este inegalitatea de mai sus.

Dac  algoritmul de mai sus este descompus în faze astfel încât în �ecare
faz  se determin  o familie maximal  de drumuri de cre³tere minime
disjuncte pe noduri , atunci - din Lema 4 - lungimea drumurilor de
cre³tere minime din faza urm toare nu va descre³te (altfel, mulµimea
drumurilor de cre³tere minime construite în faza curent  nu este max-
imal ). Din Teorema 3, obµinem c  num rul de faze nu este mai mare
de 2b√�(G)c+ 2.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Astfel avem urm torul algoritm pentru determinarea unui cuplaj de car-
dinal maxim într-un graf dat G :

M  ?;
repeat
determin  P o familie maximal  de drumuri de cre³tere minime
relativ la M disjuncte pe noduri;
for (P 2 P) do
M  M�P ;

end for
until (P = ?)

Complexitatea timp a algoritmului de mai sus este O(pnA), unde A
este complexitatea timp a determin rii familiei P.
În cazul grafurilor bipartite, Hopcroft ³i Karp au ar tat c  aceasta poate
� obµinut  în O(n+m) ³i, deci, întreg algoritmul are complexitatea timp
O(mpn).

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7 14 noiembrie 2025 24 / 37



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Acest rezultat a fost extins la grafuri arbitrare de c tre Micali ³i Vazirani
(1980) folosind o structur  de date elaborat  pentru a întreµine etichetele
asociate nodurilor pentru construcµia drumurilor de cre³tere minime.
S  consider m cazul grafurilor bipartite: G = (S ;T ;E) ³i M 2 MG .
Pornind cu una dintre clase, de exemplu S , consider m mulµimea ex-
tremit µilor iniµiale ale unor drumuri de cre³tere S \E(M ). Din �ecare
astfel de nod pornim, în paralel, construcµia unor drumuri alternate într-
o manier  bfs. Primul drum de cre³tere obµinut opre³te construcµia,
oferind lungimea minim  a unui drum de cre³tere. Familia P este obµin-
ut  folosind etichetele ³i listele de adiacenµ  în O(n +m).
Detaliile sunt omise; un exemplu este dat pe slide-ul urm tor.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp
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Reµele de transport

O reµea (de transport) cu sursa s ³i destinaµia t este o tupl  R =

(G ; s ; t ; c) unde:

G = (V ;E) este un digraf,

s ; t 2 V ; s 6= t ; d+G (s) > 0; d�G (t) > 0,

c : E ! R+; c(e) este capacitatea arcului e .

Vom presupune c  V = f1; 2; : : : ;ng (n 2 N�) ³i jE j = m . Extindem
funcµia c la c : V �V ! R+ prin

c((i ; j )) =

®
c(ij ); dac  ij 2 E

0; altfel

³i not m c((i ; j )) = cij .
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Flow

De�niµie

Un �ux in R = (G ; s ; t ; c) este o funcµie x : V �V ! R a. î.

(i) 0 6 xij 6 cij , 8(i ; j ) 2 V �V ,

(ii)
X

j2V

xji �
X

j2V

xij = 0, 8i 2 V n fs ; tg.

Remarci

Dac  ij 2 E atunci xij este �ux (transportat) de-a lungul arcului
ij .

Constrângerile (i) cer ca �uxul pe �ecare arc s  �e ne-negativ ³i s 
nu dep ³easc  capacitatea.

Constrângerile (ii), (legea de conservare), cer ca suma �uxurilor de
pe arcele care intr  într-un nod i s  �e egal  cu suma �uxurilor de
pe arcele care ies din i (�uxul care intr  este egal cu �uxul care
iese).
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Valoarea �uxului

S  observ m c , din modul în care am extins funcµia c la V � V ,
constrângerile (i) implic  xij = 0 când ij =2 E . Astfel, un �ux este
de fapt o funcµie de�nit  pe E . Prefer m extensia sa pe V � V

pentru a simpli�ca notaµiile.

Fie x un �ux în R = (G ; s ; t ; c). Dac  adun m toate constrângerile (ii)
(pentru i 2 V n fs ; tg) obµinem

0 =
X

i 6=s;t

(
X

j2V

xji �
X

j2V

xij

)
=
X

i 6=s;t

X

j 6=s;t

xji �
X

i 6=s;t

X

j 6=s;t

xij+

+
X

i 6=s;t

xsi +
X

i 6=s;t

xti �
X

i 6=s;t

xis �
X

i 6=s;t

xit =
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Valoarea �uxului

=

(
X

i2V

xsi �
X

i2V

xis

)
�
(
X

i2V

xit �
X

i2V

xti

)
;

De�niµie

Valoarea �uxului x în R = (G ; s ; t ; c) este

v(x ) =
X

i2V

xit �
X

i2V

xti :

În cuvinte, v(x ) este �uxul net care ajunge în destinaµia reµelei sau, dup 
cum am demonstrat mai sus, �uxul net care p r se³te sursa reµelei.
S  observ m c  în orice reµea R = (G ; s ; t ; c) exist  un �ux: x 0, �uxul
nul, cu x 0ij = 0, 8ij 2 E ³i v(x 0) = 0.
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Problema �uxului maxim

Problema �uxului maxim: Dat  R = (G ; s ; t ; c) o reµea, s  se determine
un �ux de valoare maxim .
Problema �uxului maxim poate � v zut  ca o problem  LP:

max vX

j2V

xji �
X

j2V

xij = 0; 8i 6= s ; t

X

j2V

xjs �
X

j2V

xsj = �v
X

j2V

xjt �
X

j2V

xtj = v

0 6 xij 6 cij ; 8ij 2 E
Cu toatea acestea, vom considera a abordare combinatorial  direct  care
este important  când exist  constrângeri de integralitate a unor variabile
(de exemplu �uxul de pe arce).
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 1. Fie X o mulµime �nit , X1; : : : ;Xn � X , ³i d1; d2; : : : dn 2
N. Ar taµi c  exist  n submulµimi disjuncte Yi � Xi , jYi j = di , 8i =
1;n dac  ³i numai dac  ∣∣∣∣∣[

i2I

Xi

∣∣∣∣∣ >X
i2I

di ;

pentru orice I � f1; : : : ;ng.

Exerciµiul 2. Orice graf p-regulat bipartit admite cuplaj perfect (p > 1).

Exerciµiul 3. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit. Folosind teorema
lui Hall demonstraµi c , pentru �ecare 0 6 k 6 jS j, G are un cuplaj de
cardinal cel puµin jS j�k dac  ³i numai dac  jNG(A)j > jAj�k ; 8A � S .
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 4. Utilizând teorema lui Tutte ar taµi c  un graf 2-muchie
conex ³i 3-regulat admite cuplaj perfect.

Exerciµiul 5. Fie G = (V ;E) un graf. O submulµime A � V este
numit  m-independent  dac  G are un cuplaj M care satureaz  toate
nodurile din A. Ar taµi c , pentru orice dou  mulµimi m-independente
A ³i B cu jAj < jB j, se poate determina un nod b 2 B nA astfel încât
A [ fbg este de asemeni m-independent  () toate mulµimile maximal
m-independente au acela³i cardinal).

Exerciµiul 6. Fie T = (V ;E) un arbore cu r d cin ; îi not m cu r

r d cina ³i cu parent(v) str mo³ul direct al oric rui nod v 6= r . Un
cuplaj M al lui T este numit propriu dac  orice nod nesaturat de M ,
v 6= r , are un frate w astfel încât w parent(v) 2M .

(a) Ar taµi c  orice cuplaj propriu este un cuplaj de cardinal maxim.

(b) G siµi în O(n) un cuplaj propriu pentru un arbore de ordin n .
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 7. FieG = (V ;E) un graf p-regulat bipartit (p > 1). Consid-
er m urm torul algoritm:

for (e 2 E) do

a(e) 1;

end for
E
+  fe 2 E : a(e) > 0g;

while (G+ = (V ;E+) conµine un circuit C ) do

�e C = M1 [M2, unde M1 ³i M2 sunt cuplaje a. î. a(M1) > a(M2); //

pentru orice F � E , a(F ) =
X

e2F

a(e);
for (e 2 E(C )) do

if (e 2M1) then

a(e) + +;

else

a(e)��;

end if

end for
E
+  fe 2 E : a(e) > 0g;

end while
return E

+;
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 7. (cont.) Fie f (E+) =
X

e2E+

a2(e). Ar taµi c 

(a) dup  �ecare iteraµie while f (E+) este un num r întreg care cre³te
cu cel puµin jC j faµ  de valoarea anterioar ;

(b) dup  �ecare iteraµie while
X

uv2E+

a(uv) = p, 8u 2 V ;

(c) cât timp exist  muchii e cu 0 < a(e) < p, algoritmul continu ; la
�nal a(e) = p, 8e 2 E+ ³i în E+ se g sesc muchiile unui cuplaj
perfect al lui G ;

(d) num rul de iteraµii while este �nit, la �nal f (E+) = np2=2 = pm ,
iar suma lungimilor tuturor circuitelor procesate este cel mult pm ;

(e) toate circuitele pot � g site în complexitatea timp O(
X

C cycle
jC j)

folosind parcurgeri dfs;

(f) complexitatea timp a algoritmului în ansamblu este O(pm).
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 8. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit nenul. Ar taµi c 
urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:

(i) G � fx ; yg are un cuplaj perfect, 8x 2 S ;8y 2 T .

(ii) G este conex ³i orice muchie a lui G aparµine unui cuplaj perfect.

(iii) jS j = jT j ³i ? 6= A ( S , jNG(A)j > jAj.

Exerciµiul 9. Fie G = (V ;E) un graf conex care are un cuplaj perfect.
Descrieµi (³i demonstraµi corectitudinea) unui algoritm de complexitate
timp O(jV j + jE j) care s  construiasc  un arbore parµial T al lui G
astfel ca V (T ) s  admit  o bipartiµie în dou  mulµimi stabile de cardinal
maxim ale lui T .
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Exerciµii pentru seminarul 8

Exerciµiul 10. Doi copii se joac  pe un graf dat, G, astfel: �ecare alege
alternativ un nod nou v0; v1; : : : a³a încât, pentru orice i > 0, vi este
adiacent cu vi�1. Juc torul care nu mai poate alege un nod nou pierde
jocul. Ar taµi c  juc torul care începe jocul are întotdeauna o strategie
de câ³tig dac  ³i numai dac  G nu are un cuplaj perfect.

Exerciµiul 11. Ar taµi c  un graf G conµine un cuplaj de cardinal p dac 
³i numai dac  q(G � S) 6 jS j+ jG j � 2p, 8S � V (G).

Exerciµiul 12. Fie T = (V ;E) un arbore.

(a) Demonstraµi c  T are cel mult un cuplaj perfect.

(b) Ar taµi c  T are un cuplaj perfect dac  ³i numai dac , pentru orice
nod v 2 V , T � v conµine un singur arbore de ordin impar.
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