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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Fie G be un graf. Evident, |M| < |G|/2, VM € M. Un

(sau ) in G este un cuplaj M cu proprietatea |M| = |G|/2 (i.
e, S(M)=V(Q)).

O componentd conexd a grafului G este pard (impard) dacd numdrul
nodurilor sale este par (impar).

Remarca

Fie G un graf care are un cuplaj perfect. Evident, fiecare componentd
conexd a lui G este pard. Astfel, ¢(G) = 0. Mai mult, dacd S C
V(G) atunci pentru fiecare componentd conexd impard din graful G— S
trebuie sd existe o muchie in cuplajul perfect al grafului cu o extremitate
in aceastd componentd conexd gi cealaltd in S. Deoarece extremitdtile
muchiilor diferite sunt distincte, urmeazd cd |S| > ¢(G — S).

Pentru S = @ in (T), obtinem ¢(G — @) < 0, deci ¢(G) = 0.
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Necesitatea conditiei (T') a fost doveditd in discutia de
mai sus. Demonstrdm prin inductie dupd n = |G| cd dacd un graf
G = (V, E) satisface (T), atunci G are un cuplaj perfect.

Pentru » = 1,2 teorema are loc evident. In pasul inductiv, fie G un
graf cu n > 3 noduri care satisface (T') si sd presupunem ci orice graf
G' cu |G'| < n si care satisface (T) are un cuplaj perfect.
Fie

(i. e., pentru orice supramultime S a lui Sp avem
a(G = S5) <|S]).
Observdm c3 familia de submulimi ale lui V' (G) pentru care (T) este
satisficutd cu egalitate este nevidd, si, deci, existd un Sy (pentru fiecare
nod vy care nu este punct de articulatie in componetnta lui din G, avem
9(G — w) = 1 = |[{w}|, deoarece fiecare componentd conexd este pard
gi In fiecare componentd conexd cu cel pufin un nod, existd un astfel de
nod ).
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Fie m = |Sy| > 0, C1, Cs, ..., Cp, componentele impare ale lui G — Sy
§i D1, Do, ..., Dy componentele pare ale lui G — Sy (k > 0):
D1 D2 Dk

Vom construi un cuplaj perfect in G compus din
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

a) cate un cuplaj perfect in fiecare componentd conex3 pard D;;
b) un cuplaj cu m muchii, {ey, ..., e, }, muchia e; avind un capit
s; € Sp i celdlalt v; € C; (¢ = 1,1, m);

c) cuplaj perfect in fiecare subgraph C; — v; (¢ = 1,1, m).
a) Intr-
adevdr, deoarece m > 0, urmeazd cd |D;| < n §i din ipoteza inductivd
este suficient si ardtdm cd G' = [D;] satisface (T).
Fie §' C D;. Dacd ¢(G' — S') > |S’|, atunci obtinem urmtoarea
contradictie:

9(G—(50US")) = ¢(G—50)+q(G'=5") = [So| +9(G'=5') > [Spu §.

Astfel, ¢(G' — S') < |8'|, VS’ C D;, i. e., G’ satisface (T).
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

b) Fie H = (S0, {C4,..., Cn}; B') graful bipartit cu o clasd a bipartitiei
So, cealaltd clasd multimea componentelor conexe impare ale lui G — Sy,
§i cu muchiile de forma {s, C;}, unde s € Sy astfel ci existd v € C; cu
sv € E(G).

H are un cuplaj perfect. Intr-adevir, aritim ci H satisface conditia
din teorema lui Hall pentru existenta unui cuplaj M, care satureazd
{C1,...,Cn}.

Fie A C {C4,...,Cn}. Atunci B = Ngy(A) C S, si din constructia
lui H, in graful G nu avem nicio muchie de la un nod v € Sy — B la
un nod w € C; € A. Astfel componentele conexe impare din A rdman
componente conexe impare §i in G — B; astfel ¢(G — B) > | A|. Deoarece
G satisface conditia lui Tutte (T), avem |B| > ¢(G — B). Am obtinut
¢k | Nx(4)] = |B| > |Al.
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Din teorema lui Hall H are un cuplaj My, care satureazi {Ci,..., Cn};
deoarece | Sy| = m, My este perfect.

Mo = {s1v1, V2, ..., SmUm }, So = {$1,. .-, Sm}, Ui € C;,Vi =1, m.
c) Folosind
ipoteza inductiv, este suficient si dovedim ci G’ satisface (T).

Fie S’ C C; — v;. Dacd ¢(G' — S') > |S’|, atunci, deoarece ¢(G' — S') +
|S'| = 0 (mod 2) (pentru ci |G’'| este par), urmeazi ci ¢(G' — S') >
|S'] + 2.

Dacd S" = SoU{v;}U S, avem

18" > ¢(G—-8")=q(G—S)—1+¢(G'-8") =S| -1+q¢(G'-5") >

2 |So| = 148" +2=5"],

i. e, ¢(G—S8") = |S"|, in contradictie cu alegerea lui Sy (deoarece
So C 8.
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Cuplaje perfecte - Teorema lui Tutte

Astfel VS' C C; — v, q(G' — §') < |S'] si G’ are cuplaj perfect (din
ipoteza inductivd).
Evident cuplajul lui G obtinut reunind cuplajele de la a), b), si c) de
mai sus satureazd toate nodurile lui G, si demonstratia prin inductie a
teoremei se incheie
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Fie G = (V, E) un graf si M € Mg un cuplaj al lui G.

Un in G este un drum

P v, vov1, V1, -, Uk -1, Uk 1Vk, Uk

astfel incat {v, 1v;, v;v; 1} "M # &, Vi =1,k — L.

Observdm cd, deoarece M este un cuplaj, dacd P este un drum alternat
relativ la M, atunci dintre orice doud muchii consecutive ale lui P exact
una apartine lui M (muchiile apartin alternativ lui M si E \ M).
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Un allui G este un drum alternat
care unegte doud noduri distincte expuse relativ la M.

Observdm cd, din definitia de mai sus, urmeazd cd dacd P este un drum
de cregtere relativ la M, atunci |P\ M| =|P N M|+ 1.

a, b, c,d - alternating even path

f - alternating odd path

j - augmenting path

g, f,d - alternating odd path
a,b,c,d, e - closed alternating path

a,b,c,d, f,g,h - augmenting path
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Teorema 2

"=" Fie M un cuplaj de cardinal maxim in G. S&
presupunem cd P este un drum de cregtere in G relativ la M.
Atunci, M' = MAP = (P\ M)U(M\ P) € M. Intr-adevir, M’ poate
fi obtinut prin interschimbarea muchiilor din M cu cele din afara lui M
de-a lungul drumului P:

P =a,b,c,d, f,g,h - augmenting path MAP
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Mai mult, |[M'| = |PN M|+ 1+ |M\ P| = |M|+ 1, in contradictie cu
alegerea lui M.

"<" Fie M un cuplaj In G cu proprietatea cd nu existd drumuri de
cregtere in G relativ la M.

Dacd M* este un cuplaj de cardinal maxim in G, vom ar3ta cd|M*| =
|M|. Fie G' subgraful generat de MAM* in G (G' = (V, MAM¥)).
Sd observim cd dg/(v) < 2, Vv € V i deci componentele conexe ale lui
G' pot fi noduri izolate, drumuri de lungime cel putin unu, sau circuite.
Avem cinci posibilitdti (se vdd mai jos; muchiile albastre sunt din M*,
muchiile negre sunt din M).

Cazul b) nu apare deoarece este un drum de cregtere relativ la M*, care
este un cuplaj de cardinal maxim. Cazul c) nu apare deoarece este un
drum de cregtere relativ la M.
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

®) G——— G @ ioeee

Dacd notdm cu my(C) numdrul de muchii din M din componenta
conexd C alui G’ §i cu my+(C) numirul de muchii din M* din aceeagi
componentd conex¥ a lui G', obtinem cd my (C) = muy«(C). Astfel,

|M\ M¥| = > mu(C) =
C comp. a lui ¢’
= X mn(C)=|M"\ M

C comp. a lui ¢’
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Cuplaje de cardinal maxim - Teorema lui Berge

Deci |[M| = |M*|. O
Obtinem o strategie pentru a determina un cuplaj de cardinal maxim:

La fiecare iteratie cardinalul lui M cregte cu 1, astfel, in cel mult
n /2 iteratii obtinem un cuplaj fard drumuri de cregtere, adica de cardinal
maxim. Neajunsul acestui algoritm este urmdatorul: conditia din
trebuie implementatd in timp polinomial. Acest lucru a fost facut pentru
prima oard de cdtre
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Lema 1

Fie G' = (V,MAN) si C; (¢ = 1,p) componentele
conexe ale lui G'. Pentru fiecare 1 < ¢ < p, notdm cu 6(C;) diferenta
dintre numarul de muchii ale lui N din C; gi numdrul de muchii ale lui
M din C;:

0(C) =|E(C;)NN|—|E(C;))N M|

Se observd cd, deoarece M si N sunt cuplaje, C; sunt drumuri sau
circuite. Astfel 6(C;) € {—1,0,1}. 6(C;) = 1 dacd §i numai dacd C;
este un drum de cregtere relativ la M.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Deoarece
P
Y 8(Ci)=IN\M|—-|M\N|=s—r,
=1

urmeazi ci existd cel putin s — r componente conexe ale lui G’ cu
0(C;) = 1, adicd, existd cel putin s — r drumuri de crestere disjuncte pe
noduri continute in MAN. O

Lema 2

Fie N € Mg cu |N| =s =v(G).
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Din Lema 1, existd s — r drumuri de cregtere
disjuncte pe muchii (drumurile disjuncte pe noduri sunt gi disjuncte pe
muchii) continute in MAN. Urmeazi cd cel putin unul dintre ele are
cel mult [r/(s — r)] muchii din M. Lungimea acestui drum de cregtere
este cel mult 2[r/(s —r)]+1. O

Fie M € Mg. Un relativ la M in G este un
drum de cregtere de lungime minim& printre toate drumurile de cregtere
relativ la M din G.

Lema 3
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Fie N = (MAP)AP'. Atunci MAN = PAP'si |[N| =
|M| + 2. Din Lema 1, existd doud drumuri de cregtere relativ la M
disjuncte pe muchii, P; gi P,, confinute in M AN. Deoarece P este un
drum de cregtere minim relativ la M, avem |PAP’| > |P1|+|Ps| > 2|P|
§i, deci, |P| + |P'| = 2|PNP/| >2|P|. O
Considerdm urmdtorul algoritm:
My +— @, 1 = 0;
while (3 drumuri de cregtere relativ la M;) do
fie P, un drum de cregtere minim relativ la M;;
M1 «— M;AP;
b
end while
Fie Py, P1,..., Py(g)-1 secventa de drumuri de cregtere minime constru-
ite de acest algoritm.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Lema 4

a) Ludnd P = P, gi P/ = P,;; in Lema 3, obtinem
|Pit1| > |Ps|+2|P;NP;y1| > | P;|. Egalitatea are loc dacd i numai dacd
P; gi P;y; sunt disjuncte pe muchii, de unde rezultd cd sunt disjuncte
si pe noduri (fiind drumuri alternate).

b) rezultd aplicadnd succesiv a) O
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Teorema 3

Fie r = [s — 4/s|. Atunci |M,| =r ¢
[Pl <2[r/(s—r)]+1=2[[s—+/s]/(s — [s —+/s])] +1 < 2[V/s] +3.

Astfel, pentru orice ¢ < r, | P;| este unul din cele | /s ]+ 1 numere Intregi
impare nu mai mari decét 2|/s| + 1.

In sub-secventa | P,|,. .., |P; 1| existd cel mult s — 7 < |/s] + 1 intregi
distincti. Urmeazd cd in secventa |Po|, |Pi],...,|Ps—1| nu existd mai
mult de 2|+/s]| + 2 intregi distincti. O
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

2fs = V51 /(s — [s — /3] +1 < 2[vs| +3 &
s— Vel <2lvsl+2e
s—VE) < Vsl +1e

(s — IV/5))/1v/5) < Vsl +1 & s < [ V52 +2[V5)

If |[/s|] =k €N, then k < /s < k+1,deci s = (v/5)? < k2 +2k + 1
adicd s = (1/s)? < k? + 2k - care este inegalitatea de mai sus.

Daci algoritmul de mai sus este descompus in faze astfel incat in fiecare
fazd se determind o familie maximald de drumuri de crestere minime
disjuncte pe noduri , atunci - din Lema 4 - lungimea drumurilor de
cregtere minime din faza urméitoare nu va descregte (altfel, mulfimea
drumurilor de cregtere minime construite in faza curentd nu este max-
imald). Din Teorema 3, obtinem cd numdrul de faze nu este mai mare
de 2|\/¥(G)] + 2.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Astfel avem urmadtorul algoritm pentru determinarea unui cuplaj de car-
dinal maxim intr-un graf dat G:
M + o;
repeat
determind P o familie maximald de drumuri de cregtere minime
relativ la M disjuncte pe noduri;
for (P € P) do
M+« MAP;
end for
until (P = 2)
Complexitatea timp a algoritmului de mai sus este O(y/nA), unde A
este complexitatea timp a determindrii familiei P.
In cazul grafurilor bipartite, si au ardtat cd aceasta poate
fi obtinutd in O(n+m) i, deci, intreg algoritmul are complexitatea timp
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

Acest rezultat a fost extins la grafuri arbitrare de cétre g

folosind o structurd de date elaboratd pentru a intretine etichetele
asociate nodurilor pentru constructia drumurilor de cregtere minime.
Sd considerdm cazul grafurilor bipartite: G = (S, T; E) si M € Mg.
Pornind cu una dintre clase, de exemplu S, considerdm mulfimea ex-
tremitdtilor initiale ale unor drumuri de cregtere SN E(M). Din fiecare
astfel de nod pornim, In paralel, constructia unor drumuri alternate intr-
0 manierd . Primul drum de cregtere obtinut opregte constructia,
oferind lungimea minim& a unui drum de crestere. Familia P este obtin-
utd folosind etichetele si listele de adiacentd in O(n + m).
Detaliile sunt omise; un exemplu este dat pe slide-ul urmator.
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Cuplaje de cardinal maxim - Algoritmul Hopcroft-Karp

G0 P G, M, P G, My
. -\\\\: ° ° °
[ )
[ ) [ )
+ —> + —

/.|
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Retele de transport

O cu sursa s §i destinatia ¢ este o tupld
unde:

°
°
o
Vom presupune cd V = {1,2,...,n} (n € N*) si |E| = m. Extindem
functia clac: V x V — R, prin

. c(1y), daciyy € E
llu1)) = { ( f)J altfel

si notdm ¢((7,7)) = c¢j-
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Un flux in R = (G, s,t,c) este o functiez : V x V — R a. 1.
(1) 0<zy <y, V(3,5) €V x V,
(ii) Z Ty — Z zy; =0,Vie V\ {s,t}
JEV JjEV )
@ Daci ¢ € F atunci z;; este flux (transportat) de-a lungul arcului
1.
e Constrangerile (i) cer ca fluxul pe fiecare arc sd fie ne-negativ si sd
nu depdgeascd capacitatea.

e Constrangerile (ii), (legea de conservare), cer ca suma fluxurilor de
pe arcele care intrd intr-un nod 2 sd fie egald cu suma fluxurilor de
pe arcele care ies din 7 (fluxul care intrd este egal cu fluxul care
iese).




Valoarea fluxului

@ 354 observdm cd, din modul in care am extins functia cla V x V,

constrangerile (i) implicd z;; = 0 cand 4 ¢ E. Astfel, un flux este

de fapt o functie definitd pe E. Preferdm extensia sa pe V x V
pentru a simplifica notatiile.

Fie z un flux in R = (G, s, t, ¢). Dacd adundm toate constrangerile (ii)
(pentru z € V' \ {s, t}) obtinem

0=} (Z%—Z%’j>: Do 2T ) ) it

1£s,t \JEV JEV 1£8,t J#£S,t 1£8,t JF£S,t

£ it ) Tu— ) T Y Tt —

1£s,t 1£8,t 17£8,t 1£8,t

Algoritmica Grafurilor - Cursul 7 14 noiembrie 2025 29 /37



Valoarea fluxului

= (D wai= D> s | — [ D me— D wi],

1€V eV eV eV

fluxului z in R = (G, s, t, c) este

In cuvinte, v(z) este retelei sau, dupd
cum am demonstrat mai sus, retelei.
S& observim ci in orice retea R = (G, s, t, ¢) existd un flux: z°,

, cuz) =0,V € Esiv(z®) =0.
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Problema fluxului maxim

Problema fluxului maxim poate fi vdzutd ca o problemd LP:

max v
Zxﬁ—zmj:O,W;«és,t
JEV JEV
Z:z:js—Za:sj:—v
JEV JEV
Z.'Bjt— Z:L‘t]‘:’u
JEV JEV

0<zy; < Cz‘j,V’I;j ekl
Cu toatea acestea, vom considera a abordare combinatoriald directd care
este importantd cadnd existd constrangeri de integralitate a unor variabile

(de exemplu fluxul de pe arce).
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Exercitii pentru seminarul 8

Fie X o multime finitd, X3,...,X, C X, i d1, ds,...dn €
N. Ar&tati c3 existd n submultimi disjuncte Y; C X;, |Y;| = d;, Ve =
1,n dacd §i numai dacd

U xi

€]

> d,

el

pentru orice I C{1,...,n}.

Orice graf p-regulat bipartit admite cuplaj perfect (p > 1).

Fie G = (S, T; E) un graf bipartit. Folosind teorema
lui Hall demonstrati c&, pentru fiecare 0 < k& < |S|, G are un cuplaj de
cardinal cel putin |S|—k dacd gi numai dacd |[Ng(4)| > |A|—k,VAC S.
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Exercitii pentru seminarul 8

Utilizdnd teorema lui Tutte ardtati cd un graf 2-muchie
conex gi 3-regulat admite cuplaj perfect.

Fie G = (V,E) un graf. O submultime A C V este
numitd m-independentd dacd G are un cuplaj M care satureazd toate
nodurile din A. Ardtati cd, pentru orice doud multimi m-independente
A i B cu |A| < |B|, se poate determina un nod b € B\ A astfel incat
AU {b} este de asemeni m-independentd (= toate multimile maximal
m-independente au acelasi cardinal).

Fie T = (V,E) un arbore cu rdddcing; ii notdm cu r
rdddcina §i cu parent(v) strdmosul direct al oricdrui nod v # r. Un
cuplaj M al lui T este numit propriu dacd orice nod nesaturat de M,
v # r, are un frate w astfel incdt w parent(v) € M.

(a) Ardtati cd orice cuplaj propriu este un cuplaj de cardinal maxim.
(b) Gisiti in O(n) un cuplaj propriu pentru un arbore de ordin n.
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Exercitii pentru seminarul 8

Fie G = (V, E) un graf p-regulat bipartit (p > 1). Consid-

erdm urméatorul algoritm:
for (e € E) do
a(e) < 1;
end for
Et« {e€E : a(e) >0}
while (G = (V, ET) contine un circuit C) do

fie C = M; U M,, unde M; si M, sunt cuplaje a. 1. a(My) > a(Ms); //

pentru orice F' C E, a(F) = Z a(e);
for (e € E(C)) do cCF
if (e € M;) then
a(e) + +;
else
a(e) — —;
end if
end for
Et <+ {ecE : a(e) >0}
end while
return ET;
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Exercitii pentru seminarul 8

Fie f(Et) = )  a?(e). Aritati i

B+
(a) dupd fiecare iteratie f(]:g/’g’) este un numir intreg care creste
cu cel putin |C| fatd de valoarea anterioard;
(b) dupd fiecare iteratie Z a(uv) =p, Vu € V;
weE+

(c) cat timp existd muchii e cu 0 < a(e) < p, algoritmul continud; la
final a(e) = p, Ve € ET si in E™ se gisesc muchiile unui cuplaj
perfect al lui G;

(d) num3rul de iteratii este finit, la final f(E") = np?/2 = pm,
iar suma lungimilor tuturor circuitelor procesate este cel mult pm;

(e) toate circuitele pot fi gasite in complexitatea timp O( Z |C|)

c cycle
folosind parcurgeri dfs;

(f) complexitatea timp a algoritmului in ansamblu este O(pm).
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Exercitii pentru seminarul 8

Fie G = (S, T; E) un graf bipartit nenul. Ar#tati cd
urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) G —{z,y} are un cuplaj perfect, Vz € S,Vy € T.
(ii) G este conex gi orice muchie a lui G apartine unui cuplaj perfect.
(iii) S| = |T|si@#ACS, |Na(A)| > |Al

Fie G = (V, E) un graf conex care are un cuplaj perfect.
Descrieti (gi demonstrati corectitudinea) unui algoritm de complexitate
timp O(| V| + |E|) care sd construiascd un arbore partial 7' al lui G
astfel ca V(T') sd admitd o bipartitie in doud multimi stabile de cardinal
maxim ale lui T.
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Exercitii pentru seminarul 8

Doi copii se joacd pe un graf dat, G, astfel: fiecare alege
alternativ un nod nou wg, v1,... aga Incat, pentru orice ¢+ > 0, v; este
adiacent cu v;,_1. Jucdtorul care nu mai poate alege un nod nou pierde
jocul. Ardtati cd jucdtorul care incepe jocul are intotdeauna o strategie
de cagtig dacd gi numai dacd G nu are un cuplaj perfect.

Ardtati cd un graf G contine un cuplaj de cardinal p dacd
§i numai dacd q(G — S) < |S|+ |G| —2p, VS C V(G).

Fie T = (V, E) un arbore.
(a) Demonstrati cd T are cel mult un cuplaj perfect.

(b) Ardtati cd T are un cuplaj perfect dacd si numai dacd, pentru orice
nod v € V, T — v contine un singur arbore de ordin impar.
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