
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Algoritmica grafurilor - Cursul 6

7 noiembrie 2025

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 1 / 49



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuprins

1 Problema arborelui parµial de cost minim
Metoda general  MST
Algoritmul lui Prim
Algoritmul lui Kruskal

2 Cuplaje
Cuplaje maxime � acoperiri minime cu muchii
Problema cuplajului maxim

3 Exerciµii pentru seminarul 7 (s pt mâna 10-14 noiembrie)
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Problema arborelui parµial de cost minim

Problema MST. Dat G = (V ;E) un graf ³i c : E ! R (c(e) este costul
muchiei e) g siµi T � 2 TG astfel încât

c(T �) = min
T2TG

c(T );

unde c(T ) =
X

e2E(T )

c(e).
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Metoda general  MST

Se porne³te cu familia T 0 = (T 0

1
;T 0

2
; : : : ;T 0

n ) de n arbori disjuncµi:
T 0

i = (fig;?), i = 1;n .

La �ecare pas k (0 6 k 6 n � 2), din familia T k =

(T k
1
;T k

2
; : : : ;T k

n�k ) de (n � k) arbori disjuncµi astfel încât V =
n�k[

i=1

V (T k
i ) ³i

n�k[

i=1

E(T k
i ) � E , construie³te T k+1 dup  cum

urmeaz :

� alege T k
s 2 T

k ;

� determin  o muchie de cost minim e� = vsvj � din mulµimea de
muchii ale lui G cu o extremitate vs 2 V (T k

s ) ³i cealalt  în V n

V (T k
s ) (vj � 2 V (T k

j �));

� T k+1 = (T k nfT k
s ;T

k
j �g)[T , unde T este arborele obµinut din T k

s

³i T k
j � prin ad ugarea muchiei e�.
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Metoda general  MST

Remarci

Observ m c , dac , la un anumit pas, nu exist  nicio muchie cu o
extremitate în V (T k

s ) ³i cealalt  în V n V (T k
s ), atunci G nu este

conex ³i nu exist  vreun MST în G .

Construcµia de mai sus este sugerat  în imaginea de mai jos:

T k
s

T k
j∗

b

b
vs

vj∗

T k
1

T k
n−k

Familia T n�1 are doar un arbore, Tn�1
1

.
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Metoda general  MST

Teorema 1

Dac  G = (V ;E) este un graf conex cu V = f1; 2; : : : ;ng, atunci Tn�1
1

construit de algoritmul anterior este un MST al lui G .

Demonstraµie: Demonstr m (prin inducµie) c  (*) 8k 2 f0; : : : ;n � 1g
exist  un arbore parµial T �

k , MST al lui G , astfel încât

E(T k ) =
n�k[

i=1

E(T k
i ) � E(T �

k ):

În particular, pentru k = n � 1, E(T n�1) = E(Tn�1
1

) � E(T �
n�1)

implic  Tn�1
1

= T �
n�1 ³i teorema este demonstrat .

Pentru k = 0, avem E(T 0) = ? ³i, deoarece G este conex, exist  un
MST T �

0
; astfel, proprietatea (*) este adev rat .
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Metoda general  MST

Demonstraµie (continuare). Dac  proprietatea (*) are loc pentru 0 6
k 6 n � 2, atunci exist  un MST al lui G , T �

k , astfel încât E(T k ) �

E(T �
k ). Din construcµie, E(T k+1) = E(T k ) [ fe�g. Dac  e� 2 E(T �

k ),
atunci lu m T �

k+1
= T �

k ³i proprietatea are loc ³i pentru k + 1.
S  presupunem c  e� =2 E(T �

k ). Atunci, T �
k + e� are exact un circuit

C , conµinând e� = vsvj � . Deoarece vj � =2 V (T k
s ), urmeaz  c  exist  o

muchie e1 6= e� in C cu o extremitate înV (T k
s ) ³i cealalt  înV nV (T k

s ).
Din modul de alegere al e� avem c(e�) 6 c(e1) ³i e1 2 E(T �

k ) n E(T k ).
Fie T 1 = T �

k + e�� e1; evident, T 1 2 TG (�ind conex cu n � 1 muchii).
Deoarece e1 2 E(T �

k ) n E(T k ), avem E(T k+1) � E(T 1).
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Metoda general  MST

Demonstraµie (continuare).

b

b

b b

b

b

bb

T ∗
k

T k
s

C

vs

vj∗

e1

Pe de alt  parte, deoarece c(e�) 6 c(e1), avem c(T 1) = c(T �
k )+c(e

�)�

c(e1) 6 c(T �
k ).

Deoarece T �
k este un MST al lui G , urmeaz  c  c(T 1) = c(T �

k ), i. e.,
T 1 este un MST al lui G conµinând toate muchiile din E(T k+1). Luând
T �
k+1

= T 1 încheiem demonstraµia teoremei. �
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Metoda general  MST

Remarci

Demonstraµia de mai sus r mâne adev rat  ³i pentru funcµii de cost
c : TG ! R care satisfac: 8T 2 TG ; 8e 2 E(T );8e 0 =2 E(T )

c(e 0) 6 c(e)) c(T + e 0 � e) 6 c(T ):

În metoda general  prezentat , modul de alegere a arborelui T k
s

nu este precizat în am nunt. Vom discuta dou  strategii clasice de
alegere a acestui arbore.

Prima strategie alege T k
s ca �ind arborele de ordin maxim din fa-

milia T k .

În cea de-a doua strategie T k
s este unul dintre cei doi arbori din fa-

milia T k , legaµi printr-o muchie de cost minim printre toate muchiile
cu extremit µi în arbori diferiµi ai familiei.
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Algoritmul lui Prim

În strategia lui Prim T k
s este arborele de ordin maxim din familia

T k .

Urmeaz  c  la �ecare pas k > 0 al metodei generale, T k are un
arbore, T k

s = (Vs ;Es), cu k + 1 noduri ³i n � k � 1 arbori �ecare
cu câte un nod.

Implementarea lui Dijkstra: Fie � ³i � doi vectori de dimensiune
n ; elementele lui � sunt noduri din V (G) iar elementele lui � sunt
numere reale, cu urm toarea semni�caµie:

(S) 8j 2 V nVs ; �[j ] = c(�[j ]j ) = min
i2Vs ;ij2E

c(ij )
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Algoritmul lui Prim

Algoritmul lui Prim

Vs  fsg; Es  ?; // pentru un s 2 V .
for (v 2 V n fsg) do
�[v ] s ; �[v ] c(sv); // dac  ij =2 E , atunci c(ij ) =1.

while (Vs 6= V ) do
�nd j � 2 V nVs a. î. �[j �] = min

j2V nVs
�[j ];

Vs  Vs [ fj
�g; Es  Es [ f�[j

�]j �g;
for (j 2 V nVs) do
if (�[j ] > c[j �j ]) then
�[j ] c[j �j ]; �[j ] j �;
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Algoritmul lui Prim

Remarci

b

b

b

b

b

b

b
b

Ts

u

v
x

w

α(w)

β(w)

β(x) = ∞
β(v)

α(v)

α(u)

β(u)

Se observ  c  (S) este satisf cut  dup  iniµializare. În bucla while,
strategia metodei generale este respectat  ³i de asemeni semni�caµia
lui (S) este p strat  de testul din bucla for.

Complexitatea timp: O(n � 1) + O(n � 2) + � � � + O(1) = O(n2)

care este bun  pentru grafuri de dimensiune O(n2).
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Algoritmul lui Kruskal

În algoritmul lui Kruskal T k
s este unul dintre cei doi arbori din fa-

milia T k , legaµi printr-o muchie de cost minim printre toate muchiile
cu extremit µi în arbori diferiµi ai familiei.

Aceast  alegere poate � f cut  prin sortarea iniµial  a muchiilor
cresc tor dup  cost ³i, dup  aceea, prin parcurgerea listei astfel
obµinute. Dac  not m cu T arborele T k

s , algoritmul poate � descris
astfel.

sort E = fe1; e2; : : : ; emg a. î. c(e1) 6 : : : 6 c(em);
T  ?; i  1;
while (i 6 m) do
if (hT [ feigiG nu are circuite) then
T  T [ feig;

i ++;
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Algoritmul lui Kruskal

Sortarea poate � f cut  în O(m logm) = O(m logn).

Pentru implementarea e�cient  a testului din bucla while,
este necesar s  reprezent m mulµimile de noduri ale arbori,
V (T k

1
);V (T k

2
); : : : ;V (T k

n�k ) (la �ecare pas k al metodei generale),
³i s  test m dac  muchia curent  are ambele extremit µi in aceea³i
mulµime.

Aceste mulµimi vor � reprezentate folosind arbori (care nu sunt, în
general, subarbori ai grafului G). Fiecare astfel de arbore are o
r d cin  care va � folosit  pentru a desemna mulµimea de noduri
ale grafului G din acel arbore.

Mai precis, avem nevoie de o funcµie �nd(v) care determin  c rei
mulµimi îi aparµine nodul v , adic , returneaz  r d cina arborelui
care reµine mulµimea lui v .
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find

În metoda general  este necesar  o reuniune (disjunct ) a mulµim-
ilor de noduri a doi arbori (pentru a obµine T k+1).

Folosim metoda union(u ;w) cu urm toarea semni�caµie: realizeaz 
reuniunea a dou  mulµimi de noduri, una c reia îi aparµine v ³i una
c reia îi aparµine w .

Putem rescrie bucla while a algoritmului dup  cum urmeaz :

while (i 6 m) do
let ei = vw ;
if (�nd(v) 6= �nd(w)) then
union(v ;w);
T  T [ feig;

i ++;
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � Prima soluµie

Tabloul root [1::n ] cu elemente din V are semni�caµia: root [v ] =
r d cina arborelui care reµine mulµimea c reia îi aparµine v .

Adaug  la pasul de iniµializare (corespunzând familiei T 0):
for (v 2 V ) do
root [v ] v ;

Funcµia �nd (cu complexitatea timp O(1)):
function �nd(v : V );
return root [v ];

Metoda union (cu complexitatea timp O(n)):
method union(v ;w : V );
for (i 2 V ) do
if (root [i ] = root [v ]) then
root [i ] = root [w ];
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � Prima soluµie

Analiza complexit µii timp:

Sunt O(m) apeluri ale funcµiei �nd în timpul buclei while.

În ³irul de apeluri �nd , se intercaleaz  exact n � 1 apeluri union
(un apel pentru �ecare muchie din MST-ul �nal).

Astfel, time necesar buclei while este O(mO(1) + (n � 1)O(n)) =
O(n2).

Complexitatea timp a algoritmului este O(max (m logn ;n2)).
Dac  G are multe muchii, m = O(n2), algoritmul lui Prim este mai
e�cient.
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Tabloul pred [1::n ] cu elemente din V [ f0g are semni�caµia
pred [v ] =nodul dinaintea lui v pe drumul unic c tre v de la r d cina
arborelui care reµine mulµimea c ruia îi aparµine v .

Adaug  la pasul de iniµializare (corespunzând familiei T 0):

for (v 2 V ) do
pred [v ] 0;

Funcµia �nd(v) are complexitatea in O(h(v)), unde h(v) este
lungimea drumului din arbore de la v la r d cina acestui arbore:

function �nd(v : V );
i  v ;// o variabil  local .

while (pred [i ] > 0) do
i  pred [i ];

return i ;
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Metoda union (de complexitate timp O(1)) este apelat  doar
pentru noduri r d cin :

method union(root1; root2 : V )

pred [root1] root2;

Bucla while a algoritmului este modi�cat  astfel:

while (i 6 m) do
let ei = vw ; x  �nd(w); y  �nd(v);
if (x 6= y) then
union(x ; y);
T  T [ feig;

i ++;
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Dac  execut m bucla while în aceast  form  pentru graful G = K1;n�1

cu lista sortat  amuchiilor, E = f12; 13; :::; 1ng, atunci ³irul de apeluri
ale celor dou  metode este (F ³i U abreviaz  �nd ³i union):

b

b

b

b

F (1), F (2), U(1, 2)

F (1), F (3), U(2, 3)

F (1), F (4), U(3, 4)
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b

b

b

b b b b b b b

b b b b

b

b

b

b

b

1

2

3

n

1

1 2 n

n

n
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1

2 3 4

2 3

2 3 4
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Astfel, aceast  form  a algoritmului are complexitatea timp 
(n2)

(chiar dac  graful este rar).

Neajunsul acestei implement ri este dat de faptul c , în metoda
union, r d cin  a noului arbore devine r d cina acelui arbore care
reµine un num r mai mic de noduri, ceea ce implic  o m rire a lui
h(v) la O(n) în timpul algoritmului.

Putem evita acest neajuns µinând în r d cina �ec rui arbore car-
dinalul mulµimii pe care arborele o reµine. Mai precis, semni�caµia
pred [v ], unde v este o r d cin , este:

pred [v ] < 0, v este r d cina unui arbore

care reµine o mulµime cu � pred [v ]noduri
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Pasul de iniµializare

for (v 2 V ) do
pred [v ] �1;

Metoda union are complexitatea O(1) pentru a întreµine noua
semni�caµie:

method union(root1; root2 : V )

t  pred [root1] + pred [root2];
if (�pred [root1] > �pred [root2]) then
pred [root2] root1; pred [root1] t ;

else
pred [root1] root2; pred [root2] t ;
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

A�rmaµie. Cu acestea implement ri ale funcµiei �nd ³i metodei union
algoritmul are urm torul invariant:

(�) 8v 2 V ;�pred [�nd(v)] > 2h(v)

Cu alte cuvinte, num rul de noduri din arborele c ruia îi aparµine v este
cel puµin 2 la puterea "distanµa de la v la r d cin ".
Demonstraµia a�rmaµiei. Dup  pasul de iniµializare avem h(v) = 0,
�nd(v) = v , ³i �pred [v ] = 1, 8v 2 V , deci (�) are loc cu egalitate.
S  presupunem c  (�) are loc înaintea unei iteraµii din bucla while. Sunt
posibile dou  cazuri:

În aceast  iteraµie while nu este apelat  union. Tabloul pred nu este
actualizat, deci (�) are loc ³i dup  aceast  iteraµie.
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

În aceast  iteraµie while avem un apel al metodei union. Fie
union(x ; y) acest apel, ³i s  presupunem c  în metoda union se exe-
cut  atribuirea pred [y ] x . Aceasta înseamn  c  înaintea aceastei
iteraµii avem �pred [x ] > �pred [y ].
Nodurile v pentru care h(v) se modi�c  în aceast  iteraµia sunt ace-
lea pentru care, înaintea iteraµiei aveam �nd(v) = y ³i �pred [y ] >
2h(v).
Dup  iteraµia while, avem h 0(v) = h(v) + 1 ³i �nd 0(v) = x . Astfel,
trebuie s  veri�c m c  �pred 0[x ] > 2h

0(v). Într-adev r, �pred 0[x ] =
�pred [x ]� pred [y ] > 2 � (�pred [y ]) > 2 � 2h(v) = 2h(v)+1 = 2h

0(v).

Urmeaz  c  (�) este un invariant al algoritmului. �
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A doua soluµie

Aplicând logaritmul în (�) obµinem

h(v) 6 log (�pred [�nd(v)]) 6 logn ; 8v 2 V :

Complexitatea timp a buclei while este

O(n � 1+ 2m logn) = O(m logn):

Astfel, aceast  a doua implementare pentru union ³i �nd ofer  o com-
plexitate timp a algoritmului Kruskal de O(m logn).
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A treia soluµie

Complexitatea timp a buclei while din soluµia de mai sus este da-
torat  ³irului de apeluri �nd. Tarjan (1976) a observat c  un apel
cu h(v) > 1 poate s  "colapseze" drumul din arbore de la v la
r d cin , f r  a modi�ca timpul O(h(v)), f când h(x ) = 1 pen-
tru toate nodurile x de pe drum. În acest fel, viitoarele apeluri
�nd pentru aceste noduri vor � mai rapide. Mai precis, funcµia �nd
devine:

function �nd(v : V ); // i ; j ; aux sunt variabile locale.
i  v ;
while (pred [i ] > 0) do
i  pred [i ];

j  v ;
while (pred [j ] > 0) do
aux  pred [j ]; pred [j ] i ; j  aux ;

return i ;
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Algoritmul lui Kruskal � Union-Find � A treia soluµie

Dac  A : N� N! N este funcµia lui Ackermann dat  prin:

(1) A(m ;n) =


n + 1; dac  m = 0

A(m � 1; 1); dac  m > 0 ³i n = 0
A(m � 1;A(m ;n � 1)); dac  m > 0 ³i n > 0

³i dac  not m, 8m > n > 0,

�(m ;n) = min fz : A(z ; 4dm=ne) > logn ; z > 1g

obµinem c  complexitatea timp a buclei while folosind union din cea de-a
doua soluµie ³i �nd de mai sus, devine O(m � �(m ;n)).
S  not m c  �(m ;n) este o funcµie care cre³te foarte încet (pentru valori
practice ale lui n , �(m ;n) 6 3); astfel cea de-a treia soluµie este practic
o implementare liniar  (O(m)) a algoritmului lui Kruskal.
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Cuplaje

Fie G = (V ;E) un (multi)graf. Dac  A � E ³i v 2 V , not m dA(v) =

jfe : e 2 A; e incident  cu vgj, i. e., gradul lui v în subgraful generat
de A, hAiG .

De�niµie

Un cuplaj (o mulµime independent  de muchii) în G este o mulµime de
muchii M � E astfel încât

dM (v) 6 1; 8v 2 V :

Familia tuturor cuplajelor din graful G este notat  cuMG :

MG = fM : M � E ;M cuplaj in Gg:
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Cuplaje

Se observ  c MG satisface:

(i) ? 2MG ;

(ii) M 2MG ;M
0 �M )M 0 2MG .

Fie M 2MG un cuplaj.

Un nod v 2 V cu dM (v) = 1 este numit saturat de c tre M , iar
mulµimea tuturor nodurilor lui G saturate de M este notat  cu
S(M ). Evident,

S(M ) =
[

e2M

e ; ³i jS(M )j = 2 � jM j:

Un nod v 2 V cu dM (v) = 0 este numit expus relativ la M (sau
nesaturat de c treM ), iar mulµimea tuturor nodurilor lui G expuse
relativ la M este notat  cu E(M ). Evident c  E(M ) = V n S(M ),
³i jE(M ) = jV j � 2 � jM j.
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Cuplaje maxime

Problema cuplajului maxim:
P1 Dat un graf G = (V ;E), s  se determine M � 2MG astfel încât

jM �j = max
M2MG

jM j:

Not m cu �(G) = max
M2MG

jM j.

Problema cuplajului maxim este strâns legat  de problema acoperirii
minime cu muchii.
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Acoperiri minime cu muchii

De�niµie

O acoperire cu muchii a lui G este o mulµime de muchii F � E astfel
încât

dF (v) > 1; 8v 2 V (G):

Familia acoperirilor cu muchii ale graful G este notat  cu FG :

FG = fF : F � E ;F acoperire cu muchii a lui Gg:

FG are urm toarele propriet µi

(i) FG 6= ?, G nu are noduri izolate (caz în care E 2 FG);

(ii) F 2 FG ;F 0 � F ) F 0 2 FG .

Problem acoperirii minime cu muchii:
P2 dat un graf G = (V ;E), g siµi F � 2 FG astfel încât

jF �j = min
F2FG

jF j:
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Cuplaje maxime � acoperiri minime cu muchii

Teorema 2

(Norman-Rabin, 1959) Fie G = (V ;E) un graf de ordin n , f r  noduri
izolate. Dac  M � este un cuplaj de cardinal maxim în G ³i F � este o
acoperire minim  cu muchii a lui G , atunci

jM �j+ jF �j = n :

Demonstraµie: "6" Fie M � un cuplaj de cardinal maxim in G; consid-
er m urm torul algoritm:

F  M �;
for (v 2 E(M �)) do
�nd v 0 2 S(M �) a. î. vv 0 2 E ;
F  F [ fvv 0g;
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Cuplaje maxime � acoperiri minime cu muchii

Demonstraµie (continuare).
S  not m c , 8v 2 E(M �), deoarece G nu are noduri izolate, exist 
o muchie incident  cu v , ³i, cum M � este maximal relativ la relaµia
de incluziune, aceast  muchie are cel lalt cap t în S(M �) (altfel putem
ad ga e la M � ³i obµinem un cuplaj de cardinal mai mare decât M �).
Mulµimea F de muchii construit  este o acoperire cu muchii ³i jF j =
jM �j+ jE(M �)j = jM �j+ n � 2 � jM �j = n � jM �j. Astfel

(2) jF �j 6 jF j = n � jM �j:

">" Fie F � o acoperire minim  cu muchii a lui G ; consider m urm torul
algoritm:

M  F �;
for (9v 2 V : dM (v) > 1) do
�nd e 2M incident  cu v ;
M  M n feg;
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Cuplaje maxime � acoperiri minime cu muchii

Demonstraµie (continuare).
Evident c  algoritmul construie³te un cuplaj M în G . Dac  muchia
e incident  cu v (eliminat  din M într-o iteraµie while) este e = vv 0,
atunci dM (v 0) = 1 ³i în urm toarea iteraµie vom avea dM (v 0) = 0; astfel,
la �ecare iteraµie while este creat un nod expus relativ la cuplajul �nal,
M (dac  ar exista o alt  muchie e 0, în mulµimea curent  M , incident 
cu v 0, atunci deoarece e 2 F �, F � n feg ar � o acoperire cu muchii de
cardinal mai mic decât F �).
Astfel, dac  M este cuplajul construit de algoritm, avem: jF �j � jM j =

jE(M )j = n � 2 � jM j, i. e.,

(3) jF �j = n � jM j > n � jM �j:

Din (2) ³i (3) deriv  concluzia teoremei. �
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Cuplaje maxime � acoperiri minime cu muchii

Remarc 

S  observ m ca tocmai am demonstrat c  dou  probleme P1 ³i P2 sunt
polinomial echivalente deoarece cuplajul M ³i acoperirea cu muchii F
construite sunt soluµii optime pentru cele dou  probleme, respectiv.

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 35 / 49



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Problema cuplajului maxim

Fie G = (V ;E) un graf ³iMG familia cuplajelor sale.
Problem cuplajului maximum.
P1 dat un graf G = (V ;E), determinaµi M � 2MG astfel încât

jM �j = max
M2MG

jM j:

Folosind formularea ca problem  de programare întreag  liniar 
problema P1 este u³oar  dac  graful este bipartit.

Adapt ri combinatoriale ale algoritmului simplex pentru rezolvarea
problemei de programare liniar  au condus la a³a numita �metod 
ungar � pentru rezolvarea P1 în grafuri bipartite.

Vom discuta o soluµie mai rapid  g sit  de Hopcroft ³i Karp (1973).

Cu toate acestea, teorema de de dualitate din programarea liniar  ³i
integralitatea soluµiei optime pot � folosite pentru a obµine ³i explica
rezultatele (deja dovedite) despre cuplaje în grafuri bipartite:

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 36 / 49



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Problema cuplajului maxim

Teorema 3

(Hall, 1935) Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit. Exist  un cuplaj în G

care satureaz  toate nodurile din S dac  ³i numai dac 

jNG(A)j > jAj; 8A � S :

Teorema 4

(Konig, 1930) Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit. Cardinalul maxim
al unui cuplaj în G este egal cu cardinalul minim al unei acoperiri cu
noduri a lui G, �(G) = n � �(G).
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 1'. Determinaµi un arbore parµial de cost minim în graful de
mai jos.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 1. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : E ! R o funcµie de
cost pe muchiile sale. O submulµime A � E este numit  t ietur  dac 
exist  o bipartiµie (S ;T ) a lui V astfel încât A = fuv 2 E : u 2 S ; v 2

Tg (G nA nu mai este conex).
(a) Dac  în orice t ietur  exist  o singur  muchie de cost minim, atunci

G conµine un singur arbore parµial de cost minim.

(b) Ar taµi c , dac  c este funcµie injectiv , atunci G conµine un singur
arbore parµial de cost minim.

(c) Reciprocele a�rmaµiilor de mai sus sunt adev rate?

Exerciµiul 2. Fie G = (V ;E) un graf conex de ordin n , c : E ! R,
³i T minG familia arborilor s i parµiali de cost (c) minim. De�nim H =

(T minG ;E(H )) unde T1T2 2 E(H )() jE(T1)�E(T2)j = 2. Ar taµi c 
H este conex ³i c  diametrul s u este cel mult n � 1.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 3. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : R ! R. Pentru un
arbore parµial T = (V ;E 0) 2 TG , ³i v 6= w 2 V not m cu PT

vw singurul
vw -drum din T . Ar taµi c  un arbore parµial T � = (V ;E�) este de cost
minim dac  ³i numai dac 

8 e = vw 2 E n E�;8 e 0 2 E(PT�

vw ); avem c(e) > c(e 0):

Exerciµiul 4. Fie G = (V ;E) un graf 2-muchie-conex ³i c : E ! R.
Dac  T = (V ;E 0) este arbore parµial de cost minim al lui G ³i e 2 E 0,
T � e are exact dou  componente conex T 0

1
³i T 0

2
, respectiv. Not m cu

eT 6= e o muchie de cost minim în t ietura generat  de (V (T 0
1
);V (T 0

2
))

în G � e . Ar taµi c , dac  T � este un arbore parµial de cost minim al
lui G , ³i e 2 E(T �), atunci T � � e + eT� este un arbore parµial de cost
minim G � e .
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 5. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : E ! R o funcµie de
cost injectiv  pe muchiile sale. Consider m urm torul algoritm

for (e 2 E) do

(e)  r ; // toate muchiile sunt colorate cu ro³u; în timpul execuµiei

vor � ro³ii, albastre sau verzi

while ((9A � E , t ietur  cu 
(e 0) 6= v , unde c(e 0) = min
e2A

c(e)) sau

(9C , un circuit cu 
(e 0) 6= a , unde c(e 0) = max
e2C

c(e))) do

pentru o t ietur , A, 
(e 0) v ;
pentru un circuit, C , 
(e 0) a ;

return H = (V ; fe 2 E : 
(e) = vg);

Ar taµi c 

(a) o muchie aparµine unui arbore parµial de cost minim dac  ³i numai
dac  este de cost minim într-o t ietur ;

(b) o muchie nu aparµine nici unui arbore parµial de cost minim dac 
³i numai dac  este de cost maxim într-un circuit;
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 5 (continuare).

(c) algoritmul nu se opre³te cât  vreme mai exist  muchii ro³ii în graf;

(d) algoritmul se opre³te pentru orice alegere a muchiilor e 0, iar H
este singurul arbore parµial de cost minim din G .

Exerciµiul 6. Fie H un graf conex, ? 6= A � V (H ), ³i w : E(H ) !

R+. Un arbore Steiner pentru (H ;A;w) este un arbore T (H ;A;w) =

(VT ;ET ) � H cu A � VT care are costul minim printre toµi arborii
care conµin A, ³i care sunt sunt subgrafuri ale lui H :

s [T (H ;A;w)] =
X

e2ET

w(e) =

= min

 X
e2ET 0

w(e) : T 0 = (VT 0 ;ET 0) arbore în H ;A � VT 0


(a) Ar taµi c  un arbore Steiner poate � determinat în timp polinomial

dac  A = V (H ) sau jAj = 2.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 6 (continuare).

(b) Fie G = (V ;E) un graf conex cu V = f1; 2; : : : ;ng, ³i A � V ;
avem de asemeni ³i o funcµie de cost c : E ! R+. Consider m
graful complet Kn (cu V (Kn) = V ) ³i de�nim c : E(Kn)! R+:

c(ij ) = min

c(P) =
X

e2E(P)

c(e) : P este ij -drum în G


Demonstraµi c  s [T (G ;A; c)] = s [T (Kn ;A; c)] ³i ar taµi cum
se poate construi un arbore Steiner T (Kn ;A; c) dintr-un arbore
Steiner T (G;A; c).

(c) Ar taµi c  exist  un arbore Steiner T (Kn ;A; c) astfel încât toate
nodurile sale din afara lui A au gradul cel puµin 3. Folosind aceast 
proprietate ar taµi c  exist  un arbore Steiner T (Kn ;A; c) cu cel
mult 2jAj � 2 noduri.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 7. Consider m o ordonare E = fe1; e2; : : : ; emg a muchiillor
unui graf conexG = (V ;E) de ordin n . Pentru orice submulµimeA � E

de�nim xA 2 GFm vectorul caracteristic m-dimensional al mulµimii A:
xAi = 1, ei 2 A. GFm este spaµiul m-dimensional peste Z2.

(a) Ar taµi c  submulµimea vectorilor caracteristici corespunz tori tu-
turor t ieturilor din G împreun  cu vectorul nul este un subspaµiu
X al lui GFm .

(b) Ar taµi c  submulµimea vectorilor caracteristici corespunz tori tu-
turor circuitelor din G genereaz  un subspaµiu U al lui GFm care
este ortogonal pe X .

(c) Ar taµi c  dim(X ) > n � 1.

(d) Ar taµi c  dim(U ) > m � n + 1.

(e) În �nal, dovediµi c  inegalit µile de mai sus sunt de fapt egalit µi.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 8. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : E ! R o funcµie de
cost pe muchiile sale.
a) Fie T � un arbore parµial de cost c-minim al lui G ³i � > 0. Ar taµi
c  T � este singurul arbore parµial de cost c-minim al lui G, unde

c(e) =

®
c(e)� �; dac  e 2 E(T �)

c(e); altfel

b) Deduceµi de aici c  pentru orice arbore parµial de cost minim, T �,
al lui G exist  o ordonare a muchiilor lui G astfel încât algoritmul lui
Kruskal returneaz  T �.

Exerciµiul 9. Fie G un graf, s ; t 2 V ³i c : E(G) ! R+ o funcµie de
cost de�nit  pe muchiile sale. Pentru orice drum (cu cel puµin o muchie)
de�nim locul îngust ca �ind costul minim al uneia dintre muchiile sale.
Proiectaµi un algoritm e�cient care s  determine un st -drum cu locul

îngust maxim (printre toate st -drumurile din G).
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 10. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : E ! R o funcµie de
cost injectiv . Fie T � un arbore parµial de cost minim al lui G ³i T0 un
arbore parµial cu cel de-al doilea cel mai mic cost în G.

(a) T0 este unicul arbore parµial cu cel de-al doilea cel mai mic cost în
G?

(b) Ar taµi c  jE(T �)�E(T0)j = 2.

(c) Descrieµi un algoritm pentru a determina un arbore parµial cu cel
de-al doilea cel mai mic cost în G .
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 11. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i c : E ! R o funcµie de
cost. Adev rat sau fals? (Justi�caµi r spunsurile!)

(a) Orice muchie de cost minim din G este conµinut  într-un anume
arbore parµial de cost minim din G .

(b) Dac G are un circuit, C , cu o singur  muchie de cost minim, atunci
acea muchie este conµinut  în orice arbore parµial de cost minim din
G .

(c) Dac  o muchie este conµinut  într-un arbore parµial de cost c minim
din G , atunci acea muchie este de cost minim într-o anumit  t i-
etur  a lui G .
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exerciµiul 12. Determinaµi num rul de cuplaje maxime ale urm torului
graf:

21 3 2n− 1 2n2n− 2

Exerciµiul 13. Doi copii se joac  pe un graf dat, G, astfel: �ecare alege
alternativ un nod nou v0; v1; : : : a³a încât, pentru orice i > 0, vi este
adiacent cu vi�1. Juc torul care nu mai poate alege un nod nou pierde
jocul. Ar taµi c  juc torul care începe jocul are întotdeauna o strategie
de câ³tig dac  ³i numai dac  G nu are un cuplaj perfect.

Exerciµiul 14. Fie S o mulµime nevid  ³i �nit , k 2 N
�, iar A =

(Ai )16i6k ³i B = (Bi )16i6k dou  partiµii ale lui S . Ar taµi c  A
³i B admit un sistem comun de reprezentanµi, i. e., exist  rA; rB :

f1; 2; : : : ; kg ! S a³a încât pentru orice 1 6 i 6 k , rA(i) 2 Ai ³i
rB(i) 2 Bi , iar cele dou  funcµii au acea³i imagine.
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Exerciµii pentru seminarul 7

Exercise 15. Let X be a �nite set, X1; : : : ;Xn � X , and d1; d2; : : : dn 2

N. Prove that there are n disjoint subsets Yi � Xi , jYi j = di , 8i = 1;n
if and only if ∣∣∣∣∣[

i2I

Xi

∣∣∣∣∣ >X
i2I

di ;

for all I � f1; : : : ;ng.

Exercise 16. Every p-regular bipartite graph has a perfect matching
(p > 1).

Exercise 17. Let G = (S ;T ;E) a bipartite graph. Use Hall's theorem
to prove that, for every 0 6 k 6 jS j, G has a matching of cardinality at
least jS j � k if and only if jNG(A)j > jAj � k ; 8A � S .
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