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Problema arborelui partial de cost minim

Dat G =(V,E) un grafsi c: E — R (c(e) este costul
muchiei e) gasiti T* € T¢ astfel incat

T*) = min ¢(T
c(T7) 71%171166( )s
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Metoda generald MST

@ Se pornegte cu familia 7° = (T?, 79, ..., T?) de n arbori disjuncti:
0= ({i},2), i = L.

o La fiecare pas k (0 < k < n — 2), din familia 7% =
(TF, TF,...,TF ) de

, construieste 7**! dupi cum

urmeaza:

o alege TF € T,

o determind o muchie de cost minim e* = v,v;« din multimea de
muchii ale lui G cu o extremitate v; € V(TF) si cealalts in V \
V(T§) (v € V(TR));

o THL=(T*\{TF, Tj"i}) U T, unde T este arborele obtinut din T'*
si T]k* prin addugarea muchiei e*.
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Metoda generald MST

Remarci
@ Observam cd, dacd, la un anumit pas, nu existd nicio muchie cu o
extremitate in V(TF) si cealaltd in V \ V(TF), atunci G nu este
conex gi nu existd vreun MST in G.

o Constructia de mai sus este sugeratd in imaginea de mai jos:

k
Tn, —k

@ Familia 7"~ are doar un arbore, 77" '.

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 5/49



Metoda generald MST

Teorema 1

Daci G = (V, E) este un graf conex cu V = {1,2,...,n}, atunci T*"*
construit de algoritmul anterior este un MST al lui G.

Demonstrdm (prin inductie) cd (*) Vk € {0,...,n — 1}
existd un arbore partial T}, MST al lui G, astfel incat

n—k
E(T*)= | B(T}) C B(TY).
=1

In particular, pentru ¥ = n — 1, B(T™ ') = B(T{') C B(T: ,)
implicd Tln_1 = T _; 5i teorema este demonstrata.

Pentru k = 0, avem E(7°) = & si, deoarece G este conex, existd un
MST T§; astfel, proprietatea (*) este adevdratd.
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Metoda generald MST

Dacd proprietatea (*) are loc pentru 0
k < n — 2, atunci existd un MST al lui G, T}, astfel incat E(7F)
E(T}). Din constructie, E(T*+1) = E(T*) U {e*}. Daci e* € E(T}),
atunci ludm Ty, = Ty si proprietatea are loc gi pentru &k + 1.
S& presupunem cd e* ¢ E(T}). Atunci, Ty + e* are exact un circuit
C, continind e* = v;v;«. Deoarece v;» ¢ V(TF), urmeaz¥ c¥ existd o
muchie e; # e* in C cu o extremitate in V(TF) si cealaltdin V\ V(TF).
Din modul de alegere al e* avem c(e*) < c(e1) si e1 € BE(T})\ E(T*).
Fie T! = T} + e* — e; evident, T! € T (fiind conex cu n — 1 muchii).
Deoarece e; € E(T;)\ B(T*), avem E(T**!) C E(T?).

<
C
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Metoda generald MST

Pe de altd parte, deoarece c(e*) < c(e1), avem ¢(T!) = c(T}) +c(e*) —
c(er) < e(T7).

Deoarece T} este un MST al lui G, urmeazd ci ¢(T') = ¢(T}), i. e,
T este un MST al lui G continind toate muchiile din E(7**!). Luand
Tf,, = T*' incheiem demonstratia teoremei. [
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Metoda generald MST

Remarci
@ Demonstratia de mai sus rdméane adevarata gi pentru functii de cost
¢ : Te — R care satisfac: VT € Tg,Ve € E(T),Ve' ¢ E(T)

cle')<cle)=c(T+e —e)<e(T).

o In metoda generald prezentatd, modul de alegere a arborelui TF
nu este precizat In am&nunt. Vom discuta doud strategii clasice de
alegere a acestui arbore.

o Prima strategie alege

o In cea de-a doua strategie
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Algoritmul lui Prim

o In strategia lui Prim

e Urmeazi ci la fiecare pas k > 0 al metodei generale, 7* are un
arbore, TF = (V,, B,), cu k + 1 noduri si n — k — 1 arbori fiecare
cu cate un nod.

° Fie o gi B doi vectori de dimensiune
n; elementele lui o sunt noduri din V(G) iar elementele lui # sunt
numere reale, cu urmdtoarea semnificatie:

(5)
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Algoritmul lui Prim

Vs < {s}; E; «+ @; // pentruun s € V.
for (v € V' \ {s}) do

alv] « s; B[v] « c(sv); // dacd ¢ ¢ E, atunci c(i5) = 0.
while (Vs # V) do

find 7* € V\ Vs a. 1. B3] = min B[7];

JEV\ Vs
Vs Vs U{s*}; Bs « Bs U{alj*]7"}
for (j € V' \ Vi) do
if (B[] > c[7%7]) then
Bl « cl3*s]; als] « 7%
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Algoritmul lui Prim

Remarci

@ Se observi ci (S) este satisficutd dupi initializare. In bucla while,
strategia metodei generale este respectatd gi de asemeni semnificatia
lui (S) este pdstratd de testul din bucla for.

° O(n—-1)+0(n—-2)+---+ 0O(1) = O(n?)
care este buni pentru grafuri de dimensiune O(n?).
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Algoritmul lui Kruskal

@ Aceastd alegere poate fi facutd prin sortarea initiald a muchiilor
crescitor dupd cost gi, dupd aceea, prin parcurgerea listei astfel
obtinute. Dacd notim cu T arborele T, algoritmul poate fi descris
astfel.

sort B = {ej,e,...,em}t a. 1. c(er) <... < c(em);
T+ &5 1+ 1
while (¢ < m) do
if ((T U {e;})¢ nu are circuite) then
T« TU{e};
W b
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Algoritmul lui Kruskal

e Sortarea poate fi ficutd in O(mlogm) = O(mlogn).

@ Pentru implementarea eficientd a testului din bucla while,
este necesar sd reprezentdm multimile de noduri ale arbori,
V(TE), V(TF),..., V(TF_,) (la fiecare pas k al metodei generale),
gi sd testdm dacd muchia curentd are ambele extremitdti in aceeagi
multime.

@ Aceste multimi vor fi reprezentate folosind arbori (care nu sunt, in
general, subarbori ai grafului G). Fiecare astfel de arbore are o
rdddcind care va fi folositd pentru a desemna multimea de noduri
ale grafului G din acel arbore.

o Mai precis, avem nevoie de o functie care determind carei
mulfimi ii aparfine nodul v, adics,

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 14 /49



Algoritmul lui Kruskal — Union-Find

o In metoda general¥ este necesari o reuniune (disjuncts) a multim-
ilor de noduri a doi arbori (pentru a obtine 7%+1).

@ Folosim metoda cu urmatoarea semnificatie:

o Putem rescrie bucla while a algoritmului dupd cum urmeaza:
while (¢ < m) do

let e; = vw;

if ( ) then
T+ Tu{el;

1+ +;
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — Prima solutie

e Tabloul root[l..n] cu elemente din V are semnificatia: root[v] =

Adaugd la pasul de initializare (corespunzand familiei 77°):
for (v € V) do
root[v] < v;
Functia (cu complexitatea timp O(1)):
function find(v : V);
return root[v];
Metoda (cu complexitatea timp O(n)):
method union(v,w : V),
for (1 € V) do
if (root[z] = root[v]) then
root[i] = root|w];
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — Prima solutie

e Sunt O(m) apeluri ale functiei in timpul buclei while.
o In girul de apeluri , se intercaleazd exact n — 1 apeluri
(un apel pentru fiecare muchie din MST-ul final).
o Astfel, time necesar buclei while este O(mO(1) + (n — 1)O(n)) =
O(n?).
Complexitatea timp a algoritmului este .
Daci G are multe muchii, m = O(n?), algoritmul lui Prim este mai
eficient.
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

e Tabloul pred[l.n] cu elemente din V U {0} are semnificatia
pred[v] =

@ Adaugid la pasul de initializare (corespunzand familiei 77°):
for (v € V) do
pred[v] < 0;
e Functia are complexitatea in O(h(v)), unde h(v) este
lungimea drumului din arbore de la v la rdddcina acestui arbore:
function find(v : V);
R V;// o variabila locala.
while (pred[i] > 0) do
1 < pred[i];
return s;
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

e Metoda (de complexitate timp O(1)) este apelatd doar

pentru noduri radacini:
method union(root;, roots : V)
pred|[root;] < rooty;
e Bucla a algoritmului este modificatd astfel:
while (2 < m) do
let e; = vw; z « find(w); y « find(v);
if (z # y) then
union(z, y);
T+ T U{e};
1+ +;
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

Dac3 executdm bucla in aceastd formd pentru graful G = K;
cu lista sortatd amuchiilor, £ = {12,13, ..., 1n}, atunci girul de apeluri
ale celor doud metode este (F gi U abreviazd si ):

1 2 n

F(1), F(2),U(1,2) & @ oo &

2 1 2 3 n

F(1),F(3),U(2,3) ——0—40 ————————————————— °

3 1 2 3 4 n

F(1),F(4),U(3,4) —0—0—0 ————————————— °

1
n 1 2 3 4 n—1 n
F(1),F(n),Un—2,n) &——0———10———@------------ ——————
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

@ Astfel, aceastd form¥ a algoritmului are complexitatea timp Q(n?)
(chiar dacd graful este rar).

o Neajunsul acestei implementdri este dat de faptul cd, in metoda

, rdddcind a noului arbore devine rdd&cina acelui arbore care

refine un numdr mai mic de noduri, ceea ce implicd o marire a lui
h(v) la O(n) in timpul algoritmului.

o Putem evita acest neajuns tindnd in rddacina fiecdrui arbore car-

dinalul multimii pe care arborele o retine. Mai precis, semnificatia
pred[v], unde v este o rddécing, este:

pred[v] <0 v

— pred|[v]
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

@ Pasul de initializare
for (v € V) do

pred[v] + —1;
e Metoda are complexitatea O(1) pentru a intretine noua
semnificatie:

method union(root;, roots : V)
t < pred[root;] + pred[roots];
if (—pred[root,] > —pred[root;]) then
pred[rooty] < rooty; pred[root;] « t;
else
pred[root;] < rooty; pred[roots] + t;
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

(*) Vv € V, —pred[find(v)] > 2"

Cu alte cuvinte, numdrul de noduri din arborele cdruia ii apartine v este
cel putin 2 la puterea "distanta de la v la rdddcind".
Dupd pasul de initializare avem h(v) = 0,

find(v) = v, §i —pred[v] =1, Vv € V, deci (x) are loc cu egalitate.
S& presupunem cd () are loc inaintea unei iteratii din bucla . Sunt
posibile doud cazuri:

° Tabloul nu este

actualizat, deci (x) are loc gi dupd aceastd iteratie.
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

° Fie
union(z, y) acest apel, si sd presupunem ci in metoda se exe-
cutd atribuirea pred|y] < z. Aceasta Inseamnd cd inaintea aceastei
iteratii avem —pred[z] > —pred|y].

Nodurile v pentru care h(v) se modifici in aceastd iteratia sunt ace-
lea pentru care, inaintea iteratiei aveam find(v) = y si —pred[y] >
2h(v),

Dup4 iteratia , avem h'(v) = h(v) + 1 i find'(v) = z. Astfel,
trebuie s3 verificim ci —pred’[z] > 27 (*). Intr-adevir, —pred'[z] =
—pred[z] — pred[y] > 2 - (—pred[y]) > 2 - 2M¥) = 2h(¥)+1 — oR'(v),

Urmeazd cd (%) este un invariant al algoritmului. O
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A doua solutie

Aplicand logaritmul in (%) obtinem
h(v) < log (—pred[find(v)]) < logn,Vv € V.
Complexitatea timp a buclei este
O(n —1+2mlogn) = O(mlogn).

Astfel, aceastd a doua implementare pentru gl oferd o com-
plexitate timp a algoritmului Kruskal de O(m logn).
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A treia solutie

Complexitatea timp a buclei din solutia de mai sus este da-
toratd girului de apeluri . a observat cd un apel
cu h(v) > 1 poate si "colapseze" drumul din arbore de la v la
rdd3cing, fird a modifica timpul O(h(v)), fdcand h(z) = 1 pen-
tru toate nodurile z de pe drum. In acest fel, viitoarele apeluri

pentru aceste noduri vor fi mai rapide. Mai precis, functia
devine:

function find(v : V); // 4,7, auz sunt variabile locale.
14— v,
while (pred[z] > 0) do
1 < pred[i];
J <
while (pred[j] > 0) do
auz < pred[j]; pred[j] < 1; 7 < auz;
return 7;
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Algoritmul lui Kruskal — Union-Find — A treia solutie

Dacd A : N x N — N este functia lui Ackermann datd prin:

n+1, dacd m=0
(1) A(m,n)= A(m —1,1), dacim >0gin=0
A(m —1,A(m,n—1)), dacim >0s5in >0

gi dacd notam, Vm > n > 0,
a(m,n) =min{z : A(z,4[m/n]) >logn,z > 1}

obtinem cd

S& notdm cd a(m, n) este o functie care cregte foarte incet (pentru valori
practice ale lui n, a(m, n) < 3); astfel cea de-a treia solutie este practic
o implementare liniard (O(m)) a algoritmului lui Kruskal.
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Cuplaje

Fie G = (V, E) un (multi)graf. Dacd A C E gi v € V, notdm d4(v) =

|{e : e € A, e incidentd cu v}|, i. e., gradul lui v in subgraful generat
de 4, (A)g.

Familia tuturor cuplajelor din graful G este notatd cu Mg:

Meg={M : M C E, M cuplaj in G}.
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Cuplaje

Se observd cd M s satisface:

(i) @ € Mg;

(i) M e Mg, M'C M= M € Mg.
Fie M € Mg un cuplaj.

@ Unnod v € V cu dy(v) = 1 este numit de cdtre M, iar
mulfimea tuturor nodurilor lui G saturate de M este notatd cu
. Bvident,

S(M)=|J e, si|S(M)| =2 |M|.
ecM

@ Unnod v € V cu dy(v) = 0 este numit relativ la M (sau

de cdtre M), iar multimea tuturor nodurilor lui G expuse

relativ la M este notatd cu . Bvident cd E(M) = V \ S(M),
si [B(M) = | V| —2-|M].
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Problema cuplajului maxim:
P; Dat un graf G = (V, E), sd se determine M* € M astfel incat

|M*| = max |M]|.
MeMeg

Notdm cu »(G) = max |M|.

MeMg
Problema cuplajului maxim este strans legatd de problema acoperirii
minime cu muchii.




Acoperiri minime cu muchii

Familia acoperirilor cu muchii ale graful G este notatd cu Fg:

Fqg={F : F C E,F acoperire cu muchii a lui G}.

Fq are urmadtoarele proprietati
(i) Fe # @ < G nu are noduri izolate (caz in care E € Fg);
(i) Fe€ Fg,F' D F = F' € Fg.
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Cuplaje maxime — acoperiri minime cu muchii

Teorema 2

"<" Fie M* un cuplaj de cardinal maxim in G; consid-

erdm urmdtorul algoritm:
F « M*;
for (v € E(M*)) do
find v' € S(M*) a. 1. w' € E,
F+ FU{w'};

Algoritmica grafurilor - Cursul 6

7 noiembrie 2025

32/49



Cuplaje maxime — acoperiri minime cu muchii

Sd notdm cd, Vv € E(M™*), deoarece G nu are noduri izolate, existd
o muchie incidentd cu v, si, cum M* este maximal relativ la relatia
de incluziune, aceastd muchie are cel3lalt capdt in S(M*) (altfel putem
addga e la M* gi obtinem un cuplaj de cardinal mai mare decat M*).
Multimea F de muchii construitd este o acoperire cu muchii §i |F| =
|M*| + |BE(M*)| = |M*|+n—-2-|M*| =n—|M*|. Astfel

(2)

">" Fie F'* o acoperire minimd cu muchii a lui G; considerdm urmatorul
algoritm:
M «— F*;
for (Jv € V :dy(v) > 1) do
find e € M incidentd cu v;
M «— M\ {e};
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Cuplaje maxime — acoperiri minime cu muchii

Evident cd algoritmul construiegte un cuplaj M in G. Dacd muchia
e incidentd cu v (eliminatd din M intr-o iteratie ) este e = v/,
atunci dy(v') = 1 §i In urm&toarea iteratie vom avea dj (v') = 0; astfel,
la fiecare iteratie este creat un nod expus relativ la cuplajul final,
M (dacd ar exista o altd muchie e’, in multimea curentd M, incidenti
cu v, atunci deoarece e € F*, F*\ {e} ar fi o acoperire cu muchii de
cardinal mai mic decat F'*).

Astfel, dacd M este cuplajul construit de algoritm, avem: |F™*| — |M| =
|[E(M)|=n—2-|M]|,i. e,

(3)

Din (2) gi (3) derivd concluzia teoremei. [
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Cuplaje maxime — acoperiri minime cu muchii

Remarca

S& observam ca tocmai am demonstrat cd doud probleme si sunt
polinomial echivalente deoarece cuplajul M gi acoperirea cu muchii F
construite sunt solutii optime pentru cele doud probleme, respectiv.
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Problema cuplajului maxim

Fie G = (V, E) un graf si M familia cuplajelor sale.

@ Folosind formularea ca problem# de programare intreagd liniard
problema este usoard dacd graful este bipartit.

o Adaptdri combinatoriale ale algoritmului simplex pentru rezolvarea
problemei de programare liniard au condus la aga numita “metodad

ungard” pentru rezolvarea P In grafuri bipartite.

e Vom discuta o solufie mai rapid¥ g¥sitd de Hopcroft gi Karp (1973).

o Cu toate acestea, teorema de de dualitate din programarea liniard gi
integralitatea solutiei optime pot fi folosite pentru a obtine gi explica
rezultatele (deja dovedite) despre cuplaje in grafuri bipartite:
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(Hall, 1935) Fie G = (S, T'; E) un graf bipartit. Existd un cuplaj in G
care satureazd toate nodurile din S dacd gi numai daca

ING(A)| > |A|,VA C 5.

UTOIOrT = (o rann A To0r TS ol G Glio il S lapAs o lalinin Sl G Gl oAl L S hapAv ol -

(Konig, 1930) Fie G = (S, T'; E) un graf bipartit. Cardinalul maxim
al unui cuplaj in G este egal cu cardinalul minim al unei acoperiri cu
noduri a lui G, ¥(G) =n — a(G).

=) P =} L =)



Exercitii pentru seminarul 7

Determinati un arbore partial de cost minim in graful de
mai jos.

Algoritmica grafurilor - Cursul 6 7 noiembrie 2025 38 /49



Exercitii pentru seminarul 7

Fie G = (V, E) un graf conex §i ¢ : E — R o functie de
cost pe muchiile sale. O submulf{ime A C E este numitd {dieturd dacd
existd o bipartitie (S, T') alui V astfelincat A={uv € E : u € S,v €

T} (G \ A nu mai este conex).
(a) Daci in orice tdieturd existd o singurd muchie de cost minim, atunci

G contine un singur arbore partial de cost minim.
(b) Ar&tati cd, dacd c este functie injectivd, atunci G contine un singur
arbore partial de cost minim.

(c) Reciprocele afirmatiilor de mai sus sunt adevirate?

Fie G = (V, E) un graf conex de ordin n, ¢ : E — R,
si TZ*" familia arborilor s¥i partiali de cost (c) minim. Definim H =
(TZ™, E(H)) unde Ty T> € E(H) < |E(T1)AE(T,)| = 2. Ar&tati cd
H este conex §i cd diametrul siu este cel mult n — 1.
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Exercitii pentru seminarul 7

Fie G = (V, E) un graf conex §i ¢ : R — R. Pentru un
arbore partial T = (V,E') € Tg, §i v # w € V not¥m cu P2, singurul
vw-drum din 7. Ardtati cd un arbore partial T* = (V, E*) este de cost
minim dacd gi numai dacd

Ve=vwe E\E*"Ve cE(PL), avem c(e) > c(e').

Fie G = (V, E) un graf 2-muchie-conex §i ¢ : E — R.
Dacid T = (V, E') este arbore partial de cost minim al lui G §i e € E’,
T — e are exact dou¥ componente conex T si T4, respectiv. Not¥m cu
er # e o muchie de cost minim in tdietura generatd de (V(Ty), V(T3))
in G — e. Ardtati cd, dacd T este un arbore partial de cost minim al
lui G,sie€ E(T*), atunci T* — e + e~ este un arbore partial de cost
minim G — e.
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Fie G = (V, E) un graf conex gi ¢ : E — R o functie de
cost injectivd pe muchiile sale. Considerdm urmétorul algoritm
for (e € E) do
v(e) < r; // toate muchiile sunt colorate cu rosu; in timpul executiei

vor fi rosii, albastre sau

while ((3A C E, tHieturd cu y(e') # v, unde c(e') = mi}141 c(e)) sau
ec

(3C, un circuit cu y(e') # a, unde c(e') = max c(e))) do
e€
pentru o t¥ieturd, A, y(e’) ;
pentru un circuit, C, y(e’) «+ a;
return H =(V,{e € E : y(e) =v});

Ardtati cd

(_
N

(a) o muchie apartine unui arbore partial de cost minim daci gi numai
dacd este de cost minim Intr-o taieturd;

(b) o muchie nu apartine nici unui arbore partial de cost minim dacd

gi numai dacd este de cost maxim intr-un circuit;
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(c) algoritmul nu se opregte cidtd vreme mai existd muchii rosii in graf;

(d) algoritmul se opregte pentru orice alegere a muchiilor e’, iar H
este singurul arbore partial de cost minim din G.

Fie H un graf conex, @ # A C V(H), si w : E(H) —
Ry. Un arbore Steiner pentru (H, A, w) este un arbore T'(H, A, w) =
(Vp,Er) C H cu A C Vr care are costul minim printre toti arborii
care contin A, gi care sunt sunt subgrafuri ale lui H:

s[T(H,A w)] = Z w(e) =

ecHErp

=min{ > w(e): T'=(Vy, Eq)arborein H,AC Vp
e€Eqp:

(a) Ardtati cd un arbore Steiner poate fi determinat in timp polinomial
daci A = V(H) sau |Al = 2.
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(b) Fie G = (V,FE) un graf conex cu V = {1,2,...,n},si A C V,

avem de asemeni gi o functie de cost ¢ : £ — R,. Considerdm
graful complet X, (cu V(K,) = V) si definim ¢ : E(K,) — R;:

¢(y) =min< ¢(P) = Z c(e) : P este yy-drum in G
ecE(P)

Demonstrati cd s[T(G, A,c)] = s[T(Kp, A, )] si ardtati cum
se poate construi un arbore Steiner T'(X,, A,¢) dintr-un arbore
Steiner T(G, 4, ¢).

Ardtati cd existd un arbore Steiner T'(X,, A, <) astfel incat toate
nodurile sale din afara lui A au gradul cel pufin 3. Folosind aceastd
proprietate ardtati cd existd un arbore Steiner T'(K,, A,¢) cu cel
mult 2| A| — 2 noduri.
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Considerdm o ordonare E = {ey, es, ..., e, a muchiillor
unui graf conex G = (V, E) de ordin n. Pentru orice submultime A C E
definim x4 € GF™ vectorul caracteristic m-dimensional al multimii A:
x4 =1 e € A. GF™ este spatiul m-dimensional peste Z,.
(a) Ardtati cd submultimea vectorilor caracteristici corespunzdtori tu-

turor tdieturilor din G impreund cu vectorul nul este un subspatiu
X al lui GF™.

(b) Ardtati cd submultimea vectorilor caracteristici corespunzdtori tu-
turor circuitelor din G genereazd un subspatiu U al lui GF™ care
este ortogonal pe X.

(c) Ardtati cd dim(X) > n — 1.
(d) Aritati ci dim(U) >

(¢) In final, dovediti c¥ inegalititile de mai sus sunt de fapt egalititi.

m —n + 1.
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Fie G = (V, E) un graf conex §i ¢ : E — R o functie de
cost pe muchiile sale.
a) Fie T* un arbore partial de cost c¢-minim al lui G si € > 0. Ardtati
cd T* este singurul arbore partial de cost ¢-minim al lui G, unde

] c(e) —¢, dacd ec E(T*)
(e) = { c(e), altfel

b) Deduceti de aici cd pentru orice arbore partial de cost minim, T,
al lui G existd o ordonare a muchiilor lui G astfel incat algoritmul lui
Kruskal returneaza T*.

Fie G un graf, s,t € V gi ¢ : BE(G) — R, o functie de
cost definitd pe muchiile sale. Pentru orice drum (cu cel putin o muchie)
definim locul tngust ca fiind costul minim al uneia dintre muchiile sale.
Proiectati un algoritm eficient care sa determine un st-drum cu locul
ingust maxim (printre toate st-drumurile din G).
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Fie G = (V, E) un graf conex gi ¢ : E — R o functie de
cost injectivd. Fie T™ un arbore partial de cost minim al lui G §i Ty un
arbore partial cu cel de-al doilea cel mai mic cost in G.

(a) Ty este unicul arbore partial cu cel de-al doilea cel mai mic cost in
G?

(b) Ardtati cd |E(T*)AE(Ty)| = 2.

(c) Descrieti un algoritm pentru a determina un arbore partial cu cel
de-al doilea cel mai mic cost in G.
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Fie G = (V, E) un graf conex gi ¢ : E — R o functie de
cost. Adevdrat sau fals? (Justificati rdspunsurile!)
(a) Orice muchie de cost minim din G este continutd intr-un anume
arbore partial de cost minim din G.
(b) Dacd G are un circuit, C, cu o singurd muchie de cost minim, atunci

acea muchie este confinutd in orice arbore partial de cost minim din
G.

(c) Dacd o muchie este continutd intr-un arbore partial de cost ¢ minim
din G, atunci acea muchie este de cost minim intr-o anumitd t3i-
eturd a lui G.
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Determinati numdrul de cuplaje maxime ale urmatorului
graf:

1 2 3 2n—2 2n—1 2n

Doi copii se joacd pe un graf dat, G, astfel: fiecare alege
alternativ un nod nou wg, v1,... aga Incét, pentru orice ¢+ > 0, v; este
adiacent cu v;,_1. Jucdtorul care nu mai poate alege un nod nou pierde
jocul. Ardtati cd jucdtorul care incepe jocul are intotdeauna o strategie
de cagtig dacd gi numai dacd G nu are un cuplaj perfect.

Fie S o multime nevidd gi finitd, k¥ € N*, iar A =
(Ai)lgigk §i B = (Bi)lgigk doud parti‘gii ale lui S. Aréta’gi ci A
gi B admit un sistem comun de reprezentanti, i. e., existd ra,75 :
{1,2,...,k} — S asa incit pentru orice 1 < 1 < k, ra(z) € A; si

r8(1) € B;, iar cele doud functii au aceagi imagine.
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Let X be a finite set, Xi,..., X, C X, and dy, ds,...d, €
N. Prove that there are n disjoint subsets Y¥; C X;, |Y;|=4d;,,Vi=1,n
if and only if

U

1e]

> d,

1]

forall I C{1,...,n}.

Every p-regular bipartite graph has a perfect matching
(p2>1).

Let G = (S, T; E) a bipartite graph. Use Hall’s theorem
to prove that, for every 0 < k < |S|, G has a matching of cardinality at
least |S| — k if and only if [Ng(A)| > |A| — k, VAC S.
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