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Cuprins

1 Conexiune
Teorema lui Menger
p-conexiune
Teorema lui König
Teorema lui Hall
Teorema lui Dirac

2 Arbori
Elemente de baz 
Num rarea arborilor parµiali: Teorema lui Kirchho�-Trent

3 Exerciµii pentru seminarul 6 (s pt mâna 3 - 7 noiembrie)

4 Anex  - Generarea tuturor arborilor parµiali

Algoritmica grafurilor - Cursul 5 31 octombrie 2025 2 / 45



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

De�niµia 1

Fie G = (V ;E) un (di)graf ³i X ;Y � V . Un XY -drum este orice

drum P din G de la un nod x 2 X la un nod y 2 Y astfel încât

V (P) \X = fxg ³i V (P) \Y = fyg.

Not m cu P(X ;Y ;G) familia tuturorXY -drumurilor dinG . Observ m
c  dac  x 2 X \Y atunci P = fxg, de lungime 0, este un XY -drum.

Exemplu
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b

b

b

b

b

b
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f

x
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X
Y

XY -paths: (b, e, y), (c, f, x), and (a, g, y); an Y X-path: (y, f, b)

c

Algoritmica grafurilor - Cursul 5 31 octombrie 2025 3 / 45



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Spunem c  drumurile P1 ³i P2 sunt disjuncte (pe noduri) dac 
V (P1) \V (P2) = ?.

Motivat  de problemele practice din reµelele de comunicaµii ³i de
asemeni de studiile teoretice asupra conexiunii în (di)grafuri, este de
interes determinarea mulµimilor de cardinal maxim de XY -drumuri
disjuncte.

Not m cu p(X ;Y ;G) num rul maxim de XY -drumuri disjuncte
în G .

Teorema care determin  acest num r este datorat  lui Menger
(1927) ³i reprezint  unul dintre rezultatele fundamentale din Teoria
grafurilor.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

De�niµia 2

Fie G = (V ;E) un (di)graf ³i X ;Y � V . O mulµime XY -separatoare
în G este orice submulµime Z � V astfel încât

V (P) \ Z 6= ?; pentru �ecare P 2 P(X ;Y ;G):

Not m cu

S(X ;Y ;G) = fZ : Z este mulµime XY -separatoare din Gg ³i

k(X ;Y ;G) = min fjZ j Z 2 S(X ;Y ;G)g

Din de�niµie urmeaz  c :

Dac  Z 2 S(X ;Y ;G), atunci P(X ;Y ;G n Z ) = ?.

X ;Y 2 S(X ;Y ;G).

Algoritmica grafurilor - Cursul 5 31 octombrie 2025 5 / 45



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Exemplu
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c

Z

A XY -separating set: Z = {g, e, d}

Dac  Z 2 S(X ;Y ;G), atunci A 2 S(X ;Y ;G), 8A astfel încât
Z � A � V .

Dac  Z 2 S(X ;Y ;G) ³i T 2 S(Z ;Y ;G), atunci
T 2 S(X ;Y ;G).
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Teorema 1

Teorema lui Menger. Fie G = (V ;E) un (di)graf ³i X ;Y � V . Atunci
p(X ;Y ;G) = k(X ;Y ;G).
(I. e., num rul maxim de XY -drumuri disjuncte = cardinalul minim al
unei mulµimi XY -separatoare.)

Demonstraµie:
k(X ;Y ;G) > p(X ;Y ;G) = r . Fie P1; : : : ;Pr XY -drumuri disjuncte
din G ; Z \V (Pi ) 6= ?, 8Z 2 S(X ;Y ;G). Deoarece drumurile Pi sunt
disjuncte pe noduri:

jZ j >

∣∣∣∣∣Z \
Ç

r[

i=1

V (Pi )

å∣∣∣∣∣ = rX

i=1

jZ \V (Pi )j >
rX

i=1

1 = r :

Astfel, jZ j > r , 8Z 2 S(X ;Y ;G); astfel k(X ;Y ;G) > r .
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

k(X ;Y ;G) 6 p(X ;Y ;G). Omis . (Vom ar ta mai târziu c  8G =

(V ;E) ³i 8X ;Y � V , 9k(X ;Y ;G) XY -drumuri disjuncte în G

folosind �uxuri în anumite reµele.) �

Menger (1927) a enunµat echivalent teorema de mai sus, utilizând dru-
muri intern-disjuncte: P1;P2 2 Pst astfel încât V (P1)\V (P2) = fs ; tg:

Teorema 2

Fie G = (V ;E) un (di)graf ³i s ; t 2 V , astfel încât s 6= t , st =2 E .

Exist  k drumuri intern-disjuncte de la s la t în G dac  ³i numai dac 

exist  cel puµin un drum de la s la t în (di)graful obµinut din G prin

³tergerea oric rei mulµime de < k noduri diferite de s ³i t .
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµia echivalenµei:
Teorema 1 ) Teorema 2: lu m X = N+

G (s) (NG(s)) ³i Y = N�
G (t)

(NG(t)). p(X ;Y ;G) este num rul maxim de drumuri intern-disjuncte
de la s la t în G. k(X ;Y ;G) este cardinalul minim al unei mulµimi de
noduri prin a c ror ³tergere s ³i t se deconecteaz .

b

b

b

b

b

b

b

b

X
Y

b
b

b

b

bb b ts

Teorema 2 ) Teorema 1: ad ug m dou  noi noduri s ³i t (di)grafului
G , ³i toate muchiile (orientate) de la s la orice nod din X ³i de la orice
nod din Y la t . Num rul maxim de drumuri intern-disjuncte de la s

la t în G este p(X ;Y ;G); cardinalul minim al unei mulµimi de noduri
prin a c ror ³tergere s ³i t se deconecteaz  este k(X ;Y ;G) . �
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Aplicaµii: p-conexiune

Un graf G este p-conex (p 2 N�) dac  �e G = Kp , �e jG j > p ³i
G nA este conex pentru orice A � V (G) cu jAj < p.

Din Teorema 2, o caracterizare echivalent  a p-conexiunii este:
Un graf G este p-conex (p 2 N�) dac  �e G = Kp , �e 8st 2 E(G)

exist  p drumuri intern-disjuncte de la s la t în G .

num rul de conexiune pe noduri al grafului G , k(G), este cel mai
mare p pentru care G este p-conex.

Urmeaz  c , pentru a calcula k(G), trebuie a�at

min
st =2E(G)

p(fsg; ftg;G)

care poate � determinat în timp polinomial folosind �uxuri în reµele.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Aplicaµii: Teorema lui König

O acoperire cu noduri (vertex cover) a grafului G este o mulµime
Z � V (G) de noduri astfel încât G � Z este un graf nul (orice
muchie din G are cel puµin o extremitate în Z ).

Un caz special al Teoremei 1 se obµine când G este bipartit iar
X = S ³i Y = T sunt cele dou  clase ale bipartiµiei lui G :

Teorema 3

(König, 1931) Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit. Atunci, cardinalul

maxim al unui cuplaj din G este egal cu cardinalul minim al unei

acoperiri cu noduri a lui G .

Demonstraµie: Cardinalul maxim al unui cuplaj în G este p(S ;T ;G) =

k(S ;T ;G), din Teorema 1. Deoarece o mulµime de noduri este o
mulµime ST -separatoare dac  ³i numai dac  este o acoperire cu noduri,
Teorema 3 este dovedit . �
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Aplicaµii: Teorema lui Hall

Fie I ³i S mulµimi �nite nevide. O familie submulµimi ale lui S
(indexat  dup  I ) este o funcµie A : I ! 2S . Not m A = (Ai )i2I
³i (folosind notaµia funcµional ) A(J ) =

[

j2J

Aj (pentru J � I ).

O funcµie de reprezentare pentru familia A = (Ai )i2I este orice
funcµie rA : I ! S cu proprietatea rA(i) 2 Ai , 8i 2 I ; atunci,
(rA(i))i2I este numit un sistem de reprezentanµi pentru A.

Dac  funcµia de reprezentare, rA, este injectiv , atunci rA(I ) este o
submulµime a lui S ³i este numit  sistem de reprezentanµi distincµi
pentru A, sau o transversal  a lui A.

Problema central  în Teoria Transversalelor este de a caracteriza
familiile care admit o transversal  (cu anumite propriet µi). Teo-
rema lui Hall (1935) este primul rezultat de acest tip.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Teorema 4

(Hall, 1935) Familia A = (Ai )i2I de submulµimi ale lui S are o transver-

sal  dac  ³i numai dac 

(H) jA(J )j > jJ j;8J � I :

Demonstraµie: ")" Dac  rA este o funcµie de reprezentare injectiv 
pentru A, atunci rA(J ) � A(J ), 8J � I . Astfel, rA �ind injectiv ,
jA(J )j > jrA(J )j = jJ j.
"(" Fie GA = (I ;S ;E) graful bipartit asociat familiei A (dac  I \S 6=
?, putem considera copii izomorfe disjuncte), unde E = fis ji 2 I ; s 2

Aig. Se observ  c  NGA(i) = Ai . Mai mult, A are o transversal  dac 
³i numai dac  GA are un cuplaj de cardinal jI j.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµia Teoremei lui Hall (continuare): Ar t m c  dac  relaµia
(H) are loc, atunci orice acoperire cu noduri a lui GA are cel puµin jI j
noduri, ³i - din Teorema lui Konig - GA are un cuplaj de cardinal jI j (I
este o acoperire cu noduri a lui GA).
Fie X = I 0 [ S 0 � I [ S o acoperire cu noduri a lui GA: urmeaz  c 
NGA(I n I

0) � S 0, adic , A(I n I 0) � S 0. Atunci,

jX j = jI 0j+ jS 0j > jI 0j+ jA(I n I 0)j:

Deoarece are loc (H), obµinem

jX j > jI 0j+ jA(I n I 0)j > jI 0j+ jI n I 0j = jI j: �
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Aplicaµii: Teorema lui Dirac (structura grafurilor p-conexe)

Lema 1

Fie G = (V ;E) un graf p-conex de ordin jG j > p + 1, U � V , jU j = p

³i x 2 V n U . Atunci exist  p xU -drumuri astfel încât oricare dou 

dintre ele îl au numai pe x drept nod comun.

Demonstraµie: Fie G 0 = (V [ fzg;E 0), unde E 0 = E [ fzu : u 2 Ug.

b

b

b

b

b

bb

b
b

b

b b
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Aplicaµii: Teorema lui Dirac (structura grafurilor p-conexe)

Demonstraµie (continuare). Atunci, G 0 este un graf p-conex. Într-
adev r, �e A � V (G 0) cu jAj 6 p � 1. Dac  A � V (G), atunci G 0 �A

este conex (din p-conexiunea lui G, G � A este conex; cum jAj < p,
9u 2 U nA ³i, astfel, muchia zu este în E(G 0�A). Dac  z 2 A, atunci
G 0 �A = G �A care este conex.
Lema urmeaz  aplicând Teorema 2 grafului G 0 ³i perechii x ; z . �

Propoziµia 1

Fie G = (V ;E) un graf p-conex, p > 2. Atunci, pentru orice dou 

muchii e1 ³i e2 ale lui G ³i pentru orice, x1; : : : ; xp�2, p � 2 noduri ale

lui G , exist  un circuit în G care conµine toate aceste muchii ³i noduri.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie: Inducµie dup  p.
Pentru p = 2, trebuie s  ar t m c  într-un graf 2-conex, G , orice dou 
muchii e1 ³i e2 aparµin unui circuit. Fie G 0 graful obµinut din G prin
inserarea unui nod a pe e1 ³i a unui nod b pe e2:

b
b

bb
b

b

bb

b

b

b

b b

b b

b b

b
e1

e2

a

b

G G′

G 0 este 2-conex (orice graf de tipul G 0 � v este conex). Astfel,exist 
dou  drumuri intern-disjuncte de la a la b, care dau circuitul din G

conµinând e1 ³i e2.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie (continuare). În pasul inductiv, �e p > 3, presupunem c 
Propoziµia este adev rat  pentru orice graf p0-conex cu 2 6 p0 < p, ³i
consider m un graf p-conex G , dou  dintre muchiile, sale e1 ³i e2 ³i o
mulµime de p � 2 noduri fx1; x2; : : : ; xp�2g.
Putem presupune c  nicio extremitate v a lui e1 sau e2 nu aparµine
mulµimii fx1; x2; : : : ; xp�2g (altfel, aplic m ipoteza inductiv  ³i obµinem
c  în graful (p � 1)-conex, G , exist  un circuit C conµinând e1; e2 ³i
mulµimea de noduri fx1; x2; : : : ; xp�2g n fvg; iar v este un nod al lui C
deoarece e1 ³i e2 sunt muchii ale lui C ).
Graful G � xp�2 este (p � 1)-conex. Din ipoteza inductiv , exist  un
circuit � care conµine x1; x2; : : : ; xp�3, e1 ³i e2. FieY mulµimea nodurilor
lui �. Evident, jY j > p (mulµimii de p � 3 noduri x1; x2; : : : ; xp�3, îi
ad ug m cel puµin trei extremit µi ale muchiilor e1 ³i e2). Din Lema 1,
exist  p xp�2Y -drumuri astfel încât oricare dou  dintre ele au în comun
doar un singur nod, xp�2.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie (continuare). Fie Pxp�2y1 ;Pxp�2y2 ; : : :Pxp�2yp aceste dru-
muri, unde ordinea y1; : : : ; yp se obµine în urma unei parcurgeri a lui �.
Nodurile y1; : : : ; yp împart circuitul � în drumurile Py1y2 ,
Py2y3 ; : : : ;Pyp�1yp , Pypy1 :

b

b

b

b

b

b b

b

xp−2

y1

yp

yi

y2
µ

Cel puµin unul dintre drumurile de mai sus nu conµine niciun element
din mulµimea x1; x2; : : : ; xp�3, e1 ³i e2 (pigeon hole principle).
Fie Py1y2 acest drum (altfel, renumerot m nodurile yi ).
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie (continuare). Atunci,

Pxp�2y2 ;Py2y3 ; :::;Pypy1 ;Py1xp�2

este circuitul din G care conµine x1; x2; : : : ; xp�2, e1 ³i e2. �

Teorema 5

(Dirac, 1953) Prin orice p > 2 noduri ale unui graf p-conex trece un

circuit.

Demonstraµie: FieG = (V ;E) un graf p-conex, p > 2. Fie x1; x2; : : : ; xp
p noduri ale lui G . Deoarece G este conex, exist  muchiile e1 = xxp�1

³i e2 = yxp . Atunci, teorema urmeaz  din Propoziµia 1. �
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

O aplicaµie interesant  a Teoremei 5 ³i Propoziµiei 1 este urm toarea
condiµie su�cient  pentru ca un graf s  �e Hamiltonian dat  de Erdös ³i
Chvatal.

Teorema 6

(Erdös-Chvatal, 1972) Fie G = (V ;E) un graf p-conex. Dac  �(G) 6 p

atunci G este graf Hamiltonian.

Demonstraµie: S  presupunem, prin contradicµie c  G nu este Hamilto-
nian. Fie C un cel mai lung circuit din G .
Din Teorema lui Dirac jC j > p ³i din presupunerea noastr , exist  un
nod v 2 V (G) nV (C ) 6= ?.
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie (continuare). Cum jC j > p, putem repeta argumentul
din demonstraµia Propoziµiei de mai sus pentru a ar ta c  exist  Pvv1 ,
Pvv2 ; : : : ;Pvvp , p vC -drumuri care se intersecteaz  dou  câte dou  doar
în v ³i cu extremit µi vi etichetate în ordinea în care apar la o parcurgere
a circuitului.
Fie wi succesorul nodului vi pe circuit.

b

b

b

b

b

b

v

v1

vj

vi

v2

C

b

wj

w1

w2

wi

b

b
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Conexiune - Teorema lui Menger ³i aplicaµii

Demonstraµie (continuare). Observ m c  vwi =2 E (altfel, circuitul
vwi ;wi ;C n fwivig;Pviv este mai lung decât C , contradicµie).
Deoarece �(G) 6 p, mulµimea fv ;w1;w2; : : : ;wpg nu este stabil , ³i din
remarca de mai sus, urmeaz  c  exist  o muchie wiwj 2 E .
Dar atunci, Pvvi , inversul drumului de la vi la wj de pe circuit, muchia
wjwi , drumul de la wi la vj de pe circuit, ³i drumul Pvj v ofer  un circuit
mai lung decât C , contradicµie). �
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Arbori - Elemente de baz 

Un arbore este un graf conex f r  circuite.

Teorema 7

Fie G = (V ;E) un graf. Atunci urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:

(i) G este un arbore (este conex ³i nu are circuite).

(ii) G este conex ³i este minimal cu aceast  proprietate.

(iii) G nu are circuite ³i este maximal cu aceast  proprietate.

Demonstraµie: Omis . �

Minimalitatea ³i maximalitatea din a�rmaµiile de mai sus sunt relativ
la relaµia de ordine parµial  dat  de incluziune pe submulµimile muchii.
Mai precis a�rmaµile (ii) ³i (iii) înseamn :
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Arbori - Elemente de baz 

(ii) G este conex ³i 8e 2 E , G � e nu este conex.

(iii) G nu are circuite ³i 8e =2 E , G + e are un circuit.

De�niµie

Fie G = (V ;E) un (multi)graf. Un arbore parµial G este un graf parµial

al lui G, T = (V ;E 0) (E 0 � E), care este arbore. Not m cu TG
mulµimea tuturor arborilor parµiali ai lui G.

Remarci

1. TG 6= ? dac  ³i numai dac  G este conex. Într-adev r, dac  TG 6= ?,
atunci exist  un arbore parµial T = (V ;E 0) al lui G . T este conex, deci
între orice dou  noduri ale lui G exist  este un drum P în T . Deoarece
E 0 � E , P este un drum ³i în G , deci G este conex.
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Arbori - Elemente de baz 

Reciproc, dac  G este conex, atunci consider m urm torul algoritm:

T  G ;
while (9e 2 E(T ) astfel încât T � e este conex) do
T  T � e ;

Din construcµie, T este graf parµial al lui G , ³i are loc a�rmaµia (ii) din
Teorema 7, deci T este un arbore.

2. O alt  demonstraµie constructiv  (dac  G este conex atunci TG 6= ?)
se bazeaz  pe observaµia c  exist  o muchie în cross între cele dou  clase
ale oric rei bipartiµii a lui V : 9e = v1v2 2 E cu vi 2 Vi , i = 1; 2.
Dac  jV j = n > 0 atunci urm torul algoritm construie³te un arbore
parµial al grafului conex G = (V ;E):
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Arbori - Elemente de baz 

k  1; T1  (fvg;?); // v 2 V
while (k < n) do
�e xy 2 E cu x 2 V (Tk ); y 2 V nV (Tk );
// o astfel de muchie exist  din conexiunea lui G
V (Tk+1) V (Tk ) [ fyg;
E(Tk+1) E(Tk ) [ fxyg;
k ++;

Evident, Tk este un arbore 8k = 1;n (inductiv, dac  Tk este un arbore
atunci, din construcµie, Tk+1 este conex ³i nu are circuite). Mai mult,
avem jV (Tk )j = k ³i jE(Tk )j = k � 1, 8k = 1;n .
3. Dac  aceast  construcµie este aplicat  unui arbore G cu n noduri,
vom obµine c  G are n � 1 muchii. Aceast  proprietate poate � folosit 
pentru a extinde Teorema 7 cu alte caracteriz ri ale arborilor:
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Arbori - Elemente de baz 

Teorema 8

Urm toarele a�rmaµii sunt echivalente pentru un graf G = (V ;E) cu n

noduri:

(i) G este un arbore.

(ii) G este conex ³i are n � 1 muchii.

(iii) G nu are circuite ³i are n � 1 muchii.

(iv) G = Kn pentru n 2 f1; 2g, iar pentru n > 3 G 6= Kn ³i G + e are

exact un circuit, pentru orice muchie e =2 E .

Demonstraµie: Omis . �
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Arbori - Num rarea arborilor parµiali

Fie G = (V ;E) un multi-graf cu V = f1; 2; : : : ;ng, ³i matricea de
adiacenµ  A = (aij )n�n (aij = multiplicitatea muchiei ij dac  ij 2 E , 0
altfel). Fie

D = diag(dG(1);dG(2); : : : ;dG(n)) =

á
dG(1) 0 : : : 0
0 dG(2) : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : dG(n)

ë
:

Matricea Laplacian  a lui G (sau Laplacianul) este de�nit  ca �ind:

L[G] = D� A:

Observ m c  suma tuturor elementelor din �ecare linie sau din �ecare
coloan  a lui L[G ] este 0. Not m cu L[G ]ij minorul matricii L[G] obµinut
prin ³tergerea liniei i ³i a coloanei j .
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Arbori - Num rarea arborilor parµiali

Teorema 9

(Kirchho�-Trent). Fie G un (multi)graf cu mulµimea nodurilor

f1; : : : ;ng ³i Laplacianul L[G ]. Atunci, num rul arborilor parµiali ai

lui G este: jTG j = det(L[G ]ii ), 81 6 i 6 n .

Demonstraµie: Omis . �

Corolar

(Formula lui Cayley). jTKn j = nn�2.

Demonstraµie:

L[Kn ] =

á
n � 1 �1 : : : �1
�1 n � 1 : : : �1
...

...
. . .

...

�1 �1 : : : n � 1

ë
:
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Arbori - Num rarea arborilor parµiali

Astfel:

det(L[Kn ]11) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n � 1 �1 : : : �1
�1 n � 1 : : : �1
...

...
. . .

...
�1 �1 : : : n � 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dac  adun m toate liniile la prima obµinem∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 : : : 1
�1 n � 1 : : : �1
...

...
. . .

...
�1 �1 : : : n � 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= nn�2: (De ce?)

�
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 1. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i v 2 V astfel încât

NG(v) 6= V n fvg. Pentru X � V not m NG(X ) =

(
[

v2X

NG(v)

)
nX .

Evident, mulµimea A = fvg satisface urm toarele propriet µi:

(i) v 2 A ³i [A]G este conex.

(ii) N = NG(A) 6= ?.

(iii) R = V n (A [N ) 6= ?.
(a) Ar taµi c , dac  A � V este orice mulµime noduri care satisface

(i) - (iii) ³i maximal  (relativ la "�") cu aceste propriet µi, atunci
8x 2 R ³i 8y 2 N avem xy 2 E .

(b) Dovediµi c  dac  A este ca la (a) ³i G este fCkgk>4-free, atunci N
este o clic  în G .

(c) Deduceµi c  Kn (n 2 N�) sunt singurele grafuri regulate, triangulate
³i conexe.
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 2. Un graf de ordin cel puµin trei este numit con�denµial
conex dac , pentru orice trei noduri distincte a ; b ³i c, exist  un drum
de la a la b astfel încât c este diferit de ³i nu este adiacent cu niciun nod
intern (dac  exist ) al acestui drum. (Un exemplu de graf con�denµial
conex este graful complet Kn , cu n > 3.)
Ar taµi c  un graf conex, necomplet, G = (V ;E), cu cel puµin trei
noduri este con�denµial conex dac  ³i numai dac :

(i) pentru orice v 2 V , NG(v) 6= ? ³i induce un subgraf conex;

(ii) orice muchie a lui G face parte dintr-un C4 indus sau este muchia
median  a unuiP4 indus.

Exerciµiul 3. Dovediµi c  un graf conex, p-regulat ³i bipartit este 2-
conex.
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 4. Fie G = (V ;E) un digraf. Demonstraµi c :
(a) G este tare conex dac  ³i numai dac  pentru orice S ( V , S 6= ?,

exist  m car un arc care pleac  din S .

(b) Dac  G este tare conex ³i poate � deconectat prin ³tergerea a cel
mult p arce (i. e., 9A � E , jAj 6 p astfel încât G �A nu este tare
conex), atunci G poate � deconectat prin inversarea a cel mult p
arce (adic  9B � E , jB j 6 p astfel încât G 0 = (V ; (E nB) [ fuv :

vu 2 Bg) nu este tare conex).

Exerciµiul 5. Fie G un graf 2-muchie-conex (G � e este conex, 8e 2
E(G)). De�nim urm toarea relaµie binar  e � f dac  e = f or G �
fe ; f g nu este conex.
(a) Ar taµi c  e � f dac  ³i numai dac  e ³i f aparµin acelora³i circuite.

(b) Ar taµi c  o clas  de echivalenµ  [e ]� este inclus  într-un circuit.

(c) �tergând toate muchiile dintr-o clas  de echivalenµ  [e ]�, compo-
nentele conexe ale grafului r mas sunt grafuri 2-muchie-conexe.
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 6.

(a) Fie G un graf cu cel puµin 3 noduri. Dac  G este 2-conex, atunci
putem s -i orient m muchiile a³a încât graful orientat rezultat s 
�e tare conex.

(b) Reciproca a�rmaµiei de mai sus este adev rat ?

Exerciµiul 7.

(a) Fie G un graf 2-conex, necomplet ³i xy 2 E(G). Ar taµi c  G�xy
sau Gjxy este 2-conex.

(b) Daµi câte un exemplu de un graf G ³i o muchie xy 2 E(G) astfel
ca: (b1) G�xy ³i G jxy sunt 2-conexe; (b2) G�xy nu este 2-conex
dar G jxy este 2-conex; (b3) G � xy este 2-conex dar G jxy nu este
2-conex;
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 8. Pentru un graf conex G dat aplic m urm torul algoritm:
Q  fGg; // Q este o coad ;

while (Q 6= ?) }
H  pop(Q);
�e A � V (H ) o mulµime de articulaµie minimal  din H ;
�e G1; : : : ;Gk componentele conexe ale lui H �A;
pentru (j = 1 to k)
push(Q; [A [V (Gj )]G);

}
Observ m c  dac  G este a graf complet, atunci în Q nu se mai adaug  vreun alt

graf.

a) Ar taµi c  orice graf ad ugat în Q este conex.

b) Dovediµi c  num rul total de grafuri ad ugate la coada Q este cel
mult jG j2.
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 9. Fie G = (V ;E) un graf conex ³i T1;T2 doi arbori parµiali
ai lui G (T1;T2 2 TG).

(a) Dovediµi c  T1 poate � transformat în T2 prin aplicarea repetat 
a urm toarei proceduri: ³terge o muchie ³i adaug  o alt  muchie
arborelui curent.

(b) Dac , în plus, G este 2-conex ar taµi c  T1 poate � transformat în
T2 prin aplicarea repetat  a urm toarei proceduri: ³terge o muchie
uv ³i adaug  o alt  muchie uw arborelui curent.

Exerciµiul 10. Demonstraµi c  mulµimea de muchii a unui graf complet
Kn (n > 2) poate � partiµionat  în dn=2e submulµimi �ecare reprezen-
tând mulµimea de muchii ale unui arbore (subgraf al lui Kn).
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 11. Fie n un întreg pozitiv ³i Gn = (V ;E) un graf de�nit
astfel:

- V = f(i ; j ) : 1 6 i ; j 6 ng;

- (i ; j )(k ; l) 2 E (pentru (i ; j ) 6= (k ; l) din V ) dac  ³i numai dac 
i = l sau j = k .

Ar taµi c  Gn este universal pentru familia arborilor de ordin n : pentru
orice arbore T de ordin n , 9A � V astfel încât T �= [A]Gn .

Exerciµiul 12. Ar taµi c  un turneu este tare conex dac  ³i numai dac 
are un circuit hamiltonian.
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Exerciµii pentru seminarul 6

Exerciµiul 13. Se consider  reµeaua stradal  a unui ora³. Se ³tie c  putem
îndep rta posibilitatea de a merge în cerc în ora³ pe aceast  reµea prin
blocarea a cel mult p sensuri de str zi (prin blocarea unui singur sens se
înµelege obstrucµionarea sensului vizat de pe strad ). Ar taµi c  putem
îndep rta posibilitatea de a merge în cerc în ora³ pe reµeaua sa stradal 
prin inversarea a cel mult p sensuri de str zi.
(Inversarea unui sens pe o strad  cu dou  sensuri implic  p strarea doar
a celuilalt sens; inversarea sensului unei str zi cu un singur sens implic 
introducerea celuilalt sens.)

Exerciµiul 14. Câµi arbori parµiali are un graf bipartit complet Kn ;n?
Aceea³i întrebare pentru Kp;q .

Exerciµiul 15. Ar taµi c  un graf cu cel puµin trei noduri este 2-conex
dac  ³i numai dac  orice dou  noduri distincte ale sale se g sesc pe un
circuit.
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Arbori - Generarea TG

Descriem o metod  simpl  de tip backtracking pentru a genera
toµi arborii parµiali ai unui graf conex G = (V ;E), unde V =

f1; : : : ;ng, jE j = m .

Mulµimea de muchii, E , va � reprezentat  cu un tablou E [1::2; 1::m ]

cu elemente din V , cu semni�caµia: dac  v = E [1; i ] ³i w = E [2; i ],
atunci vw este muchia i a lui G . Mai mult, vom presupune c 
primele dG(v0) coloane din tabloul E au v0 în linia 1 (E [1; i ] = v0,
8i = 1; dG(v0)), pentru v0 2 V .

b b

b b

b

x

y z

u

v

x x

v y

y

u

z

v

z

u

u

v

1 2 3 4 5 6

(v0 = x)

1

2 3

4

5

6

Algoritmica grafurilor - Cursul 5 31 octombrie 2025 40 / 45



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Arbori - Generarea TG

Un arbore parµial T 2 TG va � reprezentat ca o mulµime de
n � 1 indec³i (în ordine cresc toare) ai coloanelor din tabloul E
(desemnându-i muchiile).

Întimpul gener rii, menµinem un vector T [1::n � 1] cu elemente
din f1; : : : ;mg ³i o variabil  �ag i 2 f1; : : : ;ng cu urm toarele
semni�caµii:
C ut m toµi arborii parµiali ai lui G , cu proprietatea c  cele mai
mici i � 1 muchii sunt: T [1] < T [2] < : : : < T [i � 1].

Pentru exemplul de mai sus, dac  i = 3, T [1] = 1, ³i T [2] = 2,
atunci arborii parµiali care vor � g siµi suntf1; 2; 3; 4g, f1; 2; 3; 5g,
f1; 2; 4; 5g, f1; 2; 4; 6g ³i f1; 2; 5; 6g. Dar dac  i = 3, T [1] = 3 ³i
T [2] = 5, niciun arbore parµial nu va � g sit.
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Arbori - Generarea TG

ALL-ST-Gen(i)

// sunt generaµi toµi arborii parµiali G , cu cele mai mici i � 1 muchii: T [1]; : : : ;T [i � 1]

if (i = n) then

// fT [1]; : : : ;T [n � 1]g este arbore parµial

process(T ); // printeaz , memoreaz  etc

else

if (i = 1) then

for (j = 1; dG(v0)) do

T [i ] j ; A All-ST-Gen(i + 1) B

else

for (j = T [i � 1] + 1;m � (n � 1) + i) do

if (hfT [1]; : : : ;T [i � 1]g [ fj giG has no circuit) then

T [i ] j ; A All-ST-Gen(i + 1) B
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Arbori - Generarea TG

Prin apelul All-ST-Gen(1) obµinem TG .

Pentru a testa dac  graful hfT [1]; : : : ;T [i � 1]g [ fj giG nu are
circuite, observ m c , din construcµie,

hfT [1]; : : : ;T [i � 1]giG

nu are circuite, deci este o p dure (�ecare component  conex  este
un arbore).

Fie root [1::n ] un vector (global) cu elemente din V ³i semni�caµia:
root [v ] = r d cina componentei conexe care conµine v (unul dintre
nodurile sale).

Înaintea apelului All-ST-Gen(1), vectorul root este iniµializat pen-
tru a satisface proprietatea: root [v ]  v (8v 2 V ) (deoarece
atunci, fT [1]; : : : ;T [i � 1]g = ?).
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Arbori - Generarea TG

În timpul apelurilor recursive, când se testeaz  dac  muchia j poate
� ad ugat  mulµimii fT [1]; : : : ;T [i � 1]g f r  a crea vreun circuit,
�e v = E [1; j ] ³i w = E [2; j ]. Atunci,
hfT [1]; : : : ;T [i � 1]g [ fj giG nu are circuite dac  ³i numai dac  v
³i w sunt în componente conexe diferite ale p durii, i.e., root [v ] 6=
root [w ].

Pentru a actualiza vectorul root , în locurile marcate cu A ³i B din
algoritm, trebuie f cute urm toarele modi�c ri.

în loc de A:

S  ?; x  root [v ];
for (u 2 V ) do
if (root [u ] = x ) then
S  S [ fug; root [u ] root [w ];
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Arbori - Generarea TG

Cu alte cuvinte toate nodurile din arborele cu r d cina x sunt ad u-
gate arborelui cu r d cina root [w ]; aceste noduri sunt salvate în
mulµimea S .

Dup  apelul All-ST-Gen(i + 1), vector root trebuie setat din nou
la valoarea dinaintea apelului, aceasta poate � f cut  B prin:

for (u 2 S) do
root [u ] = x ;
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