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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Definitia 1

Fie G = (V,E) un (di)graf i X,Y C V. Un este orice
drum P din G de la un nod z € X la un nod y € Y astfel incat
V(IP)NX ={z}si V(P)NnY = {y}.

Notdm cu . Observam

cidacd z € X NY atunci P = {z}, de lungime 0, este un XY -drum.
Exemplu

XY-paths: (b,e,y), (¢, f,z), and (a,g,y); an Y X-path: (y, f,b)
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

@ Spunem cd drumurile P; §i P, sunt ( ) dacd
V(PI)NV(P;) =@.

@ Motivatd de problemele practice din retelele de comunicatii gi de
asemeni de studiile teoretice asupra conexiunii in (di)grafuri, este de
interes determinarea multimilor de cardinal maxim de XY -drumuri
disjuncte.

@ Teorema care determind acest numidr este datoratd lui
si reprezintd unul dintre rezultatele fundamentale din Teoria
grafurilor.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Definitia 2

Fie G=(V,E) un (di)grafsi X, Y C V. O
in G este orice submult{ime Z C V astfel incat

V(P)N Z # @, pentru fiecare P € P(X,Y; G).
Notdm cu
S(X,Y;G)={Z : Z este multime XY -separatoare din G} gi
E(X,Y;G)=min{|Z| Z € S(X,Y; G)}

Din definifie urmeazg ca:

@ Dacd Z € S(X,Y; G), atunci P(X,Y; G\ Z) = 2.
o X,Y €S(X,Y;G).
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Exemplu

A XY-separating set: Z = {g,e,d}

@ Dacd Z € S(X, Y; G), atunci A € S(X, Y; G), VA astfel incat
ZCACV.

e Dacd Ze€S(X,Y;G)si TeS(Z,Y; G), atunci
TeSX,Y;Qq).
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Teorema 1

Fie Py,..., P, XY -drumuri disjuncte
din G; ZNV(P;) # @,VZ € S(X, Y; G). Deoarece drumurile P; sunt
disjuncte pe noduri:

T

ZnN (U V(Pi)>‘ :zr:|Zm V(P)| =) 1=r.
o=l

1Z] >

Astfel, |Z| > r,VZ € S(X,Y; G); astfel (X, Y; G) > r.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Omisd. (Vom ardta mai tarziu cd

folosind fluxuri in anumite retele.) O

Menger (1927) a enuntat echivalent teorema de mai sus, utilizdnd dru-
muri intern-disjuncte: P, Py € Py astfel incat V(P1)NV(Ps) = {s,t}:
Teorema 2

Fie G = (V,E) un (di)graf gi s,t € V, astfel incat s # t, st ¢ E.
Existd k drumuri intern-disjuncte de la s la t in G dacd si numai dacd
existd cel putin un drum de la s la t in (di)graful obtinut din G prin
stergerea oricdrei multime de < k noduri diferite de s gi t.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

lufm X = NZ(s) (Ng(s)) §i Y = Ng(¢)
(Ng(t)). p(X,Y; G) este numdrul maxim de drumuri intern-disjuncte
delaslatin G. k(X,Y; G) este cardinalul minim al unei mul{imi de
noduri prin a cadror gtergere s §i ¢ se deconecteaza.

X

addugdm doud noi noduri s gi ¢ (di)grafului
G, si toate muchiile (orientate) de la s la orice nod din X si de la orice
nod din Y la ¢. Numdrul maxim de drumuri intern-disjuncte de la s
la tin G este p(X, Y; G); cardinalul minim al unei multimi de noduri
prin a c3ror gtergere s gi ¢ se deconecteazd este k(X,Y;G). O
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

o Din Teorema 2, o caracterizare echivalentd a p-conexiunii este:

° al grafului G, k(G), este cel mai
mare p pentru care G este p-conex.

e Urmeazd cd, pentru a calcula k(G), trebuie aflat

stglEi(ng)p({s}, {t}; G)

care poate fi determinat in timp polinomial folosind fluxuri in retele.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

e O este o mulfime
Z C V(G) de noduri astfel incdt G — Z este un graf nul (orice
muchie din G are cel putin o extremitate in Z).

@ Un caz special al Teoremei 1 se obfine cind G este bipartit iar
X =S54 Y = T sunt cele doud clase ale bipartitiei lui G:

Teorema 3

( ) Fie G = (S, T; E) un graf bipartit. Atunci, cardinalul
maxim al unui cuplaj din G este egal cu cardinalul minim al unei
acoperiri cu noduri a lui G.

Cardinalul maxim al unui cuplaj in G este p(S, T'; G) =
k(S,T; G), din Teorema 1. Deoarece o multime de noduri este o
multime ST-separatoare dacd gi numai dacd este o acoperire cu noduri,
Teorema 3 este doveditd. O
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

@ Fie I §i S multimi finite nevide. O familie submultimi ale lui S
(indexat¥ dupi I) este o functie A : I — 2. Notdm A = (4;)icr
§i (folosind notatia functionald) A(J) = U A; (pentru J C I).

JeJ

e O functie de reprezentare pentru familia A = (A;);c; este orice
functie r4 : I — S cu proprietatea 74(z) € A;, Vi € I; atunci,
(ra(2));c; este numit un sistem de reprezentanti pentru A.

@ Problema centrald in Teoria Transversalelor este de a caracteriza
familiile care admit o transversald (cu anumite proprietdti). Teo-
rema lui este primul rezultat de acest tip.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Teorema 4

( ) Familia A = (A;);cr de submultimi ale lui S are o transver-
sald dacd gi numai dacd

(H) A > |J], v € 1.

"=" Dacd ra este o functie de reprezentare injectivd

pentru A, atunci r4(J) C A(J), VJ C I. Astfel, r4 fiind injectivi,
A > [ra(d)] = 1.
"<"Fie G4 = (I, S; E) graful bipartit asociat familiei A (dacd I NS #
&, putem considera copii izomorfe disjuncte), unde E = {is|zs € I, s €
A;}. Se observd cd Ng, (1) = A;. Mai mult, A are o transversald dacd
§i numai dacd G4 are un cuplaj de cardinal |I|.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Ardtdm cd dacd relatia
(H) are loc, atunci orice acoperire cu noduri a lui G4 are cel putin |/
noduri, §i - din Teorema lui Konig - G4 are un cuplaj de cardinal |I| (1
este o acoperire cu noduri a lui G,).
Fie X = I'US' C T US o acoperire cu noduri a lui G4: urmeazd ci
Neg, (I\I')C S, adicd, A(I\ I') C S'. Atunci,

(X[ =11+ 8] > |1 + A\ ).
Deoarece are loc (H), obtinem

[ X| 2 [P+ AN L) 2 ||+ I\ I = |1]. O
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Lema 1

Fie G=(V,E) un graf p-conex de ordin |G| > p+1, UC V, |U|=0p
siz € V\U. Atunci existd p zU-drumuri astfel incat oricare doud
dintre ele il au numai pe ¢ drept nod comun.

Fie G'=(VU{2},E'),unde E' = EU{zu : u € U}.

=
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Atunci, G' este un graf p-conex. Intr-
adevdr, fie AC V(G')cu|A| < p—1. Dacd A C V(G), atunci G' — A
este conex (din p-conexiunea lui G, G — A este conex; cum |A| < p,
Ju € U\ A i, astfel, muchia zu este in E(G' — A). Daci z € A, atunci
G' — A = G — A care este conex.
Lema urmeazd aplicind Teorema 2 grafului G’ si perechii z,z. O

Propozitia 1

Fie G = (V,E) un graf p-conex, p > 2. Atunci, pentru orice doud
muchii ey §i ey ale lui G §i pentru orice, zy,...,Tp,_2, p — 2 noduri ale
lui G, existd un circuit in G care contine toate aceste muchii §i noduri.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Inductie dupa p.
Pentru p = 2, trebuie s ardtdm cd intr-un graf 2-conex, G, orice doud
muchii e; §i ey apartin unui circuit. Fie G’ graful obtinut din G prin
inserarea unui nod a pe e; §i a unui nod b pe es:

e a

.
G' este 2-conex (orice graf de tipul G’ — v este conex). Astfel existd

doud drumuri intern-disjuncte de la a la b, care dau circuitul din G
continadnd e; §i es.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

In pasul inductiv, fie p > 3, presupunem ci
Propozitia este adeviratd pentru orice graf p’-conex cu 2 < p’ < p,

Graful G — z,  este (p — 1)-conex. Din ipoteza inductivd, existd un
circuit u care contine z1, 2o, . . ., Tp—3, €1 §i e2. Fie Y mulfimea nodurilor
lui p. Evident, |Y| > p (multimii de p — 3 noduri z1,2»,...,Zp_3, i
addugdm cel putin trei extremititi ale muchiilor e; gi ep). Din Lema 1,
existd p z,_o Y -drumuri astfel incat oricare doud dintre ele au in comun
doar un singur nod, z,_».
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Fie Py, o413 Po, sysy- - Pz, 5y, aceste dru-

muri, unde ordinea ¥s,..., ¥, se obtine in urma unei parcurgeri a lui x.

Nodurile y;,...,y, 1impart circuitul p in drumurile Py,
Pyyyss -y Py 1y Py
Y1
Tp—2

Yp

Fie P, 4, acest drum (altfel, renumerotdm nodurile y;).
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Atunci,

P Pyzye,)“-) Pypyu Pylccp—z

Tp—2Y2)
este circuitul din G care confine z1, Z,...,Tp_2, €1 §1 €. [
Teorema 5
Prin orice p > 2 noduri ale unui graf p-conex trece un
circuit.

Fie G = (V, E) un graf p-conex, p > 2. Fiez1,25,...,,
p noduri ale lui G. Deoarece G este conex, existd muchiile e; = zz,_;
§i eo = yz,. Atunci, teorema urmeaza din Propozifia 1. O
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

O aplicatie interesantd a Teoremei 5 gi Propozitiei 1 este urméatoarea
condifie suficientd pentru ca un graf sd fie Hamiltonian datd de Erdds si
Chvatal.

Teorema 6
Fie G = (V, E) un graf p-conex. Dacd a(G) < p
atunci G este graf Hamiltonian.

S&d presupunem, prin contradictie cd G nu este Hamilto-
nian. Fie C un cel mai lung circuit din G.
Din Teorema lui Dirac |C| > p si din presupunerea noastrd, existd un
nod v € V(G)\ V(C) # @.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Cum |C| > p, putem repeta argumentul
din demonstratia Propozifiei de mai sus pentru a ardta cd existd P,,,,
Puyyy ooy Puyyy D vC-drumuri care se intersecteazd doud cate doud doar
in v §i cu extremitdti v; etichetate in ordinea in care apar la o parcurgere
a circuitului.

Fie w; succesorul nodului v; pe circuit.
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Conexiune - Teorema lui Menger si aplicatii

Observim cd vw;, ¢ E (altfel, circuitul
vw;, w;, C \ {w;v;}, Py, este mai lung decat C, contradictie).
Deoarece a(G) < p, multimea {v, wy, ws, ..., wp} nu este stabild, si din
remarca de mai sus, urmeazd cd existd o muchie w,w; € E.

oferd un circuit

mai lung decat C, contradictie). O
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Arbori - Elemente de bazi

Un este un graf conex fard circuite.

Teorema 7
Fie G = (V, E) un graf. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) G este un arbore ( ).
(ii) G este gi este minimal cu aceastd proprietate.
(iii) G gi este maximal cu aceastd proprietate.
Omisd. O

Minimalitatea gi maximalitatea din afirmatiile de mai sus sunt relativ
la relatia de ordine partiald datd de incluziune pe submultimile muchii.
Mai precis afirmatile (ii) si (iii) inseamni:
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Arbori - Elemente de bazi

(ii) G este §i Ve € E, G — e nu este conex.
(iii) G siVe ¢ E, G + e are un circuit.
Fie G = (V, E) un (multi)graf. Un G este un graf partial

al lui G, T = (V,E') (E' C E), care este arbore. Notdm cu Tg
multimea tuturor arborilor partiali ai Iui G.

Remarci

1. daci §i numai daci G este conex. Intr-adevir, dack T¢ # @,
atunci existd un arbore partial 7' = (V, E') al lui G. T este conex, deci
intre orice doud noduri ale lui G existd este un drum P in T'. Deoarece
E' C E, P este un drum gi in G, deci G este conex.
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Arbori - Elemente de bazi

Reciproc, dacd G este conex, atunci considerdm urmdtorul algoritm:
T + G;
while (Je € E(T') astfel incat T' — e este conex) do
T T—e;
Din constructie, T este graf partial al lui G, si are loc afirmatia (ii) din
Teorema 7, deci T' este un arbore.

2. O altd demonstratie constructivd (dacd G este conex atunci 7g # 9)
se bazeazd pe observatia cd

Dacd |V| = n > 0 atunci urmatorul algoritm construiegte un arbore
partial al grafului conex G = (V, E):
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Arbori - Elemente de bazi

k1, T+ {v}o),//veV
while (k < n) do
flezy€c Ecuz € V(Tk),y € V\ V(Tk);
// o astfel de muchie existd din conexiunea lui G
V(Te) = V(Ti) U{y};
E(Tyxy1) <« E(Tx) U{zy};
k++;
Evident, T este un arbore Vk = 1, n (inductiv, daci T} este un arbore
atunci, din constructie, T%,1 este conex §i nu are circuite). Mai mult,
avem |V (Ty)| =k si |[E(Tx)| =k —1,Vk =1,n.
3. Dacid aceastd constructie este aplicatd unui arbore G cu n noduri,
vom obf{ine cd G are n — 1 muchii. Aceastd proprietate poate fi folosita
pentru a extinde Teorema 7 cu alte caracterizari ale arborilor:
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Arbori - Elemente de bazi

Teorema 8

Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente pentru un graf G = (V,E) cun
noduri:

(i) G este un arbore.

(i)

(iii) G §i are n — 1 muchii.
)

(iv) G = K, pentrun € {1,2}, iar pentrun >3 G # K, si G + e are
exact un circuit, pentru orice muchie e ¢ E.

G este §i are n — 1 muchii.

Omisi. O
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Arbori - Numdrarea arborilor partiali

Fie G = (V,E) un multi-graf cu V = {1,2,...,n}, si matricea de
adiacentd A = (a;;)nxn (a; = multiplicitatea muchiei 17 dacd 1 € E, 0
altfel). Fie

alui G (sau ) este definitd ca fiind:

Observdm cd suma tuturor elementelor din fiecare linie sau din fiecare
coloand a lui L[G] este 0. Notdm cu minorul matricii L[G] obtinut
prin gtergerea liniei 2 §i a coloanei 7.
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Arbori - Numdrarea arborilor partiali

Teorema 9

Fie G un (multi)graf cu mulfimea nodurilor
{1,...,n} si Laplacianul L[G]. Atunci, numdrul arborilor partiali ai
lui G este:

Omisd. O

’TKn| = nn72'

n—1 -1
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Arbori - Numdrarea arborilor partiali

Astfel:

det(L[Kn]]_l) =

Dacd adundm toate liniile la prima obtinem

1 1 1
-1 n-1 ... -1
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Exercitii pentru seminarul 6

Fie G = (V,E) un graf conex gi v € V astfel incat

Ng(v) # V \ {v}. Pentru X C V notim Ng(X) = ( U Ng(’U)> \ X.

veX
Evident, multimea A = {v} satisface urm&toarele proprietati:

(i) v € A si [A]g este conex.

(ii) N = Ng(A) # o.

(iii) R=V\(AUN) # 2.

(a) Ardtati cd, dacd A C V este orice mulfime noduri care satisface
(i) - (iii) si maximald (relativ la "C") cu aceste proprietdti, atunci
Ve € RgiVy € N avem zy € E.

(b) Dovediti cd dacd A este cala (a) §i G este { Cx}r>a-free, atunci N
este o clicd in G.

(c) Deduceticd K, (n € N*) sunt singurele grafuri regulate, triangulate
§i conexe.
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Exercitii pentru seminarul 6

Un graf de ordin cel putin trei este numit

dacd, pentru orice trei noduri distincte a, b §i ¢, existd un drum
de la a la b astfel Incat c este diferit de §i nu este adiacent cu niciun nod
intern (dac¥ existd) al acestui drum. (Un exemplu de graf confidential
conex este graful complet K, cu n > 3.)
Ardtati cd un graf conex, necomplet, G = (V, E), cu cel putin trei
noduri este confidential conex dacd §i numai daci:

(i) pentru orice v € V, Nz(v) # @ §i induce un subgraf conex;

(ii) orice muchie a lui G face parte dintr-un Cj; indus sau este muchia
mediand a unuiP, indus.

Dovediti cd un graf conex, p-regulat §i bipartit este 2-
COnex.
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Exercitii pentru seminarul 6

Fie G = (V, E) un digraf. Demonstrati ci:

(a) G este tare conex dacd i numai dacd pentru orice S C V, S # &,
existd mdcar un arc care pleacd din S.

(b) Dacd G este tare conex gi poate fi deconectat prin gtergerea a cel
mult p arce (i. e.,, 34 C E, |A| < p astfel incdt G — A nu este tare
conex), atunci G poate fi deconectat prin inversarea a cel mult p
arce (adicd 3B C E, |B| < p astfel incat G' = (V,(E \ B) U{uv :
vu € B}) nu este tare conex).

Fie G un graf 2-muchie-conex (G — e este conex, Ve €
E(G)). Definim urm&toarea relatie binard e < f dacd e = f or G —
{e, f} nu este conex.
(a) Ardtaticd e < f dacd §i numai dacd e §i f apartin acelorasi circuite.
(b) Ardtati cd o clasd de echivalentd [e]~ este inclusd intr-un circuit.
(c) Stergand toate muchiile dintr-o clasd de echivalentd [e]~, compo-

nentele conexe ale grafului rdmas sunt grafuri 2-muchie-conexe.
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Exercitii pentru seminarul 6

(a) Fie G un graf cu cel putin 3 noduri. Dacd G este 2-conex, atunci
putem s3-i orientdm muchiile aga incat graful orientat rezultat sd
fie tare conex.

(b) Reciproca afirmatiei de mai sus este adevdratd?

(a) Fie G un graf 2-conex, necomplet §i zy € E(G). Ardtati cd G —zy
sau G|zy este 2-conex.

(b) Dati cate un exemplu de un graf G si o muchie zy € E(G) astfel
ca: (bl) G —zy si G|zy sunt 2-conexe; (b2) G — zy nu este 2-conex
dar G|zy este 2-conex; (b3) G — zy este 2-conex dar G|zy nu este
2-conex;
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Exercitii pentru seminarul 6

Pentru un graf conex G dat aplicdim urmdtorul algoritm:
Q — {G}; // Q este o coadd;
while (Q # @) }

H « pop(Q);
fie A C V(H) o multime de articulatie minimald din H;
fie Gi,..., Gx componentele conexe ale lui H — A,

pentru (7 =1 to k)
push(Q, [AU V(Gj)le);
}

Observdm c3d dacd G este a graf complet, atunci in Q nu se mai adaugd vreun alt

graf.
a) Ardtati cd orice graf addugat in Q este conex.

b) Dovediti cd numdarul total de grafuri addugate la coada Q este cel
mult |G|2.
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Exercitii pentru seminarul 6

Fie G = (V, E) un graf conex gi T4, T doi arbori partiali
ai lui G (T4, Ts € Tg).
(a) Dovediti cd T; poate fi transformat in T» prin aplicarea repetatd
a urmdtoarei proceduri: gterge o muchie gi adaugd o altd muchie
arborelui curent.

(b) Dacd, in plus, G este 2-conex ardtati cd Ty poate fi transformat in
T, prin aplicarea repetatd a urmatoarei proceduri: sterge o muchie
uv §i adaugd o altd muchie uw arborelui curent.

Demonstrati cd mul{imea de muchii a unui graf complet
K, (n > 2) poate fi partitionatd in [n/2] submultimi fiecare reprezen-
tand mulfimea de muchii ale unui arbore (subgraf al lui K,,).
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Exercitii pentru seminarul 6

Fie n un intreg pozitiv §i G, = (V, E) un graf definit
astfel:

- V=A{(7):1<%75 < n};

- (¢,7)(k,1) € E (pentru (z,7) # (k,!) din V') dacd §i numai daca
1=1sauj =k.

Ardtati cd G, este universal pentru familia arborilor de ordin n: pentru
orice arbore T de ordin n, 3A C V astfel incat T = [A]g,.

Ardtati cd un turneu este tare conex dacd §i numai dacd
are un circuit hamiltonian.
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Exercitii pentru seminarul 6

Se considerd reteaua stradald a unui orag. Se gtie cd putem
indepdrta posibilitatea de a merge in cerc in orag pe aceastd retea prin
blocarea a cel mult p sensuri de strdzi (prin blocarea unui singur sens se
intelege obstructionarea sensului vizat de pe stradd). Ardtati cd putem
indepdrta posibilitatea de a merge in cerc in orag pe reteaua sa stradald
prin inversarea a cel mult p sensuri de strazi.

(Inversarea unui sens pe o stradd cu doud sensuri implicd pdstrarea doar
a celuilalt sens; inversarea sensului unei strdzi cu un singur sens implicd
introducerea celuilalt sens.)

Céti arbori partiali are un graf bipartit complet X, ,?
Aceeasi Intrebare pentru K 4.

Ardtati cd un graf cu cel putin trei noduri este 2-conex
dacd §i numai dacd orice doud noduri distincte ale sale se gdsesc pe un
circuit.
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Arbori - Generarea 7

@ Descriem o metodd simpld de tip pentru a genera
toti arborii partiali ai unui graf conex G = (V,E), unde V =
{1,...,n}, |E| =m.

e Multimea de muchii, F, va fi reprezentatd cu un tablou £[1..2,1..m]|
cu elemente din V, cu semnificatia: dacd v = F[1,1:] si w = E[2, 1],
atunci vw este muchia 2 a lui G. Mai mult, vom presupune cd
primele dg(vp) coloane din tabloul £ au v, in linia 1 (E[1, 1] = v,
Vi =1, dg(w)), pentru vy € V.

v

1 2 3 4 5 6
1 6
s U 7 T Y z z u
2 5 a Y U 1 u 2
Y z
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Arbori - Generarea 7

@ Un arbore partial T' € T va fi reprezentat ca o multime de
n — 1 indecsi (In ordine crescdtoare) ai coloanelor din tabloul E
(desemnandu-i muchiile).

o Intimpul generirii, mentinem un vector T'[l.n — 1] cu elemente
din {1,...,m} si o variabild flag 2+ € {1,...,n} cu urmitoarele
semnificatii:

@ Pentru exemplul de mai sus, dacd z = 3, T[1] = 1, si T[2] = 2,
atunci arborii partiali care vor fi gdsiti sunt{1,2, 3,4}, {1,2, 3,5},
{1,2,4,5}, {1,2,4,6} si {1,2,5,6}. Dar dacd + = 3, T[1] = 3 si
T'[2] = 5, niciun arbore partial nu va fi gasit.
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Arbori - Generarea 7

ALL-ST-Gen(z)

// sunt generati toti arborii partiali G , cu cele mai mici ¢ — 1 muchii: T[1],..., Tt — 1]

if (2 =n) then
/] {T[1],..., T[n — 1]} este arbore partial
process(T); // printeaz, memoreazi etc
else
if (2 =1) then
for (j =1, dg(w)) do
T[t] < 7; A All-ST-Gen(: + 1) B
else
for(j=T[t—1]+1,m—(n—1)+1)do
if ({T[1],-.., T[¢—1]}U{s})¢ has no circuit) then
T[t] + 7; A All-ST-Gen(z + 1) B
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Arbori - Generarea 7

@ Prin apelul All-ST-Gen(1) obtinem 7.

@ Pentru a testa dacd graful ({T[1],...,T[z — 1]} U {5})c nu are
circuite, observdm cd, din constructie,

<{T[1]1 R T[i - 1]})6'

nu are circuite, deci este o pddure (fiecare componentd conexd este
un arbore).

@ Fie root[l..n] un vector (global) cu elemente din V si semnificatia:
root[v] = rddicina componentei conexe care contine v (unul dintre
nodurile sale).

o Inaintea apelului All-ST-Gen(1), vectorul root este initializat pen-
tru a satisface proprietatea: root[v] < v (Vv € V) (deoarece
atunci, {T[1],..., T[z — 1]} = 2).
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Arbori - Generarea 7

o In timpul apelurilor recursive, cand se testeazi daci muchia j poate
fi addugatd multimii { T'[1],..., T'[z — 1]} fdrd a crea vreun circuit,
fie v = E[1,7] si w = E[2,7]. Atunci,

@ Pentru a actualiza vectorul root, in locurile marcate cu A gi B din
algoritm, trebuie ficute urmdatoarele modificari.
o in loc de A:
S + @; ¢ + root[v];
for (u € V) do
if (root[u] = z) then
S «— S U{u}; root[u] < root[w];
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Arbori - Generarea 7

@ Cu alte cuvinte toate nodurile din arborele cu rddicina z sunt ad3u-
gate arborelui cu rdddcina root[w]|; aceste noduri sunt salvate in
mulfimea S.

@ Dupd apelul All-ST-Gen(z + 1), vector root trebuie setat din nou
la valoarea dinaintea apelului, aceasta poate fi facutd B prin:

for (u € S) do
root|u] = z;
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