
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Algoritmica grafurilor - Cursul 4

24 octombrie 2025

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 1 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Cuprins

1 Probleme de drumuri în digrafuri
Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags: sortarea
topologic 
Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative
Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale
Drumuri de cost minim - Rezolvarea problem P3
Înmulµirea (rapid ) a matricilor

2 Exerciµii pentru seminarul 5 (s pt mâna 27 - 31 octombrie)
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

Un digraf aciclic (dag) este un digraf f r  circuite.
O ordonare topologic  a (nodurilor) unui digrafG = (V ;E), cu jGj = n ,
este o funcµie injectiv  ord : V ! f1; 2; : : : ;ng (ord [u ] = num rul de
ordine al nodului u , 8u 2 V ) a³a încât

uv 2 E ) ord [u ] < ord [v ]; 8uv 2 E :

Lema 1

G = (V ;E) este un digraf f r  circuite dac  ³i numai dac  admite o

ordonare topologic .
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

Proof: "(" Fie ord o ordonare topologic  a lui G. Dac  C =

(u1;u1u2;u2; : : : ;uk ;uku1;u1) este un circuit în G , atunci, din propri-
etatea funcµiei ord , obµinem contradicµia

ord [u1] < ord [u2] < : : : < ord [uk ] < ord [u1]:

")" Fie G = (V ;E) un digraf de ordin n f r  circuite. Ar t m
prin inducµie dup  n c  G are o ordonare topologic . Pasul induc-
tiv:

let v0 2 V ;
while (d�G (v0) 6= 0) do
take u 2 V a³a încât uv0 2 E ;
v0  u ;

return v0.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

Evident, deoarece G nu are circuite ³i V este �nit , algoritmul se ter-
min  ³i în nodul returnat, v0, nu mai intr  arce. Digraful G � v0 nu
are circuite ³i din ipoteza inductiv  are o ordonare topologic  ord 0. Or-
donarea topologic  a lui G este

ord [v ] =

®
1; dac  v = v0

ord 0[v ] + 1; dac  v 2 V n fv0g:

�

Din demonstraµia de mai sus obµinem urm torul algoritm pentru re-
cunoa³terea unui dag ³i construcµia unei ordon ri topologice în cazul
instanµelor �yes�:
Input: G = (f1; : : : ;ng;E) digraf cu jE j = m .
Output: "yes" dac  G este dag ³i o ordonare topologic  ord ; "no" altfel.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

construct the array d�G [u ]; 8u 2 V ;
count  0; S  fu 2 V : d�G [u ] = 0g; // S este o coad  sau o stiv ;
while (S 6= ?) do
v  pop(S); count ++; ord [v ] count ;
for (w 2 A[v ]) do
d�G [w ]��;
if (d�G [w ] = 0) then
push(S ;w);

// complexitatea timp O(n +m);
if (count = n) then
return "yes" ord ;

return "no";
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

P2 Dat G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s 2 V :

Determin  P�
si 2 Psi ; 8i 2 V ; a. î. a(P�

si ) = min fa(Psi ) : Psi 2 Psig

P2 cu G = (f1; : : : ;ng;E) dag, cu ord [i ] = i , 8i 2 V , ³i s = 1.
Condiµia (I) este satisf cut  ³i sistemul (B) se rezolv  prin "substituµie".

u1  0; before [1] 0;
for (i = 2;n) do
ui  1; before [i ] 0;
for (j = 1; i � 1) do
if (ui > uj + aji ) then
ui  uj + aji ; before [i ] j ;

// complexitatea timp este O(n2) sau chiar O(n + m) dac  se uti-
lizeaz  liste de adiacenµ  în locul matricii de cost-adiacenµ ;
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

P2 Dat G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s 2 V :

Determin  P�
si 2 Psi ; 8i 2 V ; a. î. a(P�

si ) = min fa(Psi ) : Psi 2 Psig

P2 cu a(e) > 0;8e 2 E .
Condiµia (I') este satisf cut  ³i sistemul (B) se poate rezolva cu algorit-
mul lui Dijkstra, care are urm torul invariant: S � V ³i
(D)®

8i 2 S ui = min fa(Psi ) : Psi 2 Psig

8i 2 V n S ui = min fa(Psi ) : Psi 2 Psi ;V (Psi ) n S = figg

Iniµial S = fsg ³i în �ecare dintre cei n�1 pa³i un nod nou este ad ugat
la S , obµinând S = V . Astfel, datorit  invariantului (D) de mai sus, P2
este rezolvat .
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Algoritmul lui Dijkstra

S  fsg; before [s ] 0; us  0;
for (i 2 V n fsg) do
ui  asi ; before [i ] s ; // (are loc D)

while (S 6= V ) do
�nd j � 2 V n S s. t. uj � = min fuj : j 2 V n Sg;
S  S [ fj �g;
for (j 2 V n S) do
if (uj > uj � + aj �j ) then
uj  uj � + aj �j ; before [j ] j �;

Remarc 

În pasul de iniµializare putem în locui ui  asi cu ui  1.
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Demonstraµia corectitudinii algoritmului lui Dijkstra
Deoarece (D) are loc dup  pasul de iniµializare, trebuie s  demonstr m
c  dac  (D) are loc înaintea iteraµiei while curente, atunci (D) are loc ³i
înaintea iteraµiei urm toare.
Fie S � V ³i u1; : : :un satisf când (D) înaintea iteraµiei while curente.
Ar t m a mai întâi c  dac  j � este astfel încât uj � =

min fuj : j 2 V n Sg, atunci

uj � = min fa(Psj �) : Psj � 2 Psj �g:

S  presupunem c  9P1

sj � 2 Psj � a³a încât a(P1

sj �) < uj � . Deoarece S ³i
ui satisfac (D), avem

uj � = min fa(Psj �) : Psj � 2 Psj � ;V (Psj �) n S = fj �gg:

Urmeaz  c  V (P1

sj �) n S 6= fj
�g; �e k primul nod de pe P1

sj � (începând
cu s) a³a încât k =2 S .
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Demonstraµia corectitudinii algoritmului lui Dijkstra (cont.)
Atunci a(P1

sj �) = a(P1

sk ) + a(P1

kj �). Din modul de alegere a lui k , avem
V (P1

sk ) n S = fkg ³i, deoarece (D) este satisf cut , avem a(P1

sk ) > uk .
Obµinem c  uj � > a(P1

sj �) > uk +a(P1

kj �) > uk (costurile sunt > 0, deci
a(P1

kj �) > 0. Dar aceasta contrazice alegerea lui j �.
Urmeaz  c  în iteraµia curent , dup  asignarea S  S [ fj �g, prima
parte din (D) are loc.
Bucla for de dup  aceast  asignare este necesar  pentru a asigura partea
a doua din(D) dup  iteraµia while: 8j 2 V n (S [ fj �g)

min fa(Psj ) : Psj 2 Psj ;V (Psj ) n (S [ fj
�g) = fj gg =

min fmin fa(Psj ) : Psj 2 Psj ;V (Psj ) n S = fj gg(= uj );

min fa(Psj ) : Psj 2 Psj ;V (Psj ) n S = fj ; j �gg(= �j )g :
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Demonstraµia corectitudinii algoritmului lui Dijkstra (cont.)
Primul argument din minimul de mai sus este uj (vechea valoare dinain-
tea buclei for); �e �j cel de-al doilea argument.
Fie P1

sj un drum pentru care �j = a(P1

sj ) cu j
� 2 V (P1

sj ) ³i V (P1

sj n(S [

fj �g) = fj g; avem �j = a(P1

sj �) + a(P1

j �j ). Deoarece am demonstrat c 
S [fj �g satisface prima parte din (D), urmeaz  c  a(P1

sj �) = uj � ³i deci
�j = uj � + a(P1

j �j ).
Dac  a(P1

j �j ) 6= aj �j , urmeaz  c  exist  un i 2 V (P1

j �j ) \ S , i 6= j �. De
unde uj 6 a(P�

si ) + a(P1

ij ) = ui + a(P1

ij ) 6 a(P1

si ) + a(P1

ij ) = a(P1

sj ) =

�j .
Am obµinut c  singura posibilitate de a avea �j < uj este când a(P1

j �j ) =

aj �j , în acest caz �j = uj � + aj �j < uj , care este testul din bucla for a
algoritmului (uj este vechea valoare dinaintea buclei for).

�
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Complexitatea timp a algoritmului lui Dijkstra
Deoarece bucla for din cel de-al doilea pas poate � înlocuit  echivalent
cu

for (j 2 N+
G (j �)) do

if (uj > uj � + aj �j ) then
uj  uj � + aj �j ; before [j ] j �;

timpul general necesar algoritmului pentru a actualiza valorile uj este

O(
X

j �2V nfsg

d+G (j �)) = O(m):

Urmeaz  c  complexitatea timp este dominat  de secvenµa de deter-
min ri a minimelor uj � .
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Complexitatea timp a algoritmului lui Dijkstra

Dac  alegerea minimului uj � este f cut  prin parcurgerea lui
(uj )j2V nS , atunci algoritmul se execut  în O((n � 1) + (n � 2) +
� � �+ 1) = O(n2).

Dac  valorile lui uj pentru j 2 V n S sunt µinute într-o coad 
cu priorit µi (e.g. heap) atunci extragerea �ec rui minim necesit 
O(1), dar timpul necsar execuµiei tuturor reducerilor uj este în cazul
cel mai nefavorabilO(m logn) - suntO(m) reduceri posibile, �ecare
necesitând O(logn) pentru întreµinerea heap-ului (Johnson,1977).

Cea mai bun  implementare se obµine folosind o gr mad  (heap)
Fibonacci cu o complexitate timp de O(m + n logn) (Fredman &
Tarjan, 1984).
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Remarci 1

Pentru a rezolva problema P1 folosind algoritmul lui Dijkstra,
ad ug m un test de oprire a execuµiei când nodul t este introdus în
S . în cazul cel mai nefavorabil complexitatea r mâne aceea³i.

O euristic  interesant  care dirijeaz  c utarea spre t se obµine cu
ajutorul unui estimator consistent, i. e. o funcµie g : V ! R+ care
satisface condiµiile:
(i) 8i 2 V , ui + g(i) 6 min fa(Pst ) : Pst 2 Pst ³i i 2 V (Pst )g

(ii) 8ij 2 E ; g(i) 6 aij + g(j ).

Evident, g(i) = 0, 8i este un estimator consistent trivial.

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 15 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *
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Remarci 2

Dac  V (G) este a mulµime de puncte dintr-un spaµiu Euclidean,
atunci, luând g(i) = distanµa Euclidean  de la i la t , obµinem un
estimator consistent dac  sunt satisf cute ³i condiµiile din (ii).

Dac  g este un estimator consistent, atunci alegerea lui j � în algo-
ritmul lui Dijkstra se face astfel

uj � + g(j �) = min fuj + g(j ) : j 2 V n Sg:

Corectitudinea demonstraµiei este similar  cu cea dat  pentru
g(i) = 0, 8i .

Algoritmul descris mai sus este un algoritm de tip A*.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Algoritmul Bellman-Ford-Moore
Dac  exist  un arc ij 2 E a³a încât aij < 0 atunci algoritmul lui Dijkstra
poate e³ua (strategia "best �rst" nu mai funcµioneaz ). Presupunând c 

(I') a(C ) > 0; 8C circuit în G ;

vom rezolva sistemul

(B)

®
us = 0
ui = minj 6=i (uj + aji ); 8i 6= s

prin aproxim ri succesive.

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 17 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Algoritmul Bellman-Ford-Moore
De�nim

(BM) uk
i = min fa(P) : P 2 Psi ; jE(P)j 6 kg; 8i 2 V ; k = 1;n � 1

Deoarece lungimea (num rul de arce) ale �ec rui drum din G este cel
mult n � 1, urmeaz  c  dac  vom construi

u1 = (u1
1
; : : : ;u1

n);

u2 = (u2
1
; : : : ;u2

n);
...

un�1 = (un�1

1
; : : : ;un�1

n );

atunci un�1 este o soluµie a sistemului (B). Deoarece valorile lui u1 sunt
evidente, atunci, dac  vom indica o regul  de a trece de la uk la uk+1,
vom obµine urm torul algoritm pentru a rezolva (B):
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Algoritmul Bellman-Ford-Moore

u1
s  0;

for (i 2 V n fsg) do
u1

i  asi ; //evident (BM) are loc.
for (k = 1;n � 2) do
for (i = 1;n) do
uk+1

i  min (uki ;minj 6=i (u
k
j + aji ));

Pentru a dovedi corectitudinea acestui algoritm, vom ar ta c  dac  uk

satisface (BM) atunci uk+1 satisface (BM), pentru k = 1;n � 2.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Algoritmul Bellman-Ford-Moore
Pentru i 2 V , consider m urm toarele mulµimi de drumuri:

A = fP : P 2 Psi ; length(P) 6 k + 1g
B = fP : P 2 Psi ; length(P) 6 kg

C = fP : P 2 Psi ; length(P) = k + 1g

Atunci, A = B [C , ³i

min fa(P) : P 2 Ag = min (min fa(P) : P 2 Bg;min fa(P) : P 2 Cg)

Deoarece uki satisface (BM) avem

min fa(P) : P 2 Ag = min (uki ;min fa(P) : P 2 Cg)

Fie min fa(P) : P 2 Cg = a(P0), pentru P0 2 C .

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 20 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Algoritmul Bellman-Ford-Moore
Atunci �e j nodul dinaintea lui i 2 P0 (exist  un astfel de j deoarece
P0 are cel puµin dou  arce), atunci a(P0) = a(P0

sj ) + aji > ukj + aji

(deoarece P0

sj are k arce ³i uk satisface (BM). Astfel

min fa(P) : P 2 Ag = min (uki ;min
j 6=i

(ukj + aji ));

adic , valoarea asignat  lui uk+1

i în algoritm.
Complexitatea timp este O(n3) dac  minimul din al doilea for necesit 
O(n).
Drumuri de cost minim pot � obµinute ca ³i în algoritmul lui Dijkstra,
dac  vectorul before [], iniµializat trivial, este actualizat corespunz tor
atunci când se determin  minimul din cel de-al doilea for.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Remarci 3

Algoritmul Bellman-Ford-Moore

Putem ad uga algoritmului urm torul pas:

if (9i 2 V a³a încât un�1

i > minj 6=i (u
n�1

j + aji )) then
return "exist  un circuit de cost negativ";

În acest fel se obµine un test de O(n3) dac  digraful G ³i funcµia de
cost a încalc  condiµia (I') (altfel, din demonstraµia corectitudinii,
un�1

i nu poate � sc zut). Un circuit de cost negativ poate � g sit
folosind vectorul before [].

Dac  exist  k < n � 1 a³a încât uk = uk+1 , atunci algoritmul
poate � oprit. Folosind aceast  idee, este posibil s  implement m
algoritmul în O(nm), memorând nodurile i pentru care valoarea ui
se modi�c  în coad .
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

P3 Dat G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s  se determine
P�
ij 2 Pij ;8i ; j 2 V ; a. î. a(P�

ij ) = min fa(Pij ) : Pij 2 Pij g

Fie uij = min fa(Pij ) : Pij 2 Pij g. Astfel avem de determinat ma-
tricea U = (uij )n�n , când matricea de cost-adiacenµ  A este dat .

Fiecare drum de cost minim poate � obµinut în O(n) dac , în
timpul construcµiei matricei U , întreµinem matricea Before =

(beforeij )n�n , unde beforeij = nodul dinaintea lui j pe drumul de
cost minim de la i la j din G .

Dac  perechea (G ; a) satisface condiµia (I'), putem rezolva P3
aplicând algoritmul Bellman-Ford-Moore pentru s 2 f1; : : : ;ng, în
O(n4). Exist  ³i soluµii mai e�ciente pe care le vom prezenta pe
slide-urile urm toare.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Iterarea algoritmului lui Dijkstra
Dac  toate costurile sunt nenegative, putem rezolva P3 aplicând algo-
ritmul lui Dijkstra pentru s 2 f1; : : : ;ng, în O(n3).
Iterarea algoritmului lui Dijkstra este de asemeni posibil  si atunci când
avem costuri negative, dac  condiµia (I') are loc, dup  o pre-procesare
interesant . Acesta este algoritmul lui Johnson.
Fie � : V ! R a³a încât 8ij 2 E , �(i) + aij > �(j ).
Fie a : E ! R+ dat  prin a ij = aij + �(i)� �(j ), 8ij 2 E .
Avem a ij > 0 ³i nu este di�cil de a vedea c  pentru orice Pij 2 Pij ,

(*) a(Pij ) = a(Pij ) + [�(i)� �(j )]:

Astfel, putem itera algoritmul Dijkstra pentru a determina drumurile de
cost minim relativ la a .
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Iterarea algoritmului lui Dijkstra
Relaµia (*) arat  c  un drum este de cost minim relativ la costul a dac 
³i numai dac  este minim relativ la costul a (a(Pij ) � a(Pij ) este o
constant  care nu depinde de Pij ). Astfel, avem urm torul algoritm:

1: determin  � ³i construie³te matricea A;
2: rezolv  P3 pentru A, returnând U ³i Before ;
3: determin  U (uij = u ij � �(i) + �(j ));

Pasul 2 necesit  O(n3) din iterarea algoritmului lui Dijkstra. Pasul 1
poate � implementat în O(n3), alegând un nod s 2 V ³i rezolvând P2
cu algoritmul Bellman-Ford-Moore (care testeaz  de asemeni dac  (I')
este îndeplinit ).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Iterarea algoritmului lui Dijkstra
Într-adev r, dac  (ui ; i 2 V ) este soluµie pentru P2, atunci (ui ; i 2 V )

satisface sistemul (B), deci uj = min
i 6=j

(ui + aij ), adic , 8ij 2 E , avem

uj 6 ui + aij . Astfel, aij + ui � uj > 0, 8ij 2 E , ceea ce arat  c  putem
lua �(i) = ui , 8i 2 V a³a încât condiµia (*) s  aib  loc.

Algoritmul Floyd - Warshall
Fie

ukij = min fa(Pij : Pij 2 Pij ;V (Pij ) n fi ; j g � f1; 2; : : : ; k � 1gg

8i ; j 2 V ; k = 1;n + 1:
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Algoritmul Floyd - Warshall
Evident, u1

ij = aij , 8i ; j 2 V (presupunem c  aii = 0, 8i 2 V ). Mai
mult,

uk+1

ij = min fukij ;u
k
ik + ukkj g; 8i ; j 2 V ; k = 1;n :

Aceasta rezult  prin inducµie dup  k . În pasul inductiv: un drum de
cost minim de la i la j f r  noduri interne > k+1 �e nu conµine nodul k
³i costul s u este ukij , �e conµine nodul k ³i atunci costul s u este ukik+u

k
kj

(din principiul de optimalitate al lui Bellman ³i ipoteza inductiv ).
Evident, dac  obµinem ukii < 0, atunci exist  un circuit de cost negativ
C care trece prin nodul i cu V (C ) n fig � f1; : : : ; k � 1g.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

for (i = 1;n) do
for (j = 1;n ) do
before(i ; j ) i ;
if (i = j ) then
aii  0; before(i ; i) 0;

for (k = 1;n ) do
for (i = 1;n) do
for (j = 1;n ) do
if (aij > aik + akj ) then
aij  aik + akj ; before(i ; j ) before(k ; j );
if (i = j ³i aij < 0) then
return "circuit negativ";
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Aceast  metod  pentru rezolvarea problemei P3 este cunoscut  drept
algoritmul Floyd - Warshal:
Evident, complexitatea timp a acestui algoritm este O(n3).

Remarc 

Dac  ³tim c  digraful nu are circuite de cost negative, atunci dac  el-
ementele diagonale ale lui A sunt iniµializate cu 1, valoarea �nal  a
�ec rui element diagonal este costul minim al unui circuit care trece
prin nodul corespunz tor.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Înmulµirea (rapid ) a matricilor
S  presupunem c  (I') este îndeplinit  ³i în matricea de cost-adiacenµ 
elementele diagonale sunt 0. Fie

ukij = min fa(Pij ) : Pij 2 Pij ;Pij are cel mult k arceg

8i ; j 2 V ; k = 1;n � 1:

Not m cu U k = (ukij )16i ;j6n pentru k 2 f0; 1; 2; : : : ;n�1g, unde U 0 are
toate elementele1, mai puµin cele de pe diagonal   care sunt 0. Atunci,
iterarea algoritmului Bellman-Ford-Moore poate � descris  într-o form 
matriceal :
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Înmulµirea (rapid ) a matricilor

for (i ; j 2 V ) do
if (i 6= j ) then
u0

ij  1;
else
u0

ij  0;
for (k = 0;n � 2 ) do
for (i ; j 2 V ) do
uk+1

ij = min
h2V

(ukih + ahj );
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Înmulµirea (rapid ) a matricilor
Consider m urm torul �produs de matrici�

8B ;C 2Mn�n ;B 
C = P = (pij ); where pij = min
k=1;n

(bik + ckj ):

Operaµia 
 este asociativ  ³i este similar  înmulµirii uzuale a matricilor.
Putem scrie Um+1 = Um 
A ³i, prin inducµie, obµinem

U 1 = A;U 2 = A(2); : : : ;U n�1 = A(n�1);

where A(k) = A(k�1) 
A ³i A(1) = A:

În ipoteza (I') avem: A(2p) = A(n�1), 8p cu 2p > n � 1.
Astfel, calculând succesiv, A;A(2);A(4) = A(2) 
A(2); : : :,obµinem algo-
ritm cu O(n3 logn) complexitate timp pentru rezolvarea problemei P3.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Remarc  1

Dac  operaµia 
 este implementat  cu algoritmi mai rapizi, n3 de mai
sus devine n log2 7 = n2:81 (Strassen 1969) sau n2:3728639 (Cooppersmith
& Winograd 1987, Le Gall 2014).
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 1. Rulaµi algoritmul lui Dijkstra pe digraful urm tor.
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 2. Rezolvaµi problema (P2) în digraful aciclic de mai jos
(plecând din s) folosind algoritmul de tip 'substituµie'.
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 3. Un graf G este dat funcµional: pentru �ecare nod v 2

V (G) putem obµine NG(v) pentru 1$; alternativ, dup  o preprocesare
care cost  T$ (T >> 1), putem obµine, NG(v) ³i also NG(w), pentru
toate nodurile w 2 V (G). În G se construie³te un drum P plecând
dintr-un nod arbitrar ³i alegând un vecin nevizitat înc  atâta vreme
cât este posibil. Dup  ce drumul este construit putem s  îi compar m
costul, Online(P), cu cel mai mic cost posibil, O�ine(P). Descrieµi o
strategie de plat  (de accesare a mulµimilor de vecini) a³a încât

Online(P) 6

Å
2�

1
T

ã
�O�ine(P):
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 4. Fie D un digraf ³i a : E(D) ! R+, b : E(D) ! R
�
+.

Descrieµi un algoritm e�cient pentru determinarea unui circuit C � al lui
D , a³a încât

a(C �)

b(C �)
= min

ß
a(C )

b(C )
: C circuit în D

™
:

Exerciµiul 5. În problema determin rii drumurilor de cost minim de la
un nod dat s la toate celelalte noduri dintr-un digraf G = (V ;E), avem
o funcµie de cost c : E ! f0; 1; : : : ;Cg unde C 2 N nu depinde de
n = jV j sau de m = jE j. Cum se poate modi�ca algoritmul lui Dijkstra
pentru a reduce complexitatea timp la O(n +m)?
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Exerciµii pentru seminarul 5

Name1_group_Name2_group_Name3_group_Name4_group_Exerciµiul
6. Fie D = (V ;E) un digraf tare conex de ordin n ³i a : E ! R o
funcµie de cost pe arcele sale. Dac  X este un mers, un drum sau un
circuit în D , atunci a(X ), costul lui X , este suma costurilor de pe
arcele sale, len(X ), este lungimea lui X (num rul de arce), ³i aavg(X ),

costul mediu al arcelor sale, este aavg(X ) =
a(X )

len(X )
. Fie

a�avg = min
C circuit în D

aavg(C ):

Fie s 2 V , k 2 N�, ³i Ak (v) costul minim al unui mers de la s la v de
lungime k (dac  exist  un astfel de mers, altfel Ak (v) = +1).
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 6. (continuare)

a) Dac  D nu conµine circuite de cost negativ, dar exist  un circuit C
cu a(C ) = 0, ar taµi c  exist  un nod v 2 V a³a încât

An(v) = min fa(P) : P este un sv -drum de la s la v in Dg:

b) Ar taµi c  dac  a�avg = 0, atunci

(MMC ) a�avg = min
v2V

max
06k6n�1

An(v)�Ak (v)

n � k
:

c) Dac  a�avg 6= 0, transformaµi funcµia a a³a încât noua funcµie a 0 s 
satisfac  ipoteza de la b) ³i din (MMC ) (care are loc pentru a 0)
ar taµi c  (MMC ) are loc pentru orice funcµie a .
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 7. În numeroase aplicaµii, pentru un digraf dat, G = (V ;E)

cu a : E ! R+, trebuie s  r spundem consecvent la o întrebare de tipul
urm tor: Care este drumul de cost minim dintre s ³i t? (s ; t 2 V ,
s 6= t). Pentru un digraf foarte mare, G , se propune urm torul algoritm
Dijkstra modi�cat (bidirecµional):

construie³te inversul lui G , G 0, cu funcµia de cost a 0 : E(G 0)! R+,
dat  prin a 0ij = aji , 8ij 2 E(G 0);

aplic  succesiv un pas din algoritmul lui Dijkstra luiG ³i a (plecând
din s) ³i lui G 0 ³i a 0 (plecând din t);

când un nod u este introdus în S (mulµimea nodurilor etichetate
de algoritmul lui Dijkstra) de amândou  instanµele algoritmului ne
oprim;

returneaz  drumul de la s la u în G reunit cu inversul drumului de
la t la u în G 0.

Ar taµi c  aceast  procedur  nu este corect , oferind un exemplu care
s  �e inconsistent cu ea. Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 40 / 47
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Exerciµiul 8. Daµi un exemplu de digraf care s  aib  ³i costuri negative
pe arce ³i pe care algoritmul lui Dijkstra s  e³ueze.

Exerciµiul 9. Fie G = (V ;E) un digraf, a : E ! R+ o funcµie de cost
pe arcele sale ³i x0 2 V un nod din care toate celelate noduri ale lui G
sunt accesibile. Un SP-arbore pentru tripleta (G; a ; x0) este un arbore
cu r d cin  (în x0) al lui G , T = (V ;E 0), a³a încât costul (cu aceea³i
funcµie a) drumului de la x0 la u în T este costul minim al unui drum
de la x0 la u în G , pentru orice u 2 V .

(a) Ar taµi c  un astfel de SP-arbore exist  întotdeauna.

(b) Descrieµi un algoritm care s  determine un SP-arbore.
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 10. Fie G un graf conex. Ar taµi c 

a) orice dou  drumuri de lungime maxim  ale lui G au intersecµie
nevid .

b) dac  G este un arbore, atunci toate drumurile de lungime maxim 
din G au intersecµia nevid .

Exerciµiul 11. Fie G = (V ;E) un graf conex.

a) Ar taµi c  exist  o mulµime stabil , S , a³a încât graful parµial bi-

partit H = (S ;V n S ;E 0) s  �e conex, unde E 0 = E n

Ç
V n S

2

å
.

(b) Ar taµi c  �(G) >
jG j � 1
�(G)

.
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 12. Ar taµi c  orice arbore, T , are cel puµin �(T ) noduri
pendante (frunze).

Exerciµiul 13. Fie G un graf cu n > 2 noduri ³i m muchii.

a) Ar taµi c  G conµine cel puµin dou  noduri de acela³i grad.

b) Fie r(G) num rul maxim de noduri având acela³i grad în G . Dac 
not m cu dmed = 2m=n , demonstraµi c 

r(G) >

°
n

2dmed � 2�(G) + 1

§
:

Exerciµiul 14. Ar taµi c  un digraf are o singur  ordonare topologic 
dac  ³i numai dac  are un drum Hamiltonian iar toate celelate arce sunt
orientate înainte relativ la direcµia de parcurgere a acestui drum.
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 15. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit cu urm toarele pro-
priet µi:

- jS j = n ; jT j = m (n ;m 2 N�);

- 8t 2 T ; jNG(t)j > k > 0 (pentru un k < n �xat);

- 8t1; t2 2 T , dac  t1 6= t2, atunci jNG(t1) \NG(t2)j = k ;

Ar taµi c  m 6 n ;

Exerciµiul 16. Fie G = (V ;E) un digraf; de�nim o funcµie fG : P(V )!

N prin fG(?) = 0 ³i fG(S) = jfv : v este accesibil din Sgj, pentru ? 6=
S � V .

(a) Ar taµi c , pentru orice digraf G , avem

fG(S) + fG(T ) > fG(S [T ) + fG(S \T ); 8 S ;T � V :

(b) Demonstraµi c  (a) este echivalent  cu

fG(X[fvg)�fG(X ) > fG(Y[fvg)�fG(Y );8X � Y � V ;8v 2 V nY :

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 44 / 47



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 17. Un student a decis s  ajung  în �ecare zi la universitate
alergând. Harta ora³ului conµine m segmente de str zi (toate cu dou 
sensuri) - un segment se întinde între dou  intersecµii - ale c ror lungimi
strict pozitive sunt cunoscute. Studentul dore³te s  î³i împart  drumul
în dou : o prim  parte în care doar s  urce ³i una în care doar s 
coboare. (Un segment este în urcare dac  punctul de interscµie �nal are
o altitudine mai mare decât punctul de intersecµie iniµial; un segment
este în coborâre dac  punctul de intersecµie �nal are o altitudine mai
mic  decât punctul de intersecµie iniµial.)

(a) Descrieµi un algoritm e�cient (O(n +m), unde n este num rul de
intersecµii) pentru determinarea unui drum de cost minim dintre
cele care îndeplinesc cerinµele studentului (dac  un astfel de drum
exist ).
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 17. (continuare)

(b) Dup  câteva zile de alergare studentul î³i d  seama c  structura
drumului îl face prea di�cil de parcurs ³i se hot r ³te s  accepte
pentru traseul s u ³i segmente care au capetele la aceea³i altitudine,
astfel, în prima parte a drumului vrea s  aib  doar segmente în
urcare sau plate iar în a doua parte numai segmente în coborâre sau
plate. Descrieµi un algoritm care s  rezolve aceast  nou  problem .
Care este complexitatea unui astfel de algoritm?

Exerciµiul 18. Fie G = (V ;E) un digraf ³i V familia componentelor
sale tari conexe. De�nim urm torul digraf G = (V; E), unde pentru
orice H 0;H 00 2 V, H 0H 00 2 E dac  exist  un arc v 0v 00 2 E astfel încât
v 0 2 V (H 0) ³i v 00 2 V (H 00). O ordonare v1; v2; : : : ; vn a nodurilor lui
G se nume³te ordonare SP-topologic  dac  pentru orice arc vj vi 2

E , cu 1 6 i < j 6 n , nodurile vi ; vi+1; : : : ; vj aparµin unei aceleia³i
componente tari conexe a lui G .
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Exerciµii pentru seminarul 5

Exerciµiul 18. (continuare)

(a) Ar taµi c  G este un digraf aciclic.

(b) Descrieµi un algoritm de complexitate timp O(jV j+ jE j) care s  de-
termine pentru un digraf dat o ordonare SP-topologic  a nodurilor
lui G .

(c) Demonstraµi c  pentru orice drum D din G exist  o ordonare SP-
topologic  a nodurilor lui G v1; v2; : : : ; vn astfel încât pentru orice
dou  noduri vi ; vj 2 V (D), dac  vi apare înaintea lui vj pe D ,
atunci i < j .
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