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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

Un (dag) este un digraf fird circuite.
O a (nodurilor) unui digraf G = (V, E), cu |G| = n,
este o functie injectivd (ord[u] = numdrul de

ordine al nodului u, Vu € V') aga incét

Lema 1

G = (V, E) este un digraf fard circuite dacd §i numai dacd admite o
ordonare topologica.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

"<" Hie ord o ordonare topologicd a lui G. Dacd C =
(w1, vy up, ug, . . ., Uk, Up Uy, Uy ) este un circuit in G, atunci, din propri-
etatea functiei ord, ob{inem contradictia

ord[uy] < ordup] < ... < ord[ug] < ord[uy].

"=" Fie G = (V,E) un digraf de ordin n fird circuite. Ardtdim
prin inductie dupd n cd G are o ordonare topologicd. Pasul induc-
tiv:
let vg € V;
while (d;(v) # 0) do
take u € V aga incdt uyy € E;
Uy — U;
return vg.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

Evident, deoarece G nu are circuite gi V este finitd, algoritmul se ter-
mind §i in nodul returnat, vp, nu mai intrd arce. Digraful G — vy nu
are circuite i din ipoteza inductivd are o ordonare topologici ord’. Or-
donarea topologicd a lui G este

1, dacd v =1

erdlvl = { ord'[v]+1, dacivec V\{w}

O

Din demonstratia de mai sus obfinem urmdtorul algoritm pentru re-
cunoagterea unui dag gi constructia unei ordondri topologice in cazul
instantelor “yes™
G =({1,...,n}, E) digraf cu |E| = m.
"yes" dacd G este dag si o ordonare topologicd ord; "no" altfel.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

construct the array dg;[u],Vu € V;
count < 0; S + {u € V : dg[u] =0}; // S este o coadd sau o stivi;
while (S # @) do
v < pop(S); count + +; ord[v]  count;
for (w € A[v]) do
dglw] — —;
if (dg[w] = 0) then
push(S,w);
// complexitatea timp O(n + m);
if (count = n) then
return "yes" ord;
return "no",;
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru dags

P2 Dat G=(V,E) digraf;a: E > R;s € V.
Determind P} € Py, Vi € V, a. i. a(P}) =min{a(Ps;) : Ps € P,

w < 0; before[l] < 0;
for (1 =2,n) do

u; < 00; before[i] « 0;

for (j =1, —1) do

if (u; > u; + aj;) then
u; < u; + aj; before[i] « 7;

// complexitatea timp este O(n?) sau chiar O(n + m) dac¥ se uti-
lizeaza liste de adiacentd in locul matricii de cost-adiacents;
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

P2 Dat G=(V,E) digraf;a: E - R;s € V.
Determind P}, € Py, Vi € V, a. 1. a(P}) =min{a(Ps;) : Ps € P,

(D)
Vie S w =min{a(Ps) : Py € Psi}
Vie V\S wu;=min{a(Py) : Ps € Py, V(Ps)\ S = {i}}

Initial S = {s} si in fiecare dintre cei n — 1 pagi un nod nou este addugat
la S, obtinand S = V. Astfel, datoritd invariantului (D) de mai sus, P2
este rezolvatd.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

S + {s}; before[s] + 0; us < 0;
for (+ € V' \ {s}) do

u; < ag;; before[i] < s; // (are loc D)
while (S # V) do

S+ Su{s*}
for (j € V\ S)do
if (u; > u;+ + a;+;) then
U; < Uj» + ajxj; before[] « 7%,

Remarca

In pasul de initializare putem In locui u; + a cu u; < 0.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Fie S C V si w, ... u, satisficand (D) inaintea iteratiei while curente.
Ardtdm a mai intdi cd dacd j* este astfel incdt wu;x =
min{u; : 7 € V'\ S}, atunci
u;» = min{a(Pg+) : Psjx € Pgjx}.
. Deoarece S si
u; satisfac (D), avem

u+ = min{a(Pg+) : Py € Pyr, V(Pge) \ § = {57}}-

Urmeazd cd V(P}.)\ S # {j*}; fie k primul nod de pe PL. (incepand
cu s) agsa incat k ¢ S.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Atunci a(Pslj*) = a(PL)+ a(P,%j*). Din modul de alegere a lui &, avem
V(PL)\ S = {k} si, deoarece (D) este satisficuts, avem a(PL) > wy.
Obtinem c& w;+ > a(Pg.) > ug + a(Pj.) > u (costurile sunt > 0, deci
a(P,%j*) > 0. Dar aceasta contrazice alegerea lui 7*.

Urmeazd cd in iteratia curentd, dupd asignarea S « S U {5*}, prima
parte din (D) are loc.

Bucla for de dupd aceastd asignare este necesard pentru a asigura partea
a doua din(D) dupd iteratia while: V5 € V' \ (SU{j*})

min {a(Py;) : Py € Py, V(Py) \ (SU{7*}) = {7}} =

min{min{a(Py) : Py € Py, V(Pg)\ § = {7}}(= w),
min{a’(st) : st € st: V(st) \ S = {.77.7*}}(: OL]')}.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Primul argument din minimul de mai sus este u; (vechea valoare dinain-
tea buclei for); fie a; cel de-al doilea argument.

Fie P; un drum pentru care a; = a(Pg) cuj* € V(Pg)si V(P \(SU
{*}) ={s}; avem o; = a(Pslj*) X a(le*j). Deoarece am demonstrat c&
S U{j*} satisface prima parte din (D), urmeaza cd a(Pslj*) = uy+ §i deci
Q5 = Ujx + a,(.P]l*j).

Dac¥ a(P}.;) # a;+j, urmeazd ci existd un 1 € V(Pj.,)N S, i # j*. De
unde w < a(P}) + a(PL) = w + a(P}) < a(PL) + a(P}) = a(PL) =
Q.

O
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Deoarece bucla din cel de-al doilea pas poate fi inlocuitd echivalent
cu
for (j € N5 (j*)) do
if (u; > ujx + a;+;) then
Uj < Uje + a5+5; before[s] < 7%

timpul general necesar algoritmului pentru a actualiza valorile u; este

o( >, d&@") =0(m).

7*eV\{s}

Urmeazd cd complexitatea timp este dominatd de secventa de deter-
mindri a minimelor u;«.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

@ Dacd alegerea minimului u;+« este ficutd prin parcurgerea lui
(%)jev\s, atunci algoritmul se executd in O((n — 1) + (n — 2) +
<4 1) = O(n?).

@ Dacd valorile lui u; pentru 7 € V \ S sunt tinute intr-o coadd
cu prioritdti (e.g. heap) atunci extragerea fiecdrui minim necesitd
O(1), dar timpul necsar executiei tuturor reducerilor u; este in cazul
cel mai nefavorabil O(m log n) - sunt O(m) reduceri posibile, fiecare
necesitdnd O(log n) pentru intretinerea heap-ului

@ Cea mai bund implementare se obtine folosind o grdmadd (heap)
Fibonacci cu o complexitate timp de O(m + nlogn)
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Remarci 1

@ Pentru a rezolva problema P1 folosind algoritmul lui Dijkstra,
addugdm un test de oprire a executiei cAnd nodul ¢ este introdus in
S. in cazul cel mai nefavorabil complexitatea rdméne aceeasi.

o O euristicd interesantd care dirijeazd cdutarea spre ¢ se obfine cu
ajutorul unui , 1. e. o functie g : V — R, care
satisface conditiile:

(i) Vee V, u; + g(¢) <min{a(Ps) : Pt € Py sit € V(Ps)}
(ii) Vy € B,9(2) < a5 + 9(7)-
e Evident, g(z) = 0, V7 este un estimator consistent trivial.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri nenegative

Remarci 2

@ Dacd V(G) este a multime de puncte dintr-un spatiu Euclidean,
atunci, ludnd g(z) = distanta Euclideand de la ¢ la ¢, obtinem un
estimator consistent dacd sunt satisficute si conditiile din (ii).

@ Dacid g este un estimator consistent, atunci alegerea lui 7* in algo-
ritmul lui Dijkstra se face astfel

uj+ + g(5*) =min{u; + g(7) : 7€ V\ S}

Corectitudinea demonstratiei este similard cu cea datd pentru
g(z) =0, Vi.

@ Algoritmul descris mai sus este un algoritm de tip A*.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Dacd existd un arc 47 € E aga Incét a;; < 0 atunci algoritmul lui Dijkstra
poate egua (strategia "best first" nu mai functioneazd). Presupunand cd

(1) a(C) > 0,VYC circuit in G,

vom rezolva sistemul

U 0
B ° . .
(B) u; = minjz (4 + a;), Vi # s

prin aproximdri succesive.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Definim
(BM) uf =min{a(P) : P € Py, |E(P)|<k},Vie V,k=Tn—-1

Deoarece lungimea (numdrul de arce) ale fiecdrui drum din G este cel
mult n — 1, urmeazd cg dacd vom construi

ut = (u,. U,
w? = (uf,...,ul),
un_l = (u{lili )ug_1)7

atunci u" ! este o solutie a sistemului (B). Deoarece valorile lui u' sunt
evidente, atunci, daci vom indica o reguld de a trece de la u”* la u**?,

vom obfine urmdtorul algoritm pentru a rezolva (B):
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

ul < 0;
for (¢ € V' \ {s}) do
u! < ay; //evident (BM) are loc.
for (k =1,n —2) do
for (4 =1,n) do
uft  min (uf, min;; (uf + az));
Pentru a dovedi corectitudinea acestui algoritm, vom ar¥ta ci daci u®

satisface (BM) atunci u®**! satisface (BM), pentru k = I, n — 2.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Pentru 7 € V, considerdm urm&toarele mul{imi de drumuri:

A={P : P c Py, length(P) < k+ 1}

C={P : PcPgy,length(P)=k+1}

Atunci, A=BUC, i
min{a(P) : P € A} = min(( ,min{a(P) : P€ C})
Deoarece u” satisface (BM) avem

min{a(P) : P € A} = min(uF, min{a(P) : P € C})

Fie min{a(P) : P € C} = a(PP), pentru P € C.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale

Atunci fie 7 nodul dinaintea lui 2 € P° (existd un astfel de ;7 deoarece
P? are cel putin douX arce), atunci a(P°) = a(P%) + aji > uf + a;
(deoarece P_?j are k arce §i u* satisface (BM). Astfel

(2

min{a(P) : P € A} = min (uf,min (4 + a3),
Ve

k+1

adicd, valoarea asignatd lui u; '~ In algoritm.

Drumuri de cost minim pot fi obtinute ca §i In algoritmul lui Dijkstra,
dacd vectorul before[], initializat trivial, este actualizat corespunzdtor
atunci cand se determind minimul din cel de-al doilea for.
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Drumuri de cost minim - Problema P2 pentru costuri reale
Remarci 3

o Putem adduga algoritmului urmé&torul pas:

if (35 € V aga incat u ' > min; ('u,]”*1 + aj;)) then
return "existd un circuit de cost negativ";
In acest fel se obtine un test de O(n?) dac¥ digraful G si functia de
cost a incalcd conditia (I') (altfel, din demonstratia corectitudinii,
uinfl nu poate fi scdzut). Un circuit de cost negativ poate fi gdsit
folosind vectorul before|].
e Dac¥ existd k < n — 1 aga incat u* = u**! | atunci algoritmul
poate fi oprit. Folosind aceastd idee, este posibil s3d implementdm
algoritmul in O(nm), memorand nodurile ¢ pentru care valoarea u;

se modificd in coadi.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

P3 Dat G =(V, E) digraf; a : E — R, sd se determine
Py € Py,Vi,7 € V, a. 1. a(P};) = min{a(Py;) : Py € Py}

e Fie u; = min{a(Py) : P; € P;}. Astfel avem de determinat ma-
tricea U = (Usj)nxn, cdnd matricea de cost-adiacentd A este datd.

@ Fiecare drum de cost minim poate fi obtinut in O(n) dacd, in
timpul constructiei matricei U, intretinem matricea

@ Dacd perechea (G, a) satisface conditia (I’), putem rezolva P3
aplicdnd algoritmul Bellman-Ford-Moore pentru s € {1,...,n}, in
O(n*). Existd si solutii mai eficiente pe care le vom prezenta pe
slide-urile urmatoare.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Dacd toate costurile sunt nenegative, putem rezolva P3 aplicand algo-
ritmul lui Dijkstra pentru s € {1,...,n}, in O(n?).

Iterarea algoritmului lui Dijkstra este de asemeni posibild si atunci cand
avem costuri negative, dacd condifia (I') are loc, dupd o pre-procesare
interesantd. Acesta este algoritmul lui Johnson.

Fie a: V — R aga incat Vij € E, a(z) + a;; > a(j).

Fie @ : E — R, datd prin ay; = a;; + a(1) — a(j), Vi € E.

Avem a;; > 0 si nu este dificil de a vedea cd pentru orice P;; € Py,

(*) a(Py) = a(Py) + [a(1) — a(7)].

Astfel, putem itera algoritmul Dijkstra pentru a determina drumurile de
cost minim relativ la @a.

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 24 /47



Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Relatia (*) aratd cd un drum este de cost minim relativ la costul @ dacd
§i numai dacd este minim relativ la costul a (@(P;) — a(P;;) este o
constantd care nu depinde de P;;). Astfel, avem urmdtorul algoritm:

1: determind o si construieste matricea A;

2: rezolvd P3 pentru A, returnand U si Before;

3: determind U (u;; = Uy — a(z) + a(7));
Pasul 2 necesitd O(n?) din iterarea algoritmului lui Dijkstra. Pasul 1
poate fi implementat in O(n?), alegand un nod s € V si rezolvand P2
cu algoritmul Bellman-Ford-Moore (care testeazd de asemeni dacd (I’)
este indeplinitd).

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025 25 /47



Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Intr-adevir, dac¥ (u;,7 € V) este solutie pentru P2, atunci (u;,7 € V)
satisface sistemul (B), deci u; = 11211(’“1' + a;), adicd, Vi € E, avem
i#]

u; < u; + ai;. Astfel, a; +u; —u; > 0, Vig € F, ceea ce aratd cd putem
lua a(2) = u;, V¢ € V aga incat conditia (*) sd aibd loc.

Fie
uf =min{a(Py : Py € Py, V(Py)\ {5,73 C{1,2,...,k—1}}

Vi,j € V,k=1,n+ 1
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Evident, u}] = a5, V1,7 € V (presupunem cd a; = 0, Vi € V). Mai
mult,

k+1
'u,]+ _mm{ul],uzk—l—uk]} Vi,j € V,k=1,n.

Aceasta rezultd prin inductie dupi k. In pasul inductiv: un drum de
cost minim de la ¢ la 7 fard noduri interne > k41 fie nu confine nodul &
si costul sdu este uzj, fie contine nodul k& §i atunci costul sdu este ulk +uk]
(din principiul de optimalitate al lui Bellman si ipoteza inductivd).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

if (2 =7) then
a;; < 0; before(z,1) < 0;
for (k =1,n ) do
for (1 =1,n) do
for (j =1,n ) do
if (a; > a; + ag;) then
ai; < Qi + ag;; before(t,7) < before(k,j);
if (2 =7 si a; < 0) then
return "circuit negativ";

Algoritmica grafurilor - Cursul 4 24 octombrie 2025

28 / 47



Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Aceastd metodd pentru rezolvarea problemei P3 este cunoscutd drept
Evident, complexitatea timp a acestui algoritm este O(n?®).

Remarcd
Dacd gtim ca digraful nu are circuite de cost negative, atunci
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

S& presupunem cd (I') este indeplinitd gi in matricea de cost-adiacentd
elementele diagonale sunt 0. Fie

uf = min{a(Py) : Py € Py, P are cel mult k arce}

Vi,j € V,k=1,n 1.

Notdm cu U* = (uf)i<ij<n pentru k € {0,1,2,...,n—1}, unde U° are
toate elementele oo, mai putin cele de pe diagonal & care sunt 0. Atunci,
iterarea algoritmului Bellman-Ford-Moore poate fi descrisd intr-o forma
matriceald:
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

for (1,7 € V) do
if (4 # ;) then
u) ¢ 00;
else
u) < 0;
for (k =0,n —2 ) do

for (4,7 € V) do
k41 ok .
Uz'j+ = e (uh + ang);
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P3

Considerdm urmadatorul “produs de matrici”

VB,C € Mpuyxn, B® C = P = (p;), where p;; = min (b + cj).
k=1,n

Operatia ® este asociativd gi este similard inmultirii uzuale a matricilor.
Putem scrie U™ 1! = U™ ® A i, prin inductie, obtinem

U'=4,U0%=40), urt=401),

where A®) = A" @ 45 AM = 4.
In ipoteza (I') avem: A®") = A(»~1) Vp cu2P > n —1.
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Daci operatia ® este implementati cu algoritmi mai rapizi, n® de mai
sus devine n!°827 = n28! (Strassen 1969) sau n2-3728639 (Cooppersmith
& Winograd 1987, Le Gall 2014).




Exercitii pentru seminarul 5

Rulati algoritmul lui Dijkstra pe digraful urmaétor.
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Exercitii pentru seminarul 5

Rezolvati problema (P,) in digraful aciclic de mai jos
(plecand din s) folosind algoritmul de tip 'substitutie’.

t 1 Y P
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Exercitii pentru seminarul 5

Un graf G este dat funcfional: pentru fiecare nod v €
V(G) putem obtine Ng(v) pentru 1$; alternativ, dupd o preprocesare
care costd T'$ (T >> 1), putem obtine, Ng(v) si also Ng(w), pentru
toate nodurile w € V(G). In G se construieste un drum P plecand
dintr-un nod arbitrar gi alegdnd un vecin nevizitat incd atata vreme
cat este posibil. Dupd ce drumul este construit putem s3 ii comparam
costul, Online(P), cu cel mai mic cost posibil, Offline(P). Descrieti o
strategie de platd (de accesare a multimilor de vecini) aga incat

Online(P) < (2 - ;_,) - Offtline(P).
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Exercitii pentru seminarul 5

Fie D un digraf §i a : E(D) — Ry, b : E(D) — R*.
Descrieti un algoritm eficient pentru determinarea unui circuit C* al lui
D, aga incéat

ey = min {a(C) : C circuit in D}.

In problema determin¥rii drumurilor de cost minim de la
un nod dat s la toate celelalte noduri dintr-un digraf G = (V, E), avem
o functie de cost ¢ : E — {0,1,...,C} unde C € N nu depinde de
n = | V| sau de m = |F|. Cum se poate modifica algoritmul lui Dijkstra
pentru a reduce complexitatea timp la O(n + m)?
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Exercitii pentru seminarul 5

Namel group Name2 group Name3 group Name4 group

Fie D = (V, E) un digraf tare conex de ordin n gia : £ - R o
functie de cost pe arcele sale. Dacd X este un mers, un drum sau un
circuit in D, atunci a(X), costul lui X, este suma costurilor de pe
arcele sale, len(X), este lungimea lui X (numdrul de arce), §i aqyq(X),

X
costul mediu al arcelor sale, este aqyy(X) = l:rE ( )3). Fie
Qg = min Qavg(C).

¢ circuit in D

Fie s € V, k € N*, i Ag(v) costul minim al unui mers de la s la v de
lungime k (dacd existd un astfel de mers, altfel Ax(v) = +00).
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Exercitii pentru seminarul 5

a) Dacd D nu confine circuite de cost negativ, dar existd un circuit C
cu a(C) =0, ardtati cd existd un nod v € V aga incét

An(v) =min{a(P) : P este un sv-drum de la s la v in D}.

b) Ardtati cd dacd ag,, = 0, atunci

(MMC) ag,, =min max An(v) = Ak(v).
veV 0<k<n—1 n—=k

c) Dacd ag,, # 0, transformati functia a asa incat noua functie a' si
satisfacd ipoteza de la b) §i din (MMC) (care are loc pentru a')
ardtati cd (MMC) are loc pentru orice functie a.
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In numeroase aplicatii, pentru un digraf dat, G = (V, E)
cua:E — Ry, trebuie s3 rdspundem consecvent la o intrebare de tipul
urmdtor: Care este drumul de cost minim dintre s §i ¢? (s,¢ € V,
s # t). Pentru un digraf foarte mare, G, se propune urmtorul algoritm
Dijkstra modificat (bidirectional):

e construiegte inversul lui G, G’, cu functia de cost a’ : E(G') — R4,
datd prin a;; = a5, Vi € E(G');

@ aplicd succesiv un pas din algoritmul lui Dijkstra lui G si a (plecand
din s) gi lui G’ §i @’ (plecdnd din ?);

@ cand un nod u este introdus in S (mulfimea nodurilor etichetate
de algoritmul lui Dijkstra) de amandoud instantele algoritmului ne
oprim;

o returneazd drumul de la s la v In G reunit cu inversul drumului de
latlawuinG.

Ardtati cd aceastd procedurd nu este corectd, oferind un exemplu care
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Dati un exemplu de digraf care sd aibd §i costuri negative
pe arce gi pe care algoritmul lui Dijkstra sd egueze.

Fie G = (V, E) un digraf, a : E — R o functie de cost
pe arcele sale §i zp € V un nod din care toate celelate noduri ale lui G
sunt accesibile. Un SP-arbore pentru tripleta (G, a, 7o) este un arbore
cu ridicind (in zp) al lui G, T = (V, E'), aga incat costul (cu aceeasi
functie a) drumului de la 25 la w in T este costul minim al unui drum
de la zg la u In G, pentru orice u € V.
(a) Ardtati cd un astfel de SP-arbore existd intotdeauna.

(b) Descrieti un algoritm care si determine un SP-arbore.
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Fie G un graf conex. Ardtati cd
a) orice doud drumuri de lungime maximd ale lui G au intersectie
nevida.
b) dacd G este un arbore, atunci toate drumurile de lungime maxima
din G au intersectia nevida.

Fie G = (V, E) un graf conex.

a) Ardtati cd existd o multime stabild, S, aga incat graful partial bi-

partit H = (S, V \ S; E') s4 fie conex, unde E' = E \ (V2\ S).

|G| -1
A(G)

(b) Ardtati cd a(G) >
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Ardtati cd orice arbore, T, are cel putin A(7T) noduri
pendante (frunze).

Fie G un graf cu n > 2 noduri §i m muchii.
a) Ardtati cd G contine cel putin doud noduri de acelagi grad.

b) Fie r(G) numdrul maxim de noduri avand acelasi grad in G. Dacd
notdm cu dmes = 2m/n, demonstrati cd

r(G)> Ldmed - Z&(G) n J '

Ardtati cad un digraf are o singurd ordonare topologica
dacd §i numai dacd are un drum Hamiltonian iar toate celelate arce sunt
orientate Inainte relativ la directia de parcurgere a acestui drum.
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Fie G = (S, T'; E') un graf bipartit cu urmé&toarele pro-
prietati:
- |S| = n7|T| =m (n’7m EN*):
-Vt e T,|Ng(t)| > k > 0 (pentru un k& < n fixat);

- Vi1, b € T, dacd t; # £y, atunci ‘Ng(tl) N Ng(tz)‘ = k;
Ardtati cd m < n;

Fie G = (V, E) un digraf; definim o functie f5 : P(V) —

N prin fo(2) =04l fa(S) = |[{v : v este accesibil din S}|, pentru & #
SCV.

(a) Aratati cd, pentru orice digraf G, avem
fa(8)+fa(T) 2 fa(SUT)+fe(SNT), VS, TC V.
(b) Demonstrati cd (a) este echivalentd cu
fo(XU{uD)~fo(X) > fo( YU{u})—f(Y),¥X C Y C VYo € V\Y
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Un student a decis s& ajungd in fiecare zi la universitate
alergdnd. Harta oragului contine m segmente de strazi (toate cu doud
sensuri) - un segment se Intinde intre doud intersectii - ale cdror lungimi
strict pozitive sunt cunoscute. Studentul doregte s isi impartd drumul
in doud: o primd parte in care doar sd urce i una in care doar sd
coboare. (Un segment este in urcare dacd punctul de intersctie final are
o altitudine mai mare decat punctul de intersectie initial; un segment
este In coborare dacd punctul de intersectie final are o altitudine mai
micd decdt punctul de intersectie initial.)

(a) Descrieti un algoritm eficient (O(n + m), unde n este numarul de
intersectii) pentru determinarea unui drum de cost minim dintre
cele care indeplinesc cerintele studentului (dacd un astfel de drum
existd).
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(b) Dupd cateva zile de alergare studentul i5i di seama cd structura
drumului i1 face prea dificil de parcurs gi se hotdrdgte sd accepte
pentru traseul sdu gi segmente care au capetele la aceeasi altitudine,
astfel, in prima parte a drumului vrea sd aibd doar segmente in
urcare sau plate iar in a doua parte numai segmente in coborare sau
plate. Descrieti un algoritm care sd rezolve aceastd noud problem3.
Care este complexitatea unui astfel de algoritm?

Fie G = (V, E) un digraf i V familia componentelor
sale tari conexe. Definim urmdtorul digraf G = (V, &), unde pentru
orice H',H" € V, H'H" ¢ £ daci existd un arc v'v” € E astfel incét
v' € V(H') si v € V(H"). O ordonare vi, v3,..., Y, a nodurilor lui
G se numegte ordonare SP-topologicd dacd pentru orice arc v;v; €
E,cul <1 <j < n, nodurile v;,v;41,...,v; aparfin unei aceleiagi
componente tari conexe a lui G.
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(a) Ardtati cd G este un digraf aciclic.

(b) Descrieti un algoritm de complexitate timp O(| V'|+|E|) care s& de-
termine pentru un digraf dat o ordonare SP-topologicd a nodurilor

lui G.
(c) Demonstrati cd pentru orice drum D din G existd o ordonare SP-
topologicd a nodurilor lui G vy, v, ..., v, astfel incat pentru orice

doud noduri v;,v; € V(D), dacd v; apare inaintea lui v; pe D,
atunci 7 < 7.
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