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Matrici asociate - Matricea de adiacentd

Fie G un graf cu V(G) = {v1,..., Un}- alui G
este matricea A = (a4), ¢, ;<, € Mnxn({0,1}), unde

o — 1, dacd v; §i v; adiacente
v 0, altfel ‘

Exemplu
Un graf gi matricea sa de adiacentd.

vy

01110
10010
: : A=|(1 00 0 1
11001
0 0110
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Matrici asociate - Matricea de incidentad

Fie G un graf cu V(G) = {v,...,vw} si E(G) = {e,...,en}
a lui G este matricea B = (bij)lgijgn €
Mpxm({0,1}), unde

b — 1, dacd e; este incidentd cu v,
Y 0, altfel

Exemplu
Un graf gi matricea sa de incidenta.

Il
O O = =
O r O~ O
O B O
O R O O
= = O O O

0
0
1
0
1

o

Algoritmica Grafurilor - Cursul 3 17 octombrie 2025 4/51



Matrici asociate

Valorile proprii, vectorii proprii §i polinomul caracteristic ale matricei
de adiacentd sunt numite , , §i, respec-
tiv, corespunzdtor. Acestea sunt
obiectele de studiu ale

Pentru digrafuri, matrici similare pot fi definite cu elemente din
{-1,0,1} pentru a marca directia arcelor.

Fie G un digraf cu V(G) = {v1,..., v} si E(G) ={e1,..., em}.
a lui G este matricea B = (bij)lgijgn €
Mpxm({—1,0,1}), unde

1, dacd e; este incident dinspre v;
b; =4 —1, dacd e; este incident cdtre v,
0, altfel
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Structuri de date pentru matricea de adiacentd

Fie G = (V,E) un (di)grafcu V ={1,2,...,n}.
o Dacd A = (ay),, ;c, este matricea de adiacentd a lui G atunci,

reprezentiand-o ca un tablou 2-dimensional, avem nevoie de O(n?)
timp pentru initializare (in functie de limbajul de programare).

@ Testarea dacd doud noduri fixate sunt adiacente se face in O(1), dar

, pentru

un anume nod u € V, necesitd Q(n) - prea mult pentru grafuri rare
de ordin mare.
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Structuri de date pentru listele de adiacentd

Fie G = (V,E) un (di)grafcu V ={1,2,...,n}si |E| = m.
@ Orice nod u € V are o listd, A(u), a vecinilor sdi din G:
cand G este graf A(u) = Ng(u);
dacd G este digraf, atunci A(u) = NZ(u) ={v e V : uwv € B}
@ Dacd , atunci fiecare muchie uv € E genereazd doud
elemente in listele de adiacentd: unulin A(u) si unulinA(v);

e Daci , atunci
°
@ Testarea dacd un nod u este adiacent cu un altul v in G necesitd
, dar
, pentru un nod u € V, se poate face in (si

nu in O(n) ca in cazul matricei de adiacentd).
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Probleme de drumuri - Traversarea (di)grafurilor

( )

este o paradigmd algoritmicd care specificd o metodd sistematicd de a
parcurge mulfimea nodurilor care pot fi accesate (atinse) pe drumuri
plecand dintr-un nod fixat al (di)grafului.

Dat un (di)graf G = ({1,...,n}, E)si s € V(G)
genereazd "eficient" multimea

S={u€ V(G) : existd un drum de la s la u in G}.

, deoarece, in timpul procesului
de traversare, trebuie manipulatd in mod eficient multimea de vecini a
nodului curent.
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

forve V do

label(v) + —1; parent(v) + —1,
label(s) < 0; parent(s) < 0;
creazd o coadd @ contindnd s;
while Q # @ do

u  pop(Q);

for v € A(u) d

if label(v) < 0 then

label(v) « label(u) + 1;
parent(v) < u; push(Q, v);
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

Nu este dificil de ardtat cd:

o S={ueV : label(u) > 0};

@ Vu € V,label(u) = dg(s,u) (distanta in G de la s la u);

@ Variabila definegte asociat parcurgerii din s:
dacd G este graf atunci arborele bfs este un arbore partial al com-
ponentei conexe contindnd s; dacd G este digraf atunci arborele
bfs este o (arbore cu rdddcind, orientat - arcele sunt
indreptate cdtre exteriorul rdd4cinii s).

e Complexitatea timp a BFS(s) este O(ng + mg), unde ng = |S| <
|V| =n, §i ms = |E([S]g)| < |E| (se observd cd fiecare vecin din
lista de adiacentd a unui nod din S este accesat o singurd datd).
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

Exemplu
Doud parcurgeri BF'S ale unui aceluiagi digraf (incepand din z gi din v):

T

(Am marcat in paranteze ordinea de vizitare.)
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Probleme de drumuri - Depth-First Search (DFS)

forve V do
label(u) + —1; parent(u) « —1;
label(s) + 0; parent(s) «+ 0;
creazd o stivd S contindnd s; ng < 0;
while S # @ do
u « top(S);
if ((v «+ nezt[A(u)]) # NULL) then
if label(v) < 0 then
ng + +; label(v) + ng;
parent(v) < u; push(S,v);
else
delete(S, u);
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Probleme de drumuri - Depth-First Search (DFS)

Nu este dificil de aridtat ci:

o {u eV : label(u) > 0} este exact mutimea S de noduri accesibile
pe drumuri din s;

e Vu € V,label(u) = momentul vizitdrii lui v (s este vizitat la mo-
mentul 0);

@ Variabila definegte asociat parcurgerii din s

e Complexitatea timp a DFS(s) este O(ns + mg), unde ng = |S| <
|V| =n, §i ms = |E([S]c)| < |E| (se observd cd fiecare vecin din
lista de adiacentd a unui nod din S este accesat o singurd datd).
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Doud parcurgeri DF'S ale unui aceluiasi digraf (incepand din z si din z):
x 2(1) (1)

Alr) = [y]

y 2 Aly) = (w0
) z(5) y(2)
A(2) = [y, ]
A(u) =0
u(3) v(4) u(3) v(4)
u v Av) =[]
z(5)




Drumuri de cost minim - Notatii

Fie G = (V, E) un digraf, cu V ={1,...,n}.
o Fiecare arc (muchie orientatd) e € F are asociat un cost a(e) € R
(pondere, lungime etc).

@ Dacd G este reprezentat cu liste de adiacentd, atunci a(z) este un
camp al elementului din lista de adiacentd a lui ¢ (reprezentand un
arc 1j).

@ Pentru usurinta notatiei vom folosi reprezentarea lui G cu o matrice
de cost-adiacentd A = (a;;)1<:,j<n, unde

o — a(1y), dacdy € B
g 0o, altfel
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Drumuri de cost minim - Notatii

@ Aici oo reprezintd un numadr real foarte mare relativ la costurile
muchiilor(e.g., 00 > n - max a(1)) si presupunem ci co + a = 009,
e
00 + 00 = 00.

o Hste de asemeni posibil sd folosim oo ca un acces nereusit la struc-
tura de date utilizatd pentru reprezentarea matricei A.

o Pentru 2,7 € V, mulf{imea tuturor drumurilor din G de la ¢ la j
este notatd cu Py:

Py ={P : P este un drum dela 7 la 5}.
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Drumuri de cost minim - Notatii

@ Dacd P;; € Py, Py @ (¢ =)vo, V1,1, Ur—1, Ur— 1Y, Ur(= J),
atunci

V(Py) ={w,v1,..., v}, E(Py) = {wuv1,...,Vr—1vr}.
@ Costul lui P;; € P;; este

a(Pi]') =0+ Z Qoyy -
wvEE(Py;)

o In particular a(P;) = 0.
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Principalele probleme de drum de cost minim

P1 Date G=(V,E)digraf, a : E - R;s,t € V,s £ t.
Gidsiti P}, € Py, asa incat a(P}) = min{a(Ps) : Pst € Pt}

P2 Date G=(V,E)digraf, a : E - R;s € V.
Gésiti P € Ps;, Vi € V, a. 1. a(P}) =min{a(Ps) : Py € Ps;}

P3 Date G =(V, F) digraf; a : E — R.
Gasiti P;—;— €Py,Vi,7€V, al a(P;‘j) =min{a(Py) : Py € P;}
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Principalele probleme de drum de cost minim

Remarci 1
@ Reprezentarea cu matrice de cost-adiacentd a perechii (G, a) im-
plicd Py; # @, Vi,7 € V(G): dacd a(P;) < oo, atunci P;; este un
drum real in G, iar dacd a(P;;) = oo, atunci P;; nu este un drum
in G dar este un drum in digraful complet simetric obfinut din G
prin addugarea tuturor arcelor lipsd (cu costuri oo).

o Urmeazd c3 toate multimile din care se determind un element
(drum) de cost minim in problemele P1 - P3 sunt nevide si finite §i

@ Algoritmii pentru rezolvarea problemei P1 se pot obtine din cei pen-
tru rezolvarea problemei P2 prin addugarea unei conditii (evidente)
de oprire.

@ Problema P3 poate fi rezolvatd prin iterarea oricdrui algoritm pen-
tru problema P2. Vom vedea cd sunt gi solutii mai eficiente.
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

Digraful G =
(V, E) reprezintd o retea de comunicatii intre nodurile din V, iar E
modeleazd mulfimea dintre noduri.

@ Dacd a(e) > 0 (Ve € E) reprezintd lungimea conexiunii directe
dintre extremitdtile lui e, atunci problemele P1 - P3 sunt
naturale.

@ Dacd a(e) > 0 (Ve € E) reprezintd timpul necesar pentru parcurg-
erea conexiunii directe dintre extremitatile lui e, atunci problemele
P1-P3

@ Dacd a(e) € (0,1] (Ve € E) reprezintd probabilitatea functiongrii
corecte a conexiunii directe dintre extremitdtile lui e gi dacd pre-
supunem cd muchiile functioneazd una de cealaltd,
atunci problemele P1 - P3 sunt
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

Dacd P;; € P;; pentru o pereche 7,7 € V, atunci ca acest
drum sd functioneze corect este (datoritd independentei)

Prob(P;) = H a(e).

eCEB(Py)
Luand a'(e) = —log a(e),
log Prob(P;;) = log [T ale) ) == > a(e).
e€ B(Py) eCE(Py)

Functia log fiind monotond, problemele P1 - P3 cu costurile a’, oferd
in retele de comunicare.
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

(Path Fvaluation and Review T'echnique) este o metodd de a anal-
iza (Indeosebi) indeplinirea fiecdrei sarcini dintr-un proiect mai complex.
e Fie P = {A1, As,..., A, } activitdtile atomice ale unui mare proiect
P (n este foarte mare). (P, <) este o multime partial ordonats,
unde A; < A; dacd 1 # 7 §i activitatea A; poate incepe doar dupd

ce activitatea A; s-a terminat.
@ Pentru fiecare activitate A;, timpul necesar finalizdrii ¢; este cunos-

cut (sau doar estimat).
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

Asociem acestei problem un digraf aciclic astfel:

e pentru fiecare activitate A, (p € {1,...,n}) addugdm un arc 7,j,
de cost a(7p7p) = tp;

@ nodul 7, coresponde startului activitdtii A, iar nodul j, este asociat
finalizdrii ei;

e dacd activitatea Ay poate porni doar dupd activitatea A, addugdm
arcul 7% (o activitate fictivd - dummy activity) de cost a(jp%) = 0.
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

o Constructia digrafului este incheiatd dupad addugarea unui nod s
corespunzind momentului initial al proiectului, legat prin arce sz,
pentru fiecare activitate A, (in s nu intrd vreun arc) si a unui nod
t corespunzand finalizdrii proiectului, legat prin arce j,t¢ pentru
flecare activitate A, (din ¢ nu iese vreun arc). Toate aceste arce au
cost 0.

o In digraful obtinut

@ Un drum de cost maxim este numit a deoarece orice
intarziere a unei activitdti de pe acest drum implicd o intarziere a
intregului proiect.
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

Avem un rucsac de dimensiune b € N, si

n obiecte de dimensiuni a;, ..., a, € N. Se cunoagte si profitul p, € N al
addugdrii obiectului ¢ (2 € {1,...,n}) in rucsac. Se cere
Fie z;, pentru z € {1,...,n}, o variabild booleand cu semnificatia z; = 1

dacd si numai dacd obiectul z este pus in rucsac. Problema rucsacului
poate fi descrisd astfel

n n
max ¢ Y piti : y e < b,z €{0,1}L,Vi=1,n
=1 i=1
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

@ Fie G =(V,E)undigrafcu V ={s}uU V3 U...U V, U{t}, unde
V, = {1% 1%, ..., 4"} este asociat obiectului 7, i = I, n.

@ Arcele lui G i costurile sunt:
519 §i 51 cu a(s1%) =0, a(s1%) = p; (

).
(1 — 1Y% cu a((s — 1)) =0, Vi = 2,n,Vj =0,b (

).

Dac# j—a; > 0, atunci avem i arcul (¢ —1) %4/ cu a((:—1)" %) =
pi (
).
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

nit cu a(nit) =0,Vj =0,b.

Remarci 2
@ Fiecare drum de la s la £ in G corespunde unei submultimi de
obiecte cu nivelul de umplere < b §i cu profitul total egal cu costul
drumului. Deoarece, reciproc, fiecarei umpleri a rucsacului i core-
spunde un drum dela s la £ in G, urmeaz3d cd problema rucsacului
poate fi rezolvatd prin determinarea unui drum de cost maxim in
digraful aciclic G.

@ Descrierea staticd datd mai sus pentru G poate fi transformata intr-
una procedurald, folosind programarea dinamicd. Problema aceasta
este NP-hard (ordinul lui G poate fi exponential in dimensiunea
problemei).
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Drumuri de cost minim - Aplicatii

Exemplu

2:al+a2
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

P2 Dat G=(V,E) digraf;a: E - R;s € V.
Gisiti PY € Ps;,Vi € V, a. 1. a(P%) = min{a(Ps) : Psi € Psi}

Teorema 1

Fie G un digraf, s € V(G)={1,...,n} sia: E(G) = R, a. 1.
(1) a(C) > 0, pentru toate circuitele C din G.
Atunci (uy, ..., un) este o solutie a sistemului de ecuatii

us= 0 ‘ . )
(B) { U; = m;n(uj + a'ji) dacd gi numai dacd
J#

Vi e V(G), P € Py a. 1. u; = a(P);) =min{a(P) : P € Ps}.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

"<". Fie P}, o solutie optimd a problemei P2 §i u; = a(P};).

Ipoteza (I) implicd u; = 0, i.e., prima ecuatie a sistemului (B) este
satisficutd. Pentru 7 # s, fie  penultimul nod de pe drumul P};. Dacd
Py; este drumul de la s la j determinat pe P, de 7, avem

u; = a(Pg;) = a(Ps;) + a > a(Pg;) + aji = u;j + ay.

Ardtdm cd u; = u; + aj;.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Cazul 1. 4 ¢ V(PJ). Atunci P' = P} o (j,i,1) € Py §i a(P') =
a(Pg;) + a;i < a(Pgy) + aji = a(Py;), contradictie (Pg; este un drum de
cost minim).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Cazul 2. 1 € V(P:j). Fie P;‘j = P, 0 Pj;, cele doud drumuri determinate
de nodul 2 on Ps*j. Atunci costul circuitului C = Pj; o (7,71,4) este
a(C) = a(Py) + ai = a(Py;) — a(Ps) + aj = u; + aj — a(Py;) care
este este < u; + a;; — a(P};) = u; + a;; — u; < 0, contradictie (ipoteza
(I) este incdlcatd).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Astfel partea "<" este demonstratd.

Remarca 1

Am demonstrat mai sus cd dacd j este nodul dinaintea lui ¢z pe un drum
de cost minim de la s la ¢, atunci drumul de la s la 5 determinat de j
de pe acest drum este un drum de cost minim de la s la 7. Inductiv,
urmeaza:
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

"=". Ardtdm cd dacd (uy,..., u,) este o solutie a sistemului (B), atunci

(a) 3P,; € Ps; aga incat u; = a(Py;), Vi € V.
(b) Ve € V, u; =min{a(P) : P € Ps}(= a(Ps)).
(a) Dacd 1 = s, atunci u;, = 0 §i drumul P, satisface a(Ps;) =0 = u,.
Dacd 1 # s, considerdm urmdtorul algoritm
v+ 1, k 0
while v # s do
find w a. 1. u, = Uy + auw; // Jw deoarece u, satisface (B)
% v k44 v w;
Algoritmul determind drumul P : (S =)%g41, %h+1%, %, - - -, 41, 2120, %0(=
1) cu P € Py si
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

a(P) = a(te+1%) + -+ + a(it) =
(uik - ’u”ik+1) + (’u”ik—l - uik) + ot (U — uy) =
uio - uik+1 = U; — Us = Uy,

In fiecare iteratie w ¢ {%,...,%_1} (altfel obtinem un circuit de
cost 0, In contradictie cu ipoteza (I)). (Cu notatiile din algoritmul de
mai sus avem u; = u;, + Gj,;.)

(b) Fie w; = a(P};), Vi € V. Din demonstratia anterioard, u;, 1 = 1,n
satisface sistemul (B).

Ruldm algoritmul de la (a) pentru w;, : = 1,n gi fie Py, = = 1,n,
drumurile care rezulta.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Deoarece u; = U, = 0, urmeazd cd existd un nod ¢ # s aga Incat u; # u;
dar u; = w;, Vj € V(P) cuj # 1.

Atunci u; > W, = Uy, + a4 = Uy, + @i, > U; (prima inegalitate are loc
datoritd modului de alegere a lui 7, a doua inegalitate are loc deoarece
u; satisface (B)).

Contradictia gdsitd aratd cd u = %, i. e., elementele lui u sunt costuri
minime.

O
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 2

Din demonstratia de mai sus urmeazd cd pentru a rezolva P2 este sufi-
cient sd se gdseascd o solutie a sistemului de ecuatii (B). Drumurile de
cost minim corespunzidtoare pot fi obtinute ca la (a) din demonstratia de
mai sus: dacd avem u; = U + ag; atunci k£ este nodul dinaintea lui ¢ pe
drumul de cost minim de la s la 7 (de cost u; ). In algoritmul care rezolva
sistemul (B) mentinem un tablou before[l..n] cu elemente din V U {0}
cu semnificatia finald before[:] = nodul dinaintea lui 7 pe un drum de
cost minim de la s la :. Nodurile de pe acest drum pot fi determinate
in O(n) prin constructia secventei ¢, before[i], before[before[i]],.. ., s.
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 3

Dacd algoritmii care rezolva sistemul de ecuatii (B) ocolesc (prin in-
tretinerea tabloului before) circuitele de cost 0, atunci problema P2 este
rezolvatd, chiar dacd se pierde unicitatea solutiei. Astfel, acesti algoritmi
vor rezolva P2 in ipoteza

(1" a(C) > 0, pentru toate circuitele C din G.

Remarca 4

Dacd, in problemele P1 - P3, G este un graf gi nu un digraf, putem folosi
algoritmii pentru digrafuri inlocuind fiecare muchie a lui G cu o pereche
simetricd de arce, fiecare cu acelagi cost ca muchia. Aceastd abordare
functioneazd doar pentru muchii de cost nenegativ (dacd o muchie are
cost negativ, atunci 2-circuitul corespunzétor format cu cele doud arce
simetrice are cost negativ, deci ipoteza (I') este incdlcatd).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 5

Deoarece multimile P;; sunt finite (si nevide), putem considera probleme
similare cu P1 - P3 inlocuind min cu maz.

Remarca 6

Relatia evidentd max,c4 ¢ = — min,c 4(—z), prin inlocuirea costurilor
a; cu —ay;, se poate folosi doar in digrafuri in care, pentru fiecare cir-
cuit C, avem a(C) < 0 (in particular, aceastd abordare merge pentru
digrafuri fard circuite).
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Exercitii pentru seminarul 4

Spunem c3 un graf G = (V, E) este dacd m < cn?/logn (n =
|V|,m = |E|). Motivul este acela cd putem reprezenta matricea de
adiacent¥ A a lui G folosind doar O(n?/log n) spatiu de memorie aga
incat rdspunsul la intrebarea "a(z,7) = 17" sd poatd fi dat in O(1).
Descrieti o astfel de reprezentare.

Ardtati cd nu existd o ordonare ey, e, ..., e;p @ muchiilor unui graf K,
aga incat: ejp §i e; nu sunt adiacente gi e; §i e;+1 nu sunt adiacente
pentru orice 1 < 2 < 9.
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie E = {ej, e,..., ey} 0 ordonare a muchiilor unui graf
conex G = (V, E) de ordin n. Pentru orice submultime A C E definim
x4 € GF™ vectorul caracteristic m-dimensional al lui 4: x* =1 &
e; € A. (GF™ este spatiul vectorial m-dimensional 0 - 1 peste Z,.)
Ardtati ca:

(a) submultimea vectorilor caracteristici ai tuturor tdieturilor din G
la care se adaugd vectorul nul este un subspatiu X al lui GF™;

(b) submultimea vectorilor caracteristici ai tuturor circuitelor din G
genereazd un subspatiu, U, al lui GF'™ care este ortogonal pe X;

(c) dim(X)>n—1,

(d) dm(U)>m-—n+1;

(e) inegalitdtile de mai sus sunt, de fapt, egalitati.
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie G = (V, E) un graf de ordin 7 §i dimensiune m cu
matricea de adiacentd A. Din multimea celor 2™ orientari posibile ale
tuturor muchiilor sale alegem una gi considerdm matricea de incidentd
nod-arc @ € Mpyxm({-1,0,1}).

—1, dacd v este extremitatea initiald a arcului e
Que = 1, dacd v este extremitatea finald a arcului e
0, dacd e nu este incident cu v.

Aritati cd A + QQ7 este matrice diagonalX si aflati interpretarea com-
binatoriald a elementelor sale diagonale.
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie D = (V,E) un digraf cu V = {v,v,...,v,} si
E = {e, ez, ...,em}. Fie B = (b;) € Mpxm({—1,0,1}) matricea de
incidentd a lui D, unde

1, dacd e; este incident dinspre v;
b; = ¢ —1, dacd e; este incident cdtre v,

0, altfel

Ardtati cd det(M) € {—1,0, 1} pentru orice submatrice p&traticd, M, a
lui B (i. e., B este o ).
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie G = (S, T; E) un graf bipartit cu V = SU T =
{vi,%,..., v} 51 E ={e1, e2,...,en}. Fie B = (by) € Mpxm({0,1})
matricea de incidentd a lui G, unde

b — 1, dacd e; este incidentd cu v;
Y1 0, altfel

Ardtati cd det(M) € {—1,0,1} pentru orice submatrice pdtraticd a lui
B (i. e., B este o matrice total unimodularg).
Fie G un graf cu n noduri §i m muchii.
(a) Ardtati cd G este bipartit dacd si numai dacd G nu contine circuite
(induse) impare.

(b) Descrieti un algoritm de complexitate timp O(n+m) care sd decidd
dacd un graf dat este bipartit. (Un algoritm pentru recunoagterea
grafurilor bipartite.)
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie Mg matricea de incidentd muchie-nod a unui graf dat
G =(V,E), adicd Mg = (myj)1<i<m, unde
IS
V={v,w,...,o}, E={e,e...,em}

1 dacd e; este incidentd cu v;

™5 =\ 0 altfel

(a) Ardtati cd dacd T este un arbore, atunci prin indepdrtarea din My
a unei coloane corespunzdtoare unui nod dat se obtine o matrice
pdtraticd nesingulard.

(b) Ar&tati cd dacd C este un circuit, atunci M este matrice nesingu-
lard daca gi numai dacd C este impar.
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie G = (V, E) un graf cu n noduri §i m > 1 muchii.
Considerdm urmdtorul algoritm:

G « G,

while (u € V(G') a. 1. dg/(u) < m/n) do
G + G —u;

return G/;

(a) Determinati complexitatea timp a unei implementsri eficiente a
acestui algoritm.

(b) Aritati ci graful returnat, G’, este nenul (are si noduri, dar gi
muchii).

(c) Ardtati cd orice graf contine un drum de lungime cel putin m/n.
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Exercitii pentru seminarul 4

unui graf G este cea mai mare distanta dintre
orice doud noduri din G. Doud noduri formeazd o
dacd distanta dintre ele este cat diametrul. Ardtati cd
urmdtorul algoritm determind pereche de noduri diametral opuse intr-
un arbore dat T

@ plecand dintr-un nod al lui T, parcurge bfs (Breadth First Search)
arborele T'; fie v ultimul nod vizitat.

@ mai parcurge o data bfs arborele T plecand din nodul u; fie v
ultimul nod vizitat.

o returneazd perechea (u, v).
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Exercitii pentru seminarul 4

Ardtati cd o parcurgere DFS poate fi utilizatd pentru a
determina un circuit par intr-un graf 3-regulat in O(n).

(a) Ar&tati cd pentru un graf bipartit cu n noduri §i m muchii avem

4m < n?.

(b) Descrieti un algoritm de complexitate timp O(n+m) care sd decidd
dacd un graf dat (cu n noduri §i m muchii) este complementul unui
graf bipartit.
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Exercitii pentru seminarul 4

Demonstrati cd un graf G este bipartit dacd i numai
daci orice subgraf indus H al lui G satisface inegalitatea: 2a(H) > |H]|.

Fie G = (S, T; E) un graf bipartit i X € {S,T}. G
se numeste dacd nodurile lui X pot fi ordonate: i, 2»,... 2%
(|X| = k) astfel ca
Ng(z1) 2 Ng(z2) 2 ... 2 Ng(zk)
(a) Ardtati cd G este S-lant dacd si numai dacd este T-lant.

(b) S& presupunem cd G (care este bipartit) are ordinul n, dimensiunea
m i este reprezentat folosind liste de adiacentd. Descrieti un algo-
ritm de recunoagtere a unui S-lant de complexitate timp O(n+m).
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Exercitii pentru seminarul 4

Fie G un graf; notdm cu b(G) graful obtinut din G prin

inserarea simultand a cate unui nou nod pe fiecare muchie a lui G.

(a) Ardtati cd b(G) este graf bipartit.

(b) Demonstrati c& G ~ H dacd si numai dacd b(G) ~ b(H). De
aici deduceti cd testarea izomorfismului intre doud grafuri poate
fi redusd in timp polinomial la testarea izomorfismului intre doud
grafuri bipartite.

Fie G un graf bipartit; ardtati cd G este conex dacid si
numai dacd admite o singurd bipartifie cu multimi stabile.
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