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Cuprins

1 Vocabularul teoriei grafurilor
Matrici asociate

2 Structuri de date

3 Probleme de drumuri în (di)grafuri
Traversarea (di)grafurilor
Drumuri de cost minim

4 Exerciµii pentru seminarul 4 (s pt mâna 20-24 octombrie)
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Matrici asociate - Matricea de adiacenµ 

Fie G un graf cu V (G) = fv1; : : : ; vng. Matricea de adiacenµ  a lui G
este matricea A = (aij )16i ;j6n 2Mn�n(f0; 1g), unde

aij =

®
1; dac  vi ³i vj adiacente
0; altfel

:

Exemplu

Un graf ³i matricea sa de adiacenµ .

b

b

b b

b

v1

v2

v3 v4

v5

A =


0 1 1 1 0
1 0 0 1 0
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0


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Matrici asociate - Matricea de incidenµ 

Fie G un graf cu V (G) = fv1; : : : ; vng ³i E(G) = fe1; : : : ; emg.
Matricea de incidenµ  a lui G este matricea B = (bij )16i ;j6n 2

Mn�m(f0; 1g), unde

bij =

®
1; dac  ej este incident  cu vi
0; altfel

:

Exemplu

Un graf ³i matricea sa de incidenµ .

b

b

b b

b

v1

v2

v3 v4

v5

e1

e2

e3

e4

e6

e5

=


1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1


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Matrici asociate

Valorile proprii, vectorii proprii ³i polinomul caracteristic ale matricei
de adiacenµ  sunt numite valorile proprii, vectorii proprii, ³i, respec-
tiv, polinomul caracteristic ale grafului corespunz tor. Acestea sunt
obiectele de studiu ale teoriei spectrale a grafurilor.

Pentru digrafuri, matrici similare pot � de�nite cu elemente din
f�1; 0; 1g pentru a marca direcµia arcelor.

Fie G un digraf cu V (G) = fv1; : : : ; vng ³i E(G) = fe1; : : : ; emg. Ma-
tricea de incidenµ  nod-arc a lui G este matricea B = (bij )16i ;j6n 2

Mn�m(f�1; 0; 1g), unde

bij =


1; dac  ej este incident dinspre vi
�1; dac  ej este incident c tre vi
0; altfel

:
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Structuri de date pentru matricea de adiacenµ 

Fie G = (V ;E) un (di)graf cu V = f1; 2; : : : ;ng.

Dac  A = (aij )16i ;j6n este matricea de adiacenµ  a lui G atunci,
reprezentând-o ca un tablou 2-dimensional, avem nevoie de O(n2)

timp pentru iniµializare (în funcµie de limbajul de programare).

Astfel, orice algoritm care reprezint  G cu matrice de adiacenµ  are
complexitatea timp (³i spaµiu) 
(n2).

Testarea dac  dou  noduri �xate sunt adiacente se face în O(1), dar
parcurgerea întregii mulµimi de vecini NG(u) (sau NG+(u)), pentru
un anume nod u 2 V , necesit  
(n) - prea mult pentru grafuri rare
de ordin mare.
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Structuri de date pentru listele de adiacenµ 

Fie G = (V ;E) un (di)graf cu V = f1; 2; : : : ;ng ³i jE j = m .
Orice nod u 2 V are o list , A(u), a vecinilor s i din G :
I când G este graf A(u) = NG(u);
I dac  G este digraf, atunci A(u) = N+

G (u) = fv 2 V : uv 2 Eg;

Dac  G este graf, atunci �ecare muchie uv 2 E genereaz  dou 
elemente în listele de adiacenµ : unul înA(u) ³i unul înA(v); spaµiul
necesar este O(n + 2m).

Dac  G este digraf, atunci spaµiul necesar este O(n +m).

Listele de adiacenµ  pot � implementate folosind liste înl nµuite sau
tablouri.

Testarea dac  un nod u este adiacent cu un altul v în G necesit 
O(dG(u)) timp, dar parcurgerea întregii mulµimi de vecini NG(u)

(sau N+
G (u)), pentru un nod u 2 V , se poate face în 
(dG(u)) (³i

nu în O(n) ca în cazul matricei de adiacenµ ).
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Probleme de drumuri - Traversarea (di)grafurilor

Traversarea (sistematic  a) grafurilor (graph search, graph traversal)
este o paradigm  algoritmic  care speci�c  o metod  sistematic  de a
parcurge mulµimea nodurilor care pot � accesate (atinse) pe drumuri
plecând dintr-un nod �xat al (di)grafului.

Dat un (di)graf G = (f1; : : : ;ng;E) ³i s 2 V (G)

genereaz  "e�cient" mulµimea

S = fu 2 V (G) : exist  un drum de la s la u in Gg:

G va � reprezentat cu liste de adiacenµ , deoarece, în timpul procesului
de traversare, trebuie manipulat  în mod e�cient mulµimea de vecini a
nodului curent.
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

for v 2 V do
label(v) �1; parent(v) �1;

label(s) 0; parent(s) 0;
creaz  o coad  Q conµinând s ;
while Q 6= ? do
u  pop(Q);
for v 2 A(u) do
if label(v) < 0 then
label(v) label(u) + 1;
parent(v) u ; push(Q ; v);
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

Propriet µi ale BFS. Nu este di�cil de ar tat c :

S = fu 2 V : label(u) > 0g;

8u 2 V ; label(u) = dG(s ;u) (distanµa în G de la s la u);

Variabila parent de�ne³te arborele bfs asociat parcurgerii din s :
dac  G este graf atunci arborele bfs este un arbore parµial al com-
ponentei conexe conµinând s ; dac  G este digraf atunci arborele
bfs este o arborescenµ  (arbore cu r d cin , orientat - arcele sunt
îndreptate c tre exteriorul r d cinii s).

Complexitatea timp a BFS(s) este O(nS +mS ), unde nS = jS j 6

jV j = n , ³i mS = jE([S ]G)j 6 jE j (se observ  c  �ecare vecin din
lista de adiacenµ  a unui nod din S este accesat o singur  dat ).
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Probleme de drumuri - Breadth-First Search (BFS)

Exemplu

Dou  parcurgeri BFS ale unui aceluia³i digraf (începând din z ³i din v):

x

y z

u v

b

b

b b

b

A(x) = [y]

A(y) = [u, v]

A(z) = [x, y]

A(u) = ∅

A(v) = [z]

b

b b

b b

b

b

b b

b

z(1)

x(2) y(3)

u(4) v(5)

v(1)

z(2)

x(3) y(4)

u(5)

(Am marcat în paranteze ordinea de vizitare.)

Algoritmica Grafurilor - Cursul 3 17 octombrie 2025 11 / 51



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Probleme de drumuri - Depth-First Search (DFS)

for v 2 V do
label(u) �1; parent(u) �1;

label(s) 0; parent(s) 0;
creaz  o stiv  S conµinând s ; nS  0;
while S 6= ? do
u  top(S);
if ((v  next [A(u)]) 6= NULL) then
if label(v) < 0 then
nS ++; label(v) nS ;
parent(v) u ; push(S ; v);

else
delete(S ;u);
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Probleme de drumuri - Depth-First Search (DFS)

Propriet µi ale DFS. Nu este di�cil de ar tat c :

fu 2 V : label(u) > 0g este exact muµimea S de noduri accesibile
pe drumuri din s ;

8u 2 V ; label(u) = momentul vizit rii lui u (s este vizitat la mo-
mentul 0);

Variabila parent de�ne³te arborele dfs asociat parcurgerii din s

Complexitatea timp a DFS(s) este O(nS +mS ), unde nS = jS j 6

jV j = n , ³i mS = jE([S ]G)j 6 jE j (se observ  c  �ecare vecin din
lista de adiacenµ  a unui nod din S este accesat o singur  dat ).
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Probleme de drumuri - Depth-First Search (DFS)

Exemplu

Dou  parcurgeri DFS ale unui aceluia³i digraf (începând din z ³i din x ):
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Drumuri de cost minim - Notaµii

Fie G = (V ;E) un digraf, cu V = f1; : : : ;ng.

Fiecare arc (muchie orientat ) e 2 E are asociat un cost a(e) 2 R
(pondere, lungime etc).

Dac  G este reprezentat cu liste de adiacenµ , atunci a(ij ) este un
câmp al elementului din lista de adiacenµ  a lui i (reprezentând un
arc ij ).

Pentru u³urinµa notaµiei vom folosi reprezentarea lui G cu o matrice
de cost-adiacenµ  A = (aij )16i ;j6n , unde

aij =

®
a(ij ); dac  ij 2 E
1; altfel

:
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Drumuri de cost minim - Notaµii

Aici 1 reprezint  un num r real foarte mare relativ la costurile
muchiilor(e.g., 1 > n �max

ij2E
a(ij )) ³i presupunem c  1� a = 1,

1+1 =1.

Este de asemeni posibil s  folosim 1 ca un acces nereu³it la struc-
tura de date utilizat  pentru reprezentarea matricei A.

Pentru i ; j 2 V , mulµimea tuturor drumurilor din G de la i la j
este notat  cu Pij :

Pij = fP : P este un drum de la i la j g:
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Drumuri de cost minim - Notaµii

Dac  Pij 2 Pij , Pij : (i =)v0; v0v1; v1; : : : ; vr�1; vr�1vr ; vr (= j ),
atunci

V (Pij ) = fv0; v1; : : : ; vrg;E(Pij ) = fv0v1; : : : ; vr�1vrg:

Costul lui Pij 2 Pij este

a(Pij ) = 0+
X

uv2E(Pij )

auv :

În particular a(Pii ) = 0.
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Principalele probleme de drum de cost minim

Drumul de cost minim între dou  noduri.

P1 Date G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s ; t 2 V ; s 6= t :

G siµi P�
st 2 Pst ; a³a încât a(P�

st ) = min fa(Pst ) : Pst 2 Pstg:

Drumurile de cost minim dintre un nod ³i toate celelalte noduri

P2 Date G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s 2 V :

G siµi P�
si 2 Psi ; 8i 2 V ; a. î. a(P�

si ) = min fa(Psi ) : Psi 2 Psig

Toate drumurile de cost minim.

P3 Date G = (V ;E) digraf; a : E ! R:

G siµi P�
ij 2 Pij ; 8i ; j 2 V ; a. î. a(P�

ij ) = min fa(Pij ) : Pij 2 Pij g
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Principalele probleme de drum de cost minim

Remarci 1

Reprezentarea cu matrice de cost-adiacenµ  a perechii (G ; a) im-
plic  Pij 6= ?, 8i ; j 2 V (G): dac  a(Pij ) < 1, atunci Pij este un
drum real în G , iar dac  a(Pij ) = 1, atunci Pij nu este un drum
în G dar este un drum în digraful complet simetric obµinut din G

prin ad ugarea tuturor arcelor lips  (cu costuri 1).

Urmeaz  c  toate mulµimile din care se determin  un element
(drum) de cost minim în problemele P1 - P3 sunt nevide ³i �nite ³i
drumurile minime cerute sunt bine de�nite.

Algoritmii pentru rezolvarea problemei P1 se pot obµine din cei pen-
tru rezolvarea problemei P2 prin ad ugarea unei condiµii (evidente)
de oprire.

Problema P3 poate � rezolvat  prin iterarea oric rui algoritm pen-
tru problema P2. Vom vedea c  sunt ³i soluµii mai e�ciente.
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

1. Reµele de comunicare (Communication Networks). Digraful G =

(V ;E) reprezint  o reµea de comunicaµii între nodurile din V , iar E
modeleaz  mulµimea leg turilor orientate dintre noduri.

Dac  a(e) > 0 (8e 2 E) reprezint  lungimea conexiunii directe
dintre extremit µile lui e , atunci problemele P1 - P3 sunt probleme
de drumuri de cost minim naturale.

Dac  a(e) > 0 (8e 2 E) reprezint  timpul necesar pentru parcurg-
erea conexiunii directe dintre extremit µile lui e , atunci problemele
P1 - P3 probleme pentru determinarea drumurilor celor mai rapide.

Dac  a(e) 2 (0; 1] (8e 2 E) reprezint  probabilitatea funcµion rii
corecte a conexiunii directe dintre extremit µile lui e ³i dac  pre-
supunem c  muchiile funcµioneaz  independent una de cealalt ,
atunci problemele P1 - P3 sunt probleme pentru determinarea dru-
murilor celor mai sigure:
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

Dac  Pij 2 Pij pentru o pereche i ; j 2 V , atunci probabilitatea ca acest
drum s  funcµioneze corect este (datorit  independenµei)

Prob(Pij ) =
Y

e2E(Pij )

a(e):

Luând a 0(e) = � log a(e),

logProb(Pij ) = log

Ñ
Y

e2E(Pij )

a(e)

é
= �

X

e2E(Pij )

a 0(e):

Funcµia log �ind monoton , problemele P1 - P3 cu costurile a 0, ofer 
drumurile cele mai �abile în reµele de comunicare.
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

2. Reµele PERT - Metoda drumului critic (Critical path method - CPM).
PERT (Path Evaluation and Review Technique) este o metod  de a anal-
iza (îndeosebi) îndeplinirea �ec rei sarcini dintr-un proiect mai complex.

Fie P = fA1;A2; : : : ;Ang activit µile atomice ale unui mare proiect
P (n este foarte mare). (P ; <) este o mulµime parµial ordonat ,
unde Ai < Aj dac  i 6= j ³i activitatea Aj poate începe doar dup 
ce activitatea Ai s-a terminat.

Pentru �ecare activitate Ai , timpul necesar �naliz rii ti este cunos-
cut (sau doar estimat).

G siµi o plani�care a activit µilor acestui proiect care s  minimizeze
durata total  pân  la �nalizare.
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

Asociem acestei problem un digraf aciclic astfel:

pentru �ecare activitate Ap (p 2 f1; : : : ;ng) ad ug m un arc ipjp
de cost a(ipjp) = tp ;

nodul ip coresponde startului activit µii Ap iar nodul jp este asociat
�naliz rii ei;

dac  activitatea Ak poate porni doar dup  activitatea Ap ad ug m
arcul jpik (o activitate �ctiv  - dummy activity) de cost a(jpik ) = 0.
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

Construcµia digrafului este încheiat  dup  ad ugarea unui nod s

corespunzând momentului iniµial al proiectului, legat prin arce sip
pentru �ecare activitate Ap (în s nu intr  vreun arc) ³i a unui nod
t corespunzând �naliz rii proiectului, legat prin arce jpt pentru
�ecare activitate Ap (din t nu iese vreun arc). Toate aceste arce au
cost 0.

În digraful obµinut costul maxim al unui drum de la s la t este egal
cu timpul minim necesar îndeplinirii în întregime a proiectului.

Un drum de cost maxim este numit a drum critic deoarece orice
întârziere a unei activit µi de pe acest drum implic  o întârziere a
întregului proiect.
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Drumuri de cost minim - Aplicaµii

Exemplu
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b b end
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A1 : t1

A2 : t2

A3 : t3

A4 : t4

A5 : t5

A6 : t6

A7 : t7

A8 : t8

A9 : t9

A10 : t10
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3. Problema rucsacului (0�1). Avem un rucsac de dimensiune b 2 N, ³i
n obiecte de dimensiuni a1; : : : ; an 2 N. Se cunoa³te ³i pro�tul pi 2 N al
ad ug rii obiectului i (i 2 f1; : : : ;ng) în rucsac. Se cere s  se g seasc 
o completare a rucsacului care s  maximizeze pro�tul total.
Fie xi , pentru i 2 f1; : : : ;ng, o variabil  boolean  cu semni�caµia xi = 1
dac  ³i numai dac  obiectul i este pus în rucsac. Problema rucsacului
poate � descris  astfel

max

®
nX

i=1

pixi :
nX

i=1

aixi 6 b; xi 2 f0; 1g; 8i = 1;n

´
:
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Fie G = (V ;E) un digraf cu V = fsg [V1 [ : : : [Vn [ ftg, unde
Vi = fi

0; i1; : : : ; ibg este asociat obiectului i , i = 1;n .

Arcele lui G ³i costurile sunt:
I s10 ³i s1a1 cu a(s10) = 0; a(s1a1) = p1 (obiectul 1 este ad ugat ruc-

sacului cu pro�tul p1 ³i nivelul de umplere a1 , sau nu este ad ugat,

cu pro�tul ³i nivelul de umplere 0).
I (i � 1)j i j cu a((i � 1)j i j ) = 0, 8i = 2;n ; 8j = 0; b (obiectul i nu

este ad ugat rucsacului: dup  competarea cu primele i � 1 obiecte

³i nivelul de umplere j se trece la umplerea cu primele i objecte,

f r  obiectul i ; nivelul de umplere r mâne neschimbat j iar pro�tul

ad ugat este 0).
I Dac  j�ai > 0, atunci avem ³i arcul (i�1)j�ai i j cu a((i�1)j�ai i j ) =

pi (se poate ajunge la nivelul de umplere j prin ad ugarea obiectului

i la o umplere cu primele i �1 obiecte, cu nivelul de umplere j �ai ).
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I n j t cu a(n j t) = 0, 8j = 0; b.

Remarci 2

Fiecare drum de la s la t în G corespunde unei submulµimi de
obiecte cu nivelul de umplere 6 b ³i cu pro�tul total egal cu costul
drumului. Deoarece, reciproc, �ec rei umpleri a rucsacului îi core-
spunde un drum dela s la t în G , urmeaz  c  problema rucsacului
poate � rezolvat  prin determinarea unui drum de cost maxim în
digraful aciclic G .

Descrierea static  dat  mai sus pentru G poate � transformat  într-
una procedural , folosind programarea dinamic . Problema aceasta
este NP-hard (ordinul lui G poate � exponenµial în dimensiunea
problemei).
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Exemplu

b b b

b b

b

b b

b

bb

b

b

b

b

b

s

t

0

0

0

0

0 0

0

0

p2

p1

1 : 0

1 : 1

1 : a1

1 : b

2 : 0

2 : 1

2 : a2

2 : a1 + a2

2 : b

n : 0

n : 1

n : 2

n : b

p2
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P2 Dat G = (V ;E) digraf; a : E ! R; s 2 V :

G siµi P�
si 2 Psi ; 8i 2 V ; a. î. a(P�

si ) = min fa(Psi ) : Psi 2 Psig

Teorema 1

Fie G un digraf, s 2 V (G) = f1; : : : ;ng ³i a : E(G)! R, a. î.

(I) a(C ) > 0; pentru toate circuitele C din G :

Atunci (u1; : : : ;un) este o soluµie a sistemului de ecuaµii

(B)

{
us = 0
ui = min

j 6=i
(uj + aji )

dac  ³i numai dac 

8i 2 V (G), 9P�
si 2 Psi a. î. ui = a(P�

si ) = min fa(P) : P 2 Psig.
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Proof:
"(". Fie P�

si o soluµie optim  a problemei P2 ³i ui = a(P�
si ).

Ipoteza (I) implic  us = 0, i.e., prima ecuaµie a sistemului (B) este
satisf cut . Pentru i 6= s , �e j penultimul nod de pe drumul P�

si . Dac 
Psj este drumul de la s la j determinat pe P�

si de j , avem

ui = a(P�
si ) = a(Psj ) + aji > a(P�

sj ) + aji = uj + aji :

Ar t m c  ui = uj + aji . Presupunem c  ui > uj + aji , i. e., a(Psj ) >

a(P�
sj ).
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Cazul 1. i 62 V (P�
sj ). Atunci P1 = P�

sj � (j ; ji ; i) 2 Psi ³i a(P1) =

a(P�
sj ) + aji < a(Psj ) + aji = a(P�

si ), contradicµie (P
�
si este un drum de

cost minim).

b

b
b

b

b

bs

Psj

P ∗
sj

j

i
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Cazul 2. i 2 V (P�
sj ). Fie P

�
sj = Psi �Pij , cele dou  drumuri determinate

de nodul i on P�
sj . Atunci costul circuitului C = Pij � (j ; ji ; i) este

a(C ) = a(Pij ) + aji = a(P�
sj ) � a(Psi ) + aji = uj + aji � a(Psi ) care

este este 6 uj + aji � a(P
�
si ) = uj + aji � ui < 0, contradicµie (ipoteza

(I) este înc lcat ).

b

b
b

b

b

bs

Psj

P ∗
sj

j

i
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Astfel partea "(" este demonstrat .

Remarca 1

Am demonstrat mai sus c  dac  j este nodul dinaintea lui i pe un drum
de cost minim de la s la i , atunci drumul de la s la j determinat de j
de pe acest drum este un drum de cost minim de la s la j . Inductiv,
urmeaz :
Principiul de optimalitate al lui Bellman: Dac  P�

si este un drum de cost
minim de la s la i , atunci 8j 2 V (P�

si ), dac  P
�
si = Psj �Pji , atunci Psj

(respectiv Pji ) este un drum de cost minim de la s la j (respectiv de la
j la i).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

")". Ar t m c  dac  (u1; : : : ;un) este o soluµie a sistemului (B), atunci

(a) 9Psi 2 Psi a³a încât ui = a(Psi ), 8i 2 V .

(b) 8i 2 V , ui = min fa(P) : P 2 Psig(= a(Psi )).

(a) Dac  i = s , atunci us = 0 ³i drumul Pss satisface a(Pss) = 0 = us .
Dac  i 6= s , consider m urm torul algoritm

v  i ; k  0;
while v 6= s do
�nd w a. î. uv = uw + awv ; // 9w deoarece uv satisface (B)
ik  v ; k ++; v  w ;

Algoritmul determin  drumul P : (s =)ik+1; ik+1ik ; ik ; : : : ; i1; i1i0; i0(=

i) cu P 2 Psi ³i
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

a(P) = a(ik+1ik ) + � � �+ a(i1i0) =

(uik � uik+1) + (uik�1 � uik ) + � � �+ (ui0 � ui1) =

ui0 � uik+1 = ui � us = ui ;

În �ecare iteraµie while w =2 fi0; : : : ; ik�1g (altfel obµinem un circuit de
cost 0, în contradicµie cu ipoteza (I)). (Cu notaµiile din algoritmul de
mai sus avem ui = ui1 + ai1i .)
(b) Fie u i = a(P�

si ), 8i 2 V . Din demonstraµia anterioar , u i , i = 1;n
satisface sistemul (B).
Presupunem c  u = (u1; : : : ;un) 6= (u1; : : : ;un) = u .
Rul m algoritmul de la (a) pentru u i , i = 1;n ³i �e P si , i = 1;n ,
drumurile care rezult .
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Deoarece us = us = 0, urmeaz  c  exist  un nod i 6= s a³a încât ui 6= u i

dar uj = u j , 8j 2 V (P si ) cu j 6= i .
Atunci ui > u i = u i1 + ai1i = ui1 + ai1i > ui (prima inegalitate are loc
datorit  modului de alegere a lui i , a doua inegalitate are loc deoarece
ui satisface (B)).
Contradicµia g sit  arat  c  u = u , i. e., elementele lui u sunt costuri
minime.

�
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 2

Din demonstraµia de mai sus urmeaz  c  pentru a rezolva P2 este su�-
cient s  se g seasc  o soluµie a sistemului de ecuaµii (B). Drumurile de
cost minim corespunz toare pot � obµinute ca la (a) din demonstraµia de
mai sus: dac  avem ui = uk + aki atunci k este nodul dinaintea lui i pe
drumul de cost minim de la s la i (de cost ui ). În algoritmul care rezolva
sistemul (B) menµinem un tablou before [1::n ] cu elemente din V [ f0g
cu semni�caµia �nal  before [i ] = nodul dinaintea lui i pe un drum de
cost minim de la s la i . Nodurile de pe acest drum pot � determinate
în O(n) prin construcµia secvenµei i ; before [i ]; before [before [i ]]; : : : ; s .
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 3

Dac  algoritmii care rezolva sistemul de ecuaµii (B) ocolesc (prin în-
treµinerea tabloului before) circuitele de cost 0, atunci problema P2 este
rezolvat , chiar dac  se pierde unicitatea soluµiei. Astfel, ace³ti algoritmi
vor rezolva P2 în ipoteza

(I') a(C ) > 0; pentru toate circuitele C din G :

Remarca 4

Dac , în problemele P1 - P3, G este un graf ³i nu un digraf, putem folosi
algoritmii pentru digrafuri înlocuind �ecare muchie a lui G cu o pereche
simetric  de arce, �ecare cu acela³i cost ca muchia. Aceast  abordare
funcµioneaz  doar pentru muchii de cost nenegativ (dac  o muchie are
cost negativ, atunci 2-circuitul corespunz tor format cu cele dou  arce
simetrice are cost negativ, deci ipoteza (I') este înc lcat ).
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Drumuri de cost minim - Rezolvarea problemei P2

Remarca 5

Deoarece mulµimile Pij sunt �nite (³i nevide), putem considera probleme
similare cu P1 - P3 înlocuind min cu max .

Remarca 6

Relaµia evident  maxx2A x = �minx2A(�x ), prin înlocuirea costurilor
aij cu �aij , se poate folosi doar în digrafuri în care, pentru �ecare cir-
cuit C , avem a(C ) 6 0 (în particular, aceast  abordare merge pentru
digrafuri f r  circuite). Dac  digraful are circuite, problema celui mai
lung drum este, în general, NP - hard.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 1.
Spunem c  un graf G = (V ;E) este rar dac  m 6 cn2= logn (n =

jV j;m = jE j). Motivul este acela c  putem reprezenta matricea de
adiacenµ  A a lui G folosind doar O(n2= logn) spaµiu de memorie a³a
încât r spunsul la întrebarea "a(i ; j ) = 1?" s  poat  � dat în O(1).
Descrieµi o astfel de reprezentare.

Exerciµiul 2.
Ar taµi c  nu exist  o ordonare e1; e2; : : : ; e10 a muchiilor unui graf K5,
a³a încât: e10 ³i e1 nu sunt adiacente ³i ei ³i ei+1 nu sunt adiacente
pentru orice 1 6 i 6 9.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 3. Fie E = fe1; e2; : : : ; emg o ordonare a muchiilor unui graf
conex G = (V ;E) de ordin n . Pentru orice submulµime A � E de�nim
xA 2 GFm vectorul caracteristic m-dimensional al lui A: xAi = 1 ,
ei 2 A. (GFm este spaµiul vectorial m-dimensional 0 - 1 peste Z2.)
Ar taµi c :

(a) submulµimea vectorilor caracteristici ai tuturor t ieturilor din G
la care se adaug  vectorul nul este un subspaµiu X al lui GFm ;

(b) submulµimea vectorilor caracteristici ai tuturor circuitelor din G
genereaz  un subspaµiu, U , al lui GFm care este ortogonal pe X ;

(c) dim(X ) > n � 1;

(d) dim(U ) > m � n + 1;

(e) inegalit µile de mai sus sunt, de fapt, egalit µi.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 4. Fie G = (V ;E) un graf de ordin n ³i dimensiune m cu
matricea de adiacenµ  A. Din mulµimea celor 2m orient ri posibile ale
tuturor muchiilor sale alegem una ³i consider m matricea de incidenµ 
nod-arc Q 2Mn�m(f�1; 0; 1g).

qve =


�1; dac  v este extremitatea iniµial  a arcului e
1; dac  v este extremitatea �nal  a arcului e
0; dac  e nu este incident cu v :

Ar taµi c  A+QQT este matrice diagonal  ³i a�aµi interpretarea com-
binatorial  a elementelor sale diagonale.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 5. Fie D = (V ;E) un digraf cu V = fv1; v2; : : : ; vng ³i
E = fe1; e2; : : : ; emg. Fie B = (bij ) 2 Mn�m(f�1; 0; 1g) matricea de
incidenµ  a lui D , unde

bij =


1; dac  ej este incident dinspre vi
�1; dac  ej este incident c tre vi
0; altfel

:

Ar taµi c  det(M ) 2 f�1; 0; 1g pentru orice submatrice p tratic , M , a
lui B (i. e., B este o matrice total unimodular ).
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 6. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit cu V = S [ T =

fv1; v2; : : : ; vng ³i E = fe1; e2; : : : ; emg. Fie B = (bij ) 2 Mn�m(f0; 1g)
matricea de incidenµ  a lui G , unde

bij =

®
1; dac  ej este incident  cu vi
0; altfel

:

Ar taµi c  det(M ) 2 f�1; 0; 1g pentru orice submatrice p tratic  a lui
B (i. e., B este o matrice total unimodular ).

Exerciµiul 7. Fie G un graf cu n noduri ³i m muchii.

(a) Ar taµi c  G este bipartit dac  ³i numai dac  G nu conµine circuite
(induse) impare.

(b) Descrieµi un algoritm de complexitate timp O(n+m) care s  decid 
dac  un graf dat este bipartit. (Un algoritm pentru recunoa³terea
grafurilor bipartite.)

Algoritmica Grafurilor - Cursul 3 17 octombrie 2025 45 / 51



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 8. Fie MG matricea de incidenµ  muchie-nod a unui graf dat
G = (V ;E), adic  MG = (mij )16i6m

16j6n

, unde

V = fv1; v2; : : : ; vng;E = fe1; e2; : : : ; emg:

mij =

®
1 dac  ei este incident  cu vj
0 altfel

(a) Ar taµi c  dac  T este un arbore, atunci prin îndep rtarea din MT

a unei coloane corespunz toare unui nod dat se obµine o matrice
p tratic  nesingular .

(b) Ar taµi c  dac  C este un circuit, atunci MC este matrice nesingu-
lar  dac  ³i numai dac  C este impar.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 9. Fie G = (V ;E) un graf cu n noduri ³i m > 1 muchii.
Consider m urm torul algoritm:

G 0  G ;
while (9u 2 V (G 0) a. î. dG 0(u) < m=n) do
G 0  G 0 � u ;

return G 0;

(a) Determinaµi complexitatea timp a unei implement ri e�ciente a
acestui algoritm.

(b) Ar taµi c  graful returnat, G 0, este nenul (are ³i noduri, dar ³i
muchii).

(c) Ar taµi c  orice graf conµine un drum de lungime cel puµin m=n .
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 10. Diametrul unui graf G este cea mai mare distanµa dintre
orice dou  noduri din G. Dou  noduri formeaz  o pereche de noduri
diametral opuse dac  distanµa dintre ele este cât diametrul. Ar taµi c 
urm torul algoritm determin  pereche de noduri diametral opuse într-
un arbore dat T :

plecând dintr-un nod al lui T , parcurge bfs (Breadth First Search)
arborele T ; �e u ultimul nod vizitat.

mai parcurge o data bfs arborele T plecând din nodul u ; �e v
ultimul nod vizitat.

returneaz  perechea (u ; v).
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 11. Ar taµi c  o parcurgere DFS poate � utilizat  pentru a
determina un circuit par într-un graf 3-regulat în O(n).

Exerciµiul 12.

(a) Ar taµi c  pentru un graf bipartit cu n noduri ³i m muchii avem
4m 6 n2.

(b) Descrieµi un algoritm de complexitate timp O(n+m) care s  decid 
dac  un graf dat (cu n noduri ³i m muchii) este complementul unui
graf bipartit.
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 13. Demonstraµi c  un graf G este bipartit dac  ³i numai
dac  orice subgraf indus H al lui G satisface inegalitatea: 2�(H ) > jH j.

Exerciµiul 14. Fie G = (S ;T ;E) un graf bipartit ³i X 2 fS ;Tg. G

se nume³te X -lanµ dac  nodurile lui X pot � ordonate: x1; x2; : : : xk
(jX j = k) astfel ca

NG(x1) � NG(x2) � : : : � NG(xk )

(a) Ar taµi c  G este S -lanµ dac  ³i numai dac  este T -lanµ.

(b) S  presupunem c  G (care este bipartit) are ordinul n , dimensiunea
m ³i este reprezentat folosind liste de adiacenµ . Descrieµi un algo-
ritm de recunoa³tere a unui S -lanµ de complexitate timp O(n+m).
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Exerciµii pentru seminarul 4

Exerciµiul 15. Fie G un graf; not m cu b(G) graful obµinut din G prin
inserarea simultan  a câte unui nou nod pe �ecare muchie a lui G .

(a) Ar taµi c  b(G) este graf bipartit.

(b) Demonstraµi c  G ' H dac  ³i numai dac  b(G) ' b(H ). De
aici deduceµi c  testarea izomor�smului între dou  grafuri poate
� redus  în timp polinomial la testarea izomor�smului între dou 
grafuri bipartite.

Exerciµiul 16. Fie G un graf bipartit; ar taµi c  G este conex dac  ³i
numai dac  admite o singur  bipartiµie cu mulµimi stabile.
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