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Variatii in definifia unui graf

: G =(V,E), unde V este o multime nevidd (de noduri), si &
%4
este un (de muchii) pe V, i. e., existd o functie m : ( . ) — N.

ec Z), cu m(e) > 0 este o muchie a multigrafului G; dacd m(e) =1,

atunci e este o , altfel este o cu
m(e).

al unui graf, G, este graful obtinut din G prin Inlocuirea
fiecdrei muchii multiple printr-una simpla.

Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025 3/62



Variatii in definifia unui graf

Exemplu
Un multigraf §i graful sdu suport:
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Variatii in definifia unui graf

( ): G = (V,E), unde V este o multime (de
noduri), i F este un (de muchii) peste V U (), i. e., existd o

functie m: V U (Z) — N.

ec ENV (i. e, |e] = 1) este numitd

al unui pseudograf G este graful obfinut din G prin in-
locuirea fiecdrei muchii multiple printr-una simpld gi prin gtergerea bu-
clelor.
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Un pseudograf gi graful sdu suport:




Variatii in definifia unui graf

= (V(D), E(D)), unde V(D) este o multime (de noduri), si

E(D) D) x V(D) este o multime de (sau ).

Dacd e € E atunci e = (u, v) (sau simplu e = uv) este un arc orientat
de la u cdtre v gi spunem ca:

° of e, ale lui
€;

o ;

@ ¢ este U §i v;

@ v este a al lui u gi u este a al lui v etc.
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Un digraf:

.




Variatii in definifia unui graf

° : (uv, vu). wv este numit inversul lui vu.

° unui digraf D: se inlocuiegte fiecare arc din D cu inversul
sdu.

° al unui digraf D fard bucle, notat cu M (D), se obtine

inlocuind fiecare arc din D cu mulfimea corespunzdtoare de doud
noduri (o muchie). M(D) este un multigraf.

@ Dacd M(D) este un graf (simplu), atunci D este numit

° : orice doud noduri (distincte) sunt unite
printr-o pereche simetricd de arce.

° : un graf orientat complet (orice doud noduri (distincte) sunt
unite exact printr-un arc).
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Variatii in definifia unui graf

multimea nodurilor gi/sau mulfimea muchiilor
(arcelor) este numdrabil infinitd.
Un graf infinit este dacd N(v) este o mulfime finitd, pentru
orice nod v.

YANRVANRY SRVAVA

The Danaids barrel

The sisyphus graph
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Variatii in definifia unui graf

@ Muchiile, numite acum , hu mai sunt restrictionate s3
fie submultimi cu doud elemente ale mulfimii de noduri. O hiper-

muchie este submulfime a mul{imii de noduri.

° : flecare muchie are cardinalul k.

Fiecare hypergraf poate fi representat ca un graf bipartit:

4 c
5 d
6 e
7
Hypergraph H Bipartite graph associated with H
Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025

11/62



Grade

Fie G=(V,E)ungrafgsive V.

° unui nod v:
e v este un dacd dg(v) = 0 si (sau
do(v) = 1.
Z da(v) =2|E|.
veV
° g
A = = mi .
(G) = maxdg(v), §(G) = mindg(v)
@ Dacd A(G) =4(G) = k, atunci G este
° : un graf O-regulat .
Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025

) dacd

12/62



Un graf 3-regulat (cubic): graful lui Petersen




Fie G = (V,E) un digrafgi v € V.

e Gradul interior al unui nod v: d;(v) = numdrul de arce incidente
spre v.

e Gradul exterior al unui nod v: d/;(v) = numirul de arce incidente
din v.

> d5(w) = ) dg(v) =B,

veV veV




di(u) =2,d5(u) =1; dt(v) = 3,d5(v) =0

.




Subgrafuri

Fie G = (V(G), E(G)) un graf.

° al lui G: un graf H = (V(H), E(H)) asa incat V(H) C
V(G) si B(H) C B(G).

° al lui G: un subgraf H al lui G astfel ca V(H) =
V(G).

° B C E(G) in G: un subgraf al lui G, H =

(V(H),E(H)), astfel cd E(H) = B si V(H) = V(G). Se noteazd
prin by (B)g.

° : un subgraf H al lui G aga incat E(H) = (V) n
E(G). Dacd A C V(G), A 0 G este notat cu

[A] g sau G[A].
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Subgrafuri

Exemplu
Un graf G, un subgraf H’
G{u,v,z,v,s,t}].
;
t
G

al lui G, gi un subgraf indus al lui G: H" =

w
H"

H'
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Subgrafuri

Fie G = (V(G), E(G)) un graf.
@ Dacd A C V(G), atunci subgraful [V(G) \ A]g, notat prin G — A,
este subgraful obtinut din G prin stergerea nodurilor lui A. G—{u}
este numit §i se noteazd, simplu cu G — u.

e Dacd B C E(G), atunci subgraful (F(G)\ B) ¢, notat prin G — B,
este subgraful obtinut din G prin gtergerea tuturor muchiilor lui B.
G — {e} se noteazd G — e.

@ Definitii gi notatii similare pentru digrafuri, multigrafuri etc.
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Subgrafuri

Exemplu
Un graf G, G — s, §i G — {vt, wz, 2y}.
v v v
X X X
u u
y y y
t t t
V4 V4
w w w
G G-—s G — {vt,wz, zy}
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Operatii cu grafuri

1 G=(V(G), E(G))

° unui graf G: un graf G, cu V(G) = V(G) st
B(G) = (V(2G)> \ B(G).
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Operatii cu grafuri

a

gl

h
G L(G)
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Operatii cu grafuri

1 G =(V(G), B(G))
° G (2)
(e = wv): graful G/, cu V(G') = V(G)U {2z} si

E(G") = E(G)\ {uv} U {uz, 2v}.

u u
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Operatii cu grafuri

1 G=(V(G), E(G))
° G e=w € E(G):
graful G|e cu

V(Gle) = V(G) \{u,v} U {z},

E(Gle)=E([V(G)\ {u,v}]g)U{yz : yusau yv € E(G)}.

u
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Operatii cu grafuri

° GN G =(V(G),E(G)n E(G")
° GUG' = (V(G),E(G)U E(&").
y y °

G G GNG' GUG
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Operatii cu grafuri

.G, G V(G)NV(E)=2

° GUG = (V(G)U V(G),E(G)U E(G"))
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Operatii cu grafuri

LG, G V(G NV(E)=2

° (join) G + &' = GUG'.

G G G+G
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Operatii cu grafuri
G, G auV(G)NV(G)=0o
° al grafurilor G §i G': graful G x G’ cu
V(Gx G)=V(G)x V(G).

B(G x G') = {(w,u)(1,7) : u,v € V(G),u',v' € V(G),
u=vsgiu'v' € BE(G)sauu = g w € E(G)}.

G G Gx G
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Clase de grafuri - Grafurile complete

» 0t [VI(Kn)| = n sl B(Kn)

K K> K3 Ky Ks
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Graful nul de ordin n, N,: |V(N,)|=n i E(N,) = @. J
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Clase de grafuri - Circuitele C,

, V(C,) = {1,2,...,n} si E(Cy)
{12,23,...,n — 1n,nl}.

A\

C3 Cy Cs

Cs
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Clase de grafuri - Drumurile P,
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Clase de grafuri - Clicile

O submultime de k£ noduri a graf G care induce un graf complet este
numitd o

‘w(G)=  max  |Ql.
Q clicd in ¢

Remarcim ci w(G) = a(G).

Exemplu

w(G) =3 w(G) =2 w(G) =4
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Clase de grafuri - Grafurile bipartite

: un graf G cu proprietatea cd V(G) poate fi partitionat
in doud clase care sunt multimi stabile.

Dacd V(G)=SUT,SNT=2,5,T #@,cu S §iT mul{imi stabile
in G, atunci G este notat

: G =(S,T,E(G)), cuwv € B(G), Vu € S si
Vv € T, se noteazd cu ,unde s = |S|,t =|T|.

Exemplu

s R R

K4 Ko K33

A bipartite graph
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Clase de grafuri - Grafuri planare

un graf care poate fi reprezentat intr-un plan astfel ca
fiecdrui nod sd 1i corespundd un punct al acelui plan §i fiecdrei muchii
sd 1i corespundd o curbd simpld care unegte punctele corespunzitoare
extremitdtilor si
Un graf care nu este planar este numit

Grafuri planare:

PLAN Instantd: G graf.
intrebare: Este G planar?

PLAN apartine clase de complexitate P (Hopcroft, Tarjan, 1972,
O(n + m)).
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Clase de grafuri - Grafuri planare

Exemplu
Grafuri planare gi neplanare.

planar graph planar graph
planar graph K5 non-planar graph
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Clase de grafuri - Grafuri F-free

@ Aceasta este metoda obisnuitd de a defini o clasd de grafuri prin
interzicerea unor anumite subgrafuri.

@ Dacd F este o multime de grafuri atunci un graf G este dacd
G nu contine niciun subgraf indus izomorf cu vreun graf din F.

e Dac3 F este un singleton, 7 = {H}, atunci scriem simplu

Exemplu
o clasa grafurilor nule este exact clasa grafurilor K,-free.
o Un graf Ps-free este o reuniune disjunctd de grafuri complete.

° ( ): grafurile (Cy)j,4-free.
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Grafuri F-free.

*—0
a 2Ky-free graph a Cy-free graph

a Ps-free graph




Drumuri gi circuite - Mersuri, parcursuri, drumuri

Fie G = (V, E) un graf.

e Un G: o secventd de
gi de forma

(u =)vo, YoU1, V1, -+ Upr—1, Ur—1Ur, Up(= V).

4 §i v sunt extremitdtile mersului.
° : un mers cu muchii distincte.

° : un mers cu noduri distincte.
Un nod este un mers (parcurs, drum) de lungime 0.
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Drumuri gi circuite - Mersuri, parcursuri, drumuri

Exemplu

Mersuri, parcursuri, drumuri.

w

0 t w v i t v w
walk: o o o ¢+ o+ o o
u
t
w t v iz t Y U v
trail: — o o o o+ o+ o o
v Y
U Yy x v w z
path: o o R o o o
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Drumuri gi circuite - Mersuri inchise, parcursuri inchise, circuite

Fie G = (V, E) un graf.

° : un mers de la u la u.

° ( ): un mers cu noduri care sunt distincte cu
exceptia extremitatilor care coincid.

e Un este sau in functie de paritatea lungimii sale.

o Lungimea celui mai scurt circuit (daci existd) este lui
G.

o Lungimea celui mai lung circuit este lui G.

o Intr-un drum/circuit, o este o muchie intre doud noduri

neconsecutive pe drum/circuit.
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Drumuri gi circuite - Mersuri inchise, parcursuri inchise, circuite

Exemplu
Mersuri inchise, parcursuri inchise, circuite.

X
o Un mers inchis: u, uy, y, ¥t, ¢, tv, v, vw, w, wv, v, vu, u.
e Un parcurs inchis: v, vw, w, wz, 2, 2y, ¥, yw, w, wt, t, tz, T, TV, V.

e Un circuit: u,uwv,v, vz, z, zt, ¢, tw, w, wy, ¥, yu, u (in acest circuit

vt este o coardd).
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Drumuri gi circuite - Distantd, diametru

Fie G = (V, E) un graf.
° , lungimea celui mai scurt drum
in G dela u la v (dacd existd un astfel de drum).

?

d(G) = un}}%}‘(/ da(u, v).

d(G) =2 @) =3
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Fie D = (V, E) un digraf.
Toate definitiile de mai sus se pdstreazad considerand arce (muchii orien-
tate) in locul muchiilor.

T ol TR g} T ol TR _— 7 o oy o




Drumuri gi circuite - Conexiune

Fie G = (V, E) un graf.
° : existd cate un drum intre orice doud noduri ale grafului.
Altfel graful este

° a unui graf G: un subgraf maximal conex, H,
of G (i. e., nu existd vreun subgraf conex H' of G, H' # H, iar H
este subgraf al lui H').

@ Orice graf poate fi scris ca o reuniune disjunctd a componentelor
sale conexe.

@ Urmaitoarea relatie binard este o relatie de echivalentd: p C V x V,
datd prin upv (i. e., (u,v) € p) dacd existd un drum in G intre u
i v.

o Componentele conexe ale lui G sunt subgrafurile induse de clasele
de echivalentd ale relatiei p.
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four connected components

L =) T =} L =}




Drumuri gi circuite - Conexiune

Fie D = (V, E) un digraf.
° (sau simplu, ) graful sdu suport M (D) este

COnex.

° : existd un drum de la u la v sau de la v la
u, pentru orice doud noduri u,v € V.

° : existd un drum de la u la v, pentru orice doud
noduri u,v € V.
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unilaterally connected

strongly connected

weakly connected




Drumuri gi circuite - Conexiune

Fie G = (V, E) un graf conex.

° :unnod v € V astfel cda G — v
este neconex.

° : 0 multime of noduri S C V
aga Incat G — S este neconex.

e Un este un graf conex fard circuite.

@ Un graf ale cdrui componente conexe sunt arbori este o

Mai general: intr-un graf G care nu este neapdrat conex v € V(G) este

un dacd G — v are mai multe componente conexe
decat G.
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cut vertex no cut vertex vertex cutset no vertex cutset

T =) T =} T =]




Drumuri gi circuite - Conexiune

Fie G = (V, E) un graf.
@ Pentru p € N¥, G este dacd
|V|=psi G =K, sau
|V| > p+1si G nu are multime de articulatie de cardinal < p (G
nu poate fi deconectat prin stergerea a mai putin de p noduri).

o Evident, GG este 1-conex dacd gi numai dacd este conex.

° , , al unui graf G este

k(G) = max{p € N* : G este p — conex}.
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Drumuri gi circuite - Conexiune

Exemplu

k(G) =2 K(G) = 3
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Drumuri gi circuite - Conexiune

Fie G = (V, E) un graf conex.

° ( ): o muchie e € F astfel c& G — e nu este conex.

° : O submultime de
muchii S C E aga incdt G — S este neconex.

° (V1, Vo) alui V este

E(Vl,Vg):{fIJyEE czeV,y€e Vg}.
@ Pentru p € N*, G este dacd G nu are o multime
de muchii de articulatie de cardinal < p.
° , , al unui graf G este

A(G) = max{p € N* : G este p — muchie-conex}.

Mai general: intr-un graf G care nu este neapdrat conex e € E(G) este
0 dacd G — e are mai multe componente conexe decat G.
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a cut edge an edge-cutset AG) =3

.




Drumuri gi circuite - Grafuri euleriene §i hamiltoniene

Fie G un (di)graf.

o @ este dacd existd un parcurs inchis in G care trece prin
fiecare muchie a lui G. Un astfel de este numit

o (G este dacd existd un circuit in G care trece prin fiecare
nod al lui G. Un astfel de este numit

Recunoagterea (di)grafurilor euleriene se face in timp polinomial

11

an Eulerian graph
a non Hamiltonian graph a Hamiltonian graph
(bipartite of odd order)
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Drumuri gi circuite - Grafuri euleriene §i hamiltoniene

HAM Instantd: G un graf.
Intrebare: Este G hamiltonian?

NP-completa

NH Instantd: G un graf.
Intrebare: Este G ne-hamiltonian?

NH € NP?
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G; §i G doud grafuri. Ardtati cd dacd G; §i Go sunt
conexe, atunci G; x G, este conex.

Pentru p € N*, considerdm G, = Kz x Ky x ... x K3 (de
p ori).
(a) Determinati ordinul §i dimensiunea lui Gj.
(b) Ardtati cd G, este bipartit §i determinati a(Gy).
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie D un turneu contindnd un circuit C' de lungime n > 4.
Ardtati cd pentru orice nod u al lui C se poate determina, in timpul
O(n), un circuit de lungime 3 care trece prin u.

Fie G un graf conex cu n > 2 noduri §i m muchii. Ardtati

cd:
(a) Dacd G are exact un circuit, atunci m = n.
(b) Dacd G nu are frunze, atunci m > n.

(c) Dacd G este a arbore, atunci are cel putin doud frunze.
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G un graf cu n > 2 noduri. Ardtati ca:

(a) Dacd G este conex, atunci contine cel putin un nod care nu este
punct de articulatie.

(b) Dacd n > 3 §i G este conex atunci contine doud noduri care nu
sunt puncte de articulatie.

(c) Adevdrat sau fals: dacd G este conex iar z € V(G) nu este un
punct de articulatie al sdu, atunci z este o frunz& Intr-un arbore
partial al lui G?

Fie G un graf conex care nu contine doud noduri pendante

(frunze) cu un vecin in comun. Ardtati cd existd doud noduri adiacente
prin gtergerea cdrora G nu se deconecteaza.
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G un graf si H graful sdu reprezentativ al muchiilor
(H = L(G)). Ardtati cd H este K 3-free.

Fie G un graf. Ardtati ca:
(a) Dacd G are exact doud noduri de grad impar, atunci aceste doud
noduri sunt unite printr-un drum in G.

(b) Dacd G este conex cu toate nodurile de grad par, atunci G are o
muchie care nu este punte (stergerea ei nu deconecteazi graful).

(c) Dacd G este conex cu toate nodurile de grad par, atunci nicio
muchie a lui G nu este punte.

(d) Dacd G este conex cu toate nodurile de grad par gi |G| > 1, atunci
G este eulerian.
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G un graf. Ardtati ca
(a) Numdrul de noduri de grad impar este par.

(b) Dacd G este conex gi are k noduri de grad impar, atunci G este o
reuniune [k /2] parcursuri disjuncte pe muchii.

Fie G un graf astfel ca Ng(u)U Ng(v) = V(G), Yu,v €
V(G), u # v. Ardtati cd G este graf complet.

Fie G un graf cu proprietatea cd dg(u)+dg(v) > |G| -1,
Vu,v € V(G), u # v. Ardtati cd diametrul lui d(G) < 2.
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G = (V,E) un graf cu V = {v, vo,...,v,} astfel
ca dg(v1) < dg(we) < ... < dg(vn). Ardtati cd G este conex dacd
da(vp) > p, pentru orice p < n — dg(vn) — 1.

Fie G = (V, E) un graf i S o mul{ime stabild a lui G.
Demonstrati cd S este stabild de cardinal maxim dacd gi numai daca
pentru orice multime stabild a lui G, S’ C V'\ S, avem

|8'| < [Na(S') N S|.
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Exercitii pentru seminarul 3

Fie G = (V, E) Un digraf. O componentd tare conexd
a lui G este un sub-digraf, H, al lui G care este tare conex §i maximal
(relativ la incluziune) cu aceastd proprietate (i. e., este tare conex gi nu
existd niciun subdigraf tare conex H' al lui G, H C H').
Definim urmdtoarea relatie binard pe V, p C V x V, datd prin: upv (i.
e., (u,v) € p), dacd existd in G un drum direct de la » la v §i un drum
direct de la v la u .

(a) Ardtati cd p este o relatie de echivalentd.

(b) Demonstrati cd componentele tari conexe ale lui G sunt sub-
digrafurile induse de clasele de echivalentd ale relatiei p.
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