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Cuprins

1 Vocabularul teoriei grafurilor
Variaµii în de�niµia unui graf
Grade
Subgrafuri
Operaµii cu grafuri
Clase de grafuri
Drumuri ³i circuite

2 Exerciµii pentru seminarul 3 (s pt mâna 13-17 octombrie)
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Variaµii în de�niµia unui graf

Multigraf: G = (V ;E), unde V este o mulµime nevid  (de noduri), ³i E

este un multiset (de muchii) pe V , i. e., exist  o funcµie m :

Ç
V

2

å
! N.

e 2

Ç
V

2

å
, cum(e) > 0 este o muchie a multigrafuluiG ; dac m(e) = 1,

atunci e este o muchie simpl , altfel este o muchie multipl  cu multi-
plicitatea m(e).

Graful suport al unui graf, G , este graful obµinut din G prin înlocuirea
�ec rei muchii multiple printr-una simpl .
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Variaµii în de�niµia unui graf

Exemplu

Un multigraf ³i graful s u suport:

b

b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

bb

Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025 4 / 62



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Variaµii în de�niµia unui graf

Pseudograf (graf general): G = (V ;E), unde V este o mulµime (de
noduri), ³i E este un multiset (de muchii) peste V [

(
V
2

)
, i. e., exist  o

funcµie m : V [

Ç
V

2

å
! N.

e 2 E \V (i. e., je j = 1) este numit  bucl .

Graful suport al unui pseudograf G este graful obµinut din G prin în-
locuirea �ec rei muchii multiple printr-una simpl  ³i prin ³tergerea bu-
clelor.
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Variaµii în de�niµia unui graf

Exemplu

Un pseudograf ³i graful s u suport:
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Variaµii în de�niµia unui graf

Digraf: D = (V (D);E(D)), unde V (D) este o mulµime (de noduri), ³i
E(D) � V (D)�V (D) este o mulµime de arce (sau muchii orientate).

Dac  e 2 E atunci e = (u ; v) (sau simplu e = uv) este un arc orientat
de la u c tre v ³i spunem c :

u este extremitatea iniµial  of e , v este extremitatea �nal  ale lui
e ;

u ³i v sunt adiacente;

e este incident din u ³i c tre v ;

v este a sucesor al lui u ³i u este a predecesor al lui v etc.
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Variaµii în de�niµia unui graf

Exemplu

Un digraf:
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Variaµii în de�niµia unui graf

Pereche simetric  de arce: (uv ; vu). uv este numit inversul lui vu .

Inversul unui digraf D : se înlocuie³te �ecare arc din D cu inversul
s u.

Graful suport al unui digraf D f r  bucle, notat cuM (D), se obµine
înlocuind �ecare arc din D cu mulµimea corespunz toare de dou 
noduri (o muchie). M (D) este un multigraf.

Dac M (D) este un graf (simplu), atunciD este numit graf orientat.

Digraf complet simetric: orice dou  noduri (distincte) sunt unite
printr-o pereche simetric  de arce.

Turneu: un graf orientat complet (orice dou  noduri (distincte) sunt
unite exact printr-un arc).
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Variaµii în de�niµia unui graf

(Di)grafuri in�nite: mulµimea nodurilor ³i/sau mulµimea muchiilor
(arcelor) este num rabil in�nit .
Un graf in�nit este local �nit dac  N (v) este o mulµime �nit , pentru
orice nod v .
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Variaµii în de�niµia unui graf

Hipergrafuri (Sisteme de mulµimi �nite)

Muchiile, numite acum hipermuchii, nu mai sunt restricµionate s 
�e submulµimi cu dou  elemente ale mulµimii de noduri. O hiper-
muchie este submulµime a mulµimii de noduri.

Hipergrafuri k -uniforme: �ecare muchie are cardinalul k .

Fiecare hypergraf poate � representat ca un graf bipartit:
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Fie G = (V ;E) un graf ³i v 2 V .

Gradul unui nod v : dG(v) = num rul de muchii incidente cu v .

v este un nod izolat dac  dG(v) = 0 ³i pendant (sau frunz ) dac 
dG(v) = 1. X

v2V

dG(v) = 2jE j:

Gradul maxim �(G) ³i gradul minim �(G):

�(G) = max
v2V

dG(v); �(G) = min
v2V

dG(v):

Dac  �(G) = �(G) = k , atunci G este k -regulat.

Graf nul: un graf 0-regulat .
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Grade

Un graf 3-regulat (cubic): graful lui Petersen
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Grade

Fie G = (V ;E) un digraf ³i v 2 V .

Gradul interior al unui nod v : d�G (v) = num rul de arce incidente
spre v .

Gradul exterior al unui nod v : d+G (v) = num rul de arce incidente
din v .

X

v2V

d+G (v) =
X

v2V

d�G (v) = jE j:
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Grade

Exemplu

d+G (u) = 2; d�G (u) = 1; d+G (v) = 3; d�G (v) = 0

b

b

b

b b
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b b

b b

u

v
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Subgrafuri

Fie G = (V (G);E(G)) un graf.

Subgraf al lui G : un graf H = (V (H );E(H )) a³a încât V (H ) �

V (G) ³i E(H ) � E(G).

Graf parµial al lui G : un subgraf H al lui G astfel ca V (H ) =

V (G).

Subgraf generat de B � E(G) în G : un subgraf al lui G , H =

(V (H );E(H )), astfel c  E(H ) = B ³i V (H ) = V (G). Se noteaz 
prin by hBiG .

Subgraf indus: un subgraf H al lui G a³a încât E(H ) =
(
V (H )

2

)
\

E(G). Dac  A � V (G), subgraful indus de A în G este notat cu
[A]G sau G[A].
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Subgrafuri

Exemplu

Un graf G , un subgraf H 0 al lui G , ³i un subgraf indus al lui G: H 00 =

G [fu ; v ; x ; y ; s ; tg].
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Subgrafuri

Fie G = (V (G);E(G)) un graf.

Dac  A � V (G), atunci subgraful [V (G) nA]G , notat prin G �A,
este subgraful obµinut dinG prin ³tergerea nodurilor lui A. G�fug

este numit subgraf de ³tergere ³i se noteaz , simplu cu G � u .

Dac  B � E(G), atunci subgraful hE(G) nBiG , notat prin G �B ,
este subgraful obµinut din G prin ³tergerea tuturor muchiilor lui B .
G � feg se noteaz  G � e .

De�niµii ³i notaµii similare pentru digrafuri, multigrafuri etc.
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Subgrafuri

Exemplu

Un graf G , G � s , ³i G � fvt ;wz ; zyg.

b

b
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b

b
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b

u u u

v vv

y y y

z z
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x x x
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t
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Operaµii cu grafuri

Operaµie unar : G = (V (G);E(G))

Complementul unui graf G : un graf G , cu V (G) = V (G) ³i

E(G) =

Ç
V (G)

2

å
n E(G):
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Operaµii cu grafuri

Operaµie unar : G = (V (G);E(G))

Graful reprezentativ al muchiilor (line-graful) lui G : un graf L(G),
cu V (L(G)) = E(G) ³i

E(L(G)) = fef : e ; f 2 E(G); e ³i f sunt adiacente în Gg:

b

b

b

b

b

b

a
b

c
d

e

h

fg

a
b

c

e

dg
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Operaµii cu grafuri

Operaµie unar : G = (V (G);E(G))

Graful obµinut din G prin inserarea unui nod nou (z ) pe o muchie
(e = uv): graful G 0, cu V (G 0) = V (G) [ fzg ³i

E(G 0) = E(G) n fuvg [ fuz ; zvg:

b b

b

b

b

b b

b

b

b

u u

vv

z b

G G′
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Operaµii cu grafuri

Operaµie unar : G = (V (G);E(G))

Graful obµinut din G prin contracµia unei muchii e = uv 2 E(G):
graful G je cu

V (G je) = V (G) n fu ; vg [ fzg;

E(Gje) = E([V (G) n fu ; vg]G) [ fyz : yu sau yv 2 E(G)g:

b

b

b

b
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b

u

v

z

G G|e
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b
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Operaµii cu grafuri

Operaµii binare: G ;G 0 cu V (G) = V (G 0)

Intersecµia G \G 0 = (V (G);E(G) \ E(G 0)).

Reuniunea G [G 0 = (V (G);E(G) [ E(G 0)).

b b

b
b

b

b b

b

b

b

b b

b
b

b

b b

b
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b
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Operaµii cu grafuri

Operaµie binar : G ;G 0 cu V (G) \V (G 0) = ?

Reuniunea disjunct  G _[G 0 = (V (G) [V (G 0);E(G) [ E(G 0)).

G G
′

u

v

x

y

z 1

2

3

4

5

G∪̇G′
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Operaµii cu grafuri

Operaµie binar : G ;G 0 cu V (G) \V (G 0) = ?

Suma direct  (join) G +G 0 = G _[G 0.

b

b b

b

b b

b

b

b

b

G+G′G′G
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Operaµii cu grafuri

Operaµie binar : G ;G 0 cu V (G) \V (G 0) = ?

Produsul cartezian al grafurilor G ³i G 0: graful G �G 0 cu

V (G �G 0) = V (G)�V (G 0):

E(G �G 0) = f(u ;u 0)(v ; v 0) : u ; v 2 V (G);u 0; v 0 2 V (G 0);

u = v ³i u 0v 0 2 E(G 0) sau u 0 = v 0 ³i uv 2 E(G)g:

b

b b

b

b

G′G

b

b b

b

b b
G×G′
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Clase de grafuri - Grafurile complete

Graful complet de ordin n , Kn : jV (Kn)j = n ³i E(Kn) =

Ç
V (Kn)
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Clase de grafuri - Grafurile nule

Graful nul de ordin n , Nn : jV (Nn)j = n ³i E(Nn) = ?.
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Clase de grafuri - Circuitele Cn

Circuitul de ordin n , Cn : V (Cn) = f1; 2; : : : ;ng ³i E(Cn) =

f12; 23; : : : ;n � 1n ;n1g.
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Clase de grafuri - Drumurile Pn

Drumul de ordin n , Pn : V (Pn) = f1; 2; : : : ;ng ³i E(Pn) =

f12; 23; : : : ;n � 1ng.
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Clase de grafuri - Clicile

O submulµime de k noduri a graf G care induce un graf complet este
numit  o k -clic .

num rul de clic  al luiG : !(G) = max
Q clic  în G

jQ j:

Remarc m c  !(G) = �(G).

Exemplu
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Clase de grafuri - Grafurile bipartite

Graf bipartit: un graf G cu proprietatea c  V (G) poate � partiµionat
în dou  clase care sunt mulµimi stabile.
Dac  V (G) = S [T , S \T = ?, S ;T 6= ?, cu S ³iT mulµimi stabile
în G , atunci G este notat G = (S ;T ;E(G)).
Graf bipartit complet: G = (S ;T ;E(G)), cu uv 2 E(G), 8u 2 S ³i
8v 2 T ; se noteaz  cu Ks;t , unde s = jS j; t = jT j.

Exemplu
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Clase de grafuri - Grafuri planare

Graf planar: un graf care poate � reprezentat într-un plan astfel ca
�ec rui nod s  îi corespund  un punct al acelui plan ³i �ec rei muchii
s  îi corespund  o curb  simpl  care une³te punctele corespunz toare
extremit µilor ³i aceste curbe se intersecteaz  doar în extremit µile lor.
Un graf care nu este planar este numit graf ne-planar.

Grafuri planare: Problem  de decizie

PLAN Instanµ : G graf:
întrebare: Este G planar?

PLAN aparµine clase de complexitate P (Hopcroft, Tarjan, 1972,
O(n +m)).
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Clase de grafuri - Grafuri planare

Exemplu

Grafuri planare ³i neplanare.
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Clase de grafuri - Grafuri F-free

Aceasta este metoda obi³nuit  de a de�ni o clas  de grafuri prin
interzicerea unor anumite subgrafuri.

Dac  F este o mulµime de grafuri atunci un graf G este F-free dac 
G nu conµine niciun subgraf indus izomorf cu vreun graf din F .

Dac  F este un singleton, F = fHg, atunci scriem simplu H -free.

Exemplu

clasa grafurilor nule este exact clasa grafurilor K2-free.

Un graf P3-free este o reuniune disjunct  de grafuri complete.

Grafuri triangulate (cordale): grafurile (Ck )k>4-free.
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Clase de grafuri - Grafuri F-free

Exemplu

Grafuri F-free.

b b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

b b

b

a 2K2-free graph a C4-free graph
a P3-free graph
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Drumuri ³i circuite - Mersuri, parcursuri, drumuri

Fie G = (V ;E) un graf.

Un mers de lungime r de la u pân  la v în G: o secvenµ  de noduri
³i muchii de forma

(u =)v0; v0v1; v1; : : : ; vr�1; vr�1vr ; vr (= v):

u ³i v sunt extremit µile mersului.

Parcurs: un mers cu muchii distincte.

Drum: un mers cu noduri distincte.
Un nod este un mers (parcurs, drum) de lungime 0.
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Drumuri ³i circuite - Mersuri, parcursuri, drumuri

Exemplu

Mersuri, parcursuri, drumuri.

b

b

b

b

b

b

b

u

v

x

y
z

t

w

b b b b b b b
v t w v x t v

b

b
w

b b b b b b b
w t v x t y u v

b b b b b b
u y x v w z

walk:

trail:

path:
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Drumuri ³i circuite - Mersuri închise, parcursuri închise, circuite

Fie G = (V ;E) un graf.

Mers închis: un mers de la u la u .

Circuit (drum închis): un mers cu noduri care sunt distincte cu
excepµia extremit µilor care coincid.

Un circuit este par sau impar în funcµie de paritatea lungimii sale.

Lungimea celui mai scurt circuit (dac  exist ) este graµia, g(G), lui
G.

Lungimea celui mai lung circuit este circumferinµa, c(G), lui G .

Într-un drum/circuit, o coard  este o muchie între dou  noduri
neconsecutive pe drum/circuit.
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Drumuri ³i circuite - Mersuri închise, parcursuri închise, circuite

Exemplu

Mersuri închise, parcursuri închise, circuite.

Un mers închis: u ;uy ; y ; yt ; t ; tv ; v ; vw ;w ;wv ; v ; vu ;u .

Un parcurs închis: v ; vw ;w ;wz ; z ; zy ; y ; yw ;w ;wt ; t ; tx ; x ; xv ; v .

Un circuit: u ;uv ; v ; vx ; x ; xt ; t ; tw ;w ;wy ; y ; yu ;u (în acest circuit
vt este o coard ).
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Drumuri ³i circuite - Distanµ , diametru

Fie G = (V ;E) un graf.

Distanµa în G de la u la v , dG(u ; v) lungimea celui mai scurt drum
în G de la u la v (dac  exist  un astfel de drum).

Diametrul unui graf G , d(G):

d(G) = max
u ;v2V

dG(u ; v):

b

b

b

b b b

b

b

b

b

b

b

b

d(G) = 2 d(G) = 3

b

b
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Drumuri ³i circuite

Fie D = (V ;E) un digraf.
Toate de�niµiile de mai sus se p streaz  considerând arce (muchii orien-
tate) în locul muchiilor.
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Fie G = (V ;E) un graf.

Graf conex: exist  câte un drum între orice dou  noduri ale grafului.
Altfel graful este neconex.

Component  conex  a unui graf G : un subgraf maximal conex, H ,
of G (i. e., nu exist  vreun subgraf conex H 0 of G, H 0 6= H , iar H
este subgraf al lui H 0).

Orice graf poate � scris ca o reuniune disjunct  a componentelor
sale conexe.

Urm toarea relaµie binar  este o relaµie de echivalenµ : � � V �V ,
dat  prin u�v (i. e., (u ; v) 2 �) dac  exist  un drum în G între u
³i v .

Componentele conexe ale lui G sunt subgrafurile induse de clasele
de echivalenµ  ale relaµiei �.
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Exemplu

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

four connected components
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Fie D = (V ;E) un digraf.

Digraf slab conex (sau simplu, conex) graful s u suport M (D) este
conex.

Digraf unilateral conex: exist  un drum de la u la v sau de la v la
u , pentru orice dou  noduri u ; v 2 V .

Digraf tare conex: exist  un drum de la u la v , pentru orice dou 
noduri u ; v 2 V .
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Exemplu
b

b b
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weakly connectedstrongly connectedunilaterally connected
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Fie G = (V ;E) un graf conex.

Punct de articulaµie (cut-vertex): un nod v 2 V astfel c  G � v

este neconex.

Mulµime de articulaµie (vertex cutset): o mulµime of noduri S � V

a³a încât G � S este neconex.

Un arbore este un graf conex f r  circuite.

Un graf ale c rui componente conexe sunt arbori este o p dure.

Mai general: într-un graf G care nu este neap rat conex v 2 V (G) este
un punct de articulaµie dac  G � v are mai multe componente conexe
decât G .
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Exemplu
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Fie G = (V ;E) un graf.

Pentru p 2 N�, G este graf p-conex dac 
I jV j = p ³i G = Kp sau
I jV j > p + 1 ³i G nu are mulµime de articulaµie de cardinal < p (G

nu poate � deconectat prin ³tergerea a mai puµin de p noduri).

Evident, G este 1-conex dac  ³i numai dac  este conex.

Num rul de conexiune pe noduri, k(G), al unui graf G este

k(G) = max fp 2 N� : G este p � conexg:
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Exemplu
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Fie G = (V ;E) un graf conex.

Punte (bridge): o muchie e 2 E astfel c  G � e nu este conex.

Mulµime de muchii de articulaµie (edge-cutset): O submulµime de
muchii S � E a³a încât G � S este neconex.

T ietura generat  de o bipartiµie (V1;V2) a lui V este

E(V1;V2) = fxy 2 E : x 2 V1; y 2 V2g:

Pentru p 2 N�,G este graf p-muchie-conex dac G nu are o mulµime
de muchii de articulaµie de cardinal < p.

Num rul de conexiune pe muchii, �(G), al unui graf G este

�(G) = max fp 2 N� : G este p �muchie-conexg:

Mai general: într-un graf G care nu este neap rat conex e 2 E(G) este
o punte dac  G � e are mai multe componente conexe decât G .
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Drumuri ³i circuite - Conexiune

Exemplu
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Drumuri ³i circuite - Grafuri euleriene ³i hamiltoniene

Fie G un (di)graf.

G este eulerian dac  exist  un parcurs închis în G care trece prin
�ecare muchie a lui G. Un astfel de parcurs este numit eulerian.

G este hamiltonian dac  exist  un circuit înG care trece prin �ecare
nod al lui G . Un astfel de circuit este numit hamiltonian.

Recunoa³terea (di)grafurilor euleriene se face în timp polinomial (Euler,
1736).

b

b

b
b

b

b

b

an Eulerian graph
a non Hamiltonian graph a Hamiltonian graph

b

b

b

b

b

b

b b

b b

bb

b

b

b

bb

(bipartite of odd order)

1

2

3

4

5
6

7
8

9
10

11

Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025 54 / 62



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Drumuri ³i circuite - Grafuri euleriene ³i hamiltoniene

Probleme hamiltoniene

HAM Instanµ : G un graf:
Întrebare: Este G hamiltonian?

NP-complet  (Karp, 1972).

NH Instanµ : G un graf:
Întrebare: Este G ne-hamiltonian?

NH 2 NP?
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 1. Fie G1 ³i G2 dou  grafuri. Ar taµi c  dac  G1 ³i G2 sunt
conexe, atunci G1 �G2 este conex.

Exerciµiul 2. Pentru p 2 N�, consider m Gp = K2 �K2 � : : : �K2 (de
p ori).

(a) Determinaµi ordinul ³i dimensiunea lui Gp .

(b) Ar taµi c  Gp este bipartit ³i determinaµi �(Gp).

Algoritmica grafurilor - Cursul 2 10 octombrie 2025 56 / 62



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 3. Fie D un turneu conµinând un circuit C de lungime n > 4.
Ar taµi c  pentru orice nod u al lui C se poate determina, în timpul
O(n), un circuit de lungime 3 care trece prin u .

Exerciµiul 4. Fie G un graf conex cu n > 2 noduri ³i m muchii. Ar taµi
c :

(a) Dac  G are exact un circuit, atunci m = n .

(b) Dac  G nu are frunze, atunci m > n .

(c) Dac  G este a arbore, atunci are cel puµin dou  frunze.
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 5. Fie G un graf cu n > 2 noduri. Ar taµi c :

(a) Dac  G este conex, atunci conµine cel puµin un nod care nu este
punct de articulaµie.

(b) Dac  n > 3 ³i G este conex atunci conµine dou  noduri care nu
sunt puncte de articulaµie.

(c) Adev rat sau fals: dac  G este conex iar x 2 V (G) nu este un
punct de articulaµie al s u, atunci x este o frunz  într-un arbore
parµial al lui G?

Exerciµiul 6. Fie G un graf conex care nu conµine dou  noduri pendante
(frunze) cu un vecin în comun. Ar taµi c  exist  dou  noduri adiacente
prin ³tergerea c rora G nu se deconecteaz .
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 7. Fie G un graf ³i H graful s u reprezentativ al muchiilor
(H = L(G)). Ar taµi c  H este K1;3-free.

Exerciµiul 8. Fie G un graf. Ar taµi c :

(a) Dac  G are exact dou  noduri de grad impar, atunci aceste dou 
noduri sunt unite printr-un drum în G .

(b) Dac  G este conex cu toate nodurile de grad par, atunci G are o
muchie care nu este punte (³tergerea ei nu deconecteaz  graful).

(c) Dac  G este conex cu toate nodurile de grad par, atunci nicio
muchie a lui G nu este punte.

(d) Dac  G este conex cu toate nodurile de grad par ³i jG j > 1, atunci
G este eulerian.
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 9. Fie G un graf. Ar taµi c 

(a) Num rul de noduri de grad impar este par.

(b) Dac  G este conex ³i are k noduri de grad impar, atunci G este o
reuniune [k=2] parcursuri disjuncte pe muchii.

Exerciµiul 10. Fie G un graf astfel ca NG(u)[NG(v) = V (G), 8u ; v 2
V (G), u 6= v . Ar taµi c  G este graf complet.

Exerciµiul 11. Fie G un graf cu proprietatea c  dG(u)+dG(v) > jG j�1,
8u ; v 2 V (G), u 6= v . Ar taµi c  diametrul lui d(G) 6 2.
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 12. Fie G = (V ;E) un graf cu V = fv1; v2; : : : ; vng astfel
ca dG(v1) 6 dG(v2) 6 : : : 6 dG(vn). Ar taµi c  G este conex dac 
dG(vp) > p, pentru orice p 6 n � dG(vn)� 1.

Exerciµiul 13. Fie G = (V ;E) un graf ³i S o mulµime stabil  a lui G .
Demonstraµi c  S este stabil  de cardinal maxim dac  ³i numai dac 
pentru orice mulµime stabil  a lui G , S 0 � V n S , avem

jS 0j 6 jNG(S
0) \ S j:
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Exerciµii pentru seminarul 3

Exerciµiul 14. Fie G = (V ;E) Un digraf. O component  tare conex 
a lui G este un sub-digraf, H , al lui G care este tare conex ³i maximal
(relativ la incluziune) cu aceast  proprietate (i. e., este tare conex ³i nu
exist  niciun subdigraf tare conex H 0 al lui G , H ( H 0).
De�nim urm toarea relaµie binar  pe V , � � V �V , dat  prin: u�v (i.
e., (u ; v) 2 �), dac  exist  în G un drum direct de la u la v ³i un drum
direct de la v la u .

(a) Ar taµi c  � este o relaµie de echivalenµ .

(b) Demonstraµi c  componentele tari conexe ale lui G sunt sub-
digrafurile induse de clasele de echivalenµ  ale relaµiei �.
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