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Cuprins

1 Tree decomposition
Tree width
Small tree decompositions
Propriet µi ale tree descompunerilor
Tree descompuneri cu r d cin 
Aplicaµii
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Tree decomposition - De�niµie

De�niµie

O tree decomposition a unui graf G = (V ;E) este o pereche T =

(T ; fVt : t 2 Tg), unde T este un arbore iar fVt : t 2 V (T )g este o
familie de submulµimi de noduri ale lui G , Vt � V , 8 t 2 T astfel ca:

- (Acoperirea nodurilor) V =
S
t2V (T )Vt ;

- (Acoperirea muchiilor) Pentru orice muchie e 2 E , ambele capete

ale lui e sunt conµinute într-o mulµime Vt , pentru un anumit t 2

V (T ).

- (Coerenµa) Fie t1; t2; t3 trei noduri din T astfel ca t2 se a�  pe

drumul dintre t1 ³i t3 in T . Atunci, dac  v 2 V se a�  în Vt1 ³i

Vt3 , v se a�  ³i în Vt2 .
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Tree-width - De�niµie

Remarci

Proprietatea de coerenµ  poate � reformulat  astfel:

- (Coerenµa') Fie t1; t2; t3 2 V (T ) a³a încât t2 aparµine drumului
dintre t1 ³i t3 în T . Atunci Vt1 \Vt3 � Vt2 .

- (Coerenµa�) Pentru orice x 2 V , subgraful lui T indus de ft 2
V (T ) : x 2 Vtg este (un subarbore al lui T ) conex.

Mulµimile Vt ale descompunerii sunt numite bags.

De�niµie

Fie T = (T ; fVt : t 2 Tg) o tree-descompunere a lui G, l µimea
(width) lui T este

width(T ) = max
t2V (T )

(jVt j � 1):
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Tree-width - De�niµie

De�niµie

Tree-width a unui graf G , este cea mai mic  l µime a unei

tree-descompuneri a luiG :

tw(G) = min fwidth(T ) : T tree-descompunere a lui Gg:
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Tree-width

Remarc 

tw(G) = 0 dac  ³i numai dac  E(G) = ?.

Propoziµie

Dac  G este o p dure cu E(G) 6= ?, atunci tw(G) = 1.

Demonstraµie. Din observaµia de mai sus tw(G) > 1. Dac  G este un
arbore, atunci

�e T obµinut din G prin redenumirea �ec rui nod v 2 V (G) prin
tv ,

insereaz  pe �ecare muchie tu tv (uv 2 E(G)) un vârf nou tuv ,

seteaz  Vtu = fug pentru orice tu asociat lui u 2 V (G) ³i Vtuv =

fu ; vg pentru orice tuv 2 V (T ) asociat lui uv 2 E(G).

(T ; fVt : t 2 V (T )g) este o tree-descompunere a lui G cu l µimea
1.

Algoritmica Grafurilor - Cursul 13 16 ianuarie 2026 6 / 21



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Tree-width

Demonstraµie (continuare). O tree-descompunere a unei p duri cu p

componente se poate obµine ad ugând arbitrar p � 1 muchii la tree-
descompunerile componentelor (f r  a crea circuite).

�
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Small tree decompositions

De�niµie

O tree-descompunere, T = (T ; fVt : t 2 V (T )g); este mic  (small)
dac  nu exist  noduri distincte t1; t2 2 V (T ) astfel ca Vt1 � Vt2 .

Propoziµie

Dat  o tree-descompunere a lui G , o tree-descompunere small a lui G

de aceea³i l µime poate � construit  în timp polinomial.

Demonstraµie. Fie T = (T ; fVt : t 2 V (T )g) o tree-descompunere a
lui G cu Vt1 � Vt2 pentru t1; t2 2 V (T ) , t1 6= t2. Putem presupune c 
t1t2 2 E(T ) (altfel, putem determina dou  noduri adiacente cu aceast 
proprietate considerând drumul de la t1 la t2).
Contractând t1t2 într-un nod nou t12 cu Vt12 = Vt2 , se obµine o tree-
descompunere a lui G mai mic  (conµine mai puµine perechi de noduri
(t 0
1
; t 0

2
) cu Vt 01

� Vt 02
).
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Small tree decompositions

Demonstraµie (continuare). Repet m aceast  reducere pân  se obµine o
tree-descompunere small.

�

Propoziµie

Dac  T = (T ; fVt : t 2 V (T )g) este o tree-descompunere small a lui

G , atunci jT j 6 jG j.

Demonstraµie. Prin inducµie dup  n = jG j. Dac  n = 1, atunci jT j = 1.
În pasul inductiv, pentru n > 2, consider m o frunz  t1 a lui T cu
vecinul t2. (T � t1; fVt : t 2 V (T � t1)g) este o tree-descompunere
small a lui G 0 = G n (Vt1 nVt2). Din ipoteza inductiv  jT � t1j 6 jG 0j,
astfel

jT j = jT � t1j+ 1 6 jG 0j+ 1 6 jG j:

�
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Minori

Remarci

dac  graful H se obµine din G prin contractarea unei muchii uv în
z , atunci tw(H ) 6 tw(G): într-o tree-descompunere a lui G ,
inser m z în �ecare bag care conµine pe u sau v ³i ³tergem apoi pe
u ³i v din orice bag pentru a obµine o tree-descompunere a lui H .

dac  H este un subgraf al lui G , atunci tw(H ) 6 tw(G).

De�niµie

H este unminor al unui grafG dac  se poate obµine dinG prin ³tergerea

si contractarea succesiv  a unor muchii din G .

Corolar

Dac  H este un minor al grafului G , atunci tw(H ) 6 tw(G).

Demonstraµie. Folosind observaµiile de mai sus.

�
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Tree-width

Fie TWk = fG : tw(G) 6 kg.

TW (Tree-Width - versiunea de decizie)
Instanµ : G un graf ³i k 2 N.
Întrebare: G 2 TWk?

Teorem 

Problema Tree-Width ( versiunea de decizie) este o problem  NP-
complet .

Demonstraµie. Omis .
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Tree-width este FPT (�xed-parameter tractable)

Lem 

Pentru orice k 2 N�, TWk este o familie închis  la minori.

Teorem 

(Bodlaender) Pentru orice k �xat, problema determin rii dac  G este

în TWk sau nu poate � rezolvat  în timpul O(f (k) � n).

Proofs. Omis . (f (k) este o funcµie exponenµial  în k .)

Notaµie: Fie T = (T ; fVt : t 2 V (T )g) o tree-descompunere of G .
Dac  T 0 este un subgraf al lui T , GT 0 este subgraful lui G indus de
mulµimea de noduri

[

t2V (T 0)

Vt .

Algoritmica Grafurilor - Cursul 13 16 ianuarie 2026 12 / 21



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Propriet µi ale tree descompunerilor

Teorem 

(Proprietatea separ rii nodurilor.) Presupunem c  T � t are compo-

nentele conexe T1;T2; : : : ;Tp . Atunci subgrafurile GT1 � Vt ;GT2 �

Vt ; : : : ;GTp
�Vt nu au noduri în comun ³i nici muchii între ele.
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Propriet µi ale tree descompunerilor

Teorem 

(Proprietatea separ rii muchiilor.) Fie X ³i Y componentele conexe

ale lui T dup  ³tergerea unei muchii xy 2 E(T ). Atunci, ³tergerea

nodurilor din Vx \Vy deconecteaz  G în dou  subgrafuri HX = GX �

Vx \Vy ³i HY = GY �Vx \Vy . Cu alte cuvinte HX ³i HY nu au noduri

în comun ³i nici muchii între ele.
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Propriet µi ale tree descompunerilor

Alte propriet µi:

Fie G un graf conex cu tw(G) = k , atunci sau jG j = k + 1 sau G

are o mulµime separatoare de noduri de cardinal k .

dac  tw(G) = 1, atunci G este o p dure.

tw(Pr � Ps) = min fr ; sg.

tw(Kn) = n � 1.
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Tree descompuneri cu r d cin 

De�niµie

O tree-descompunere cu r d cin  a lui G este o tree-descompunere T =

(T ; fVt : t 2 V (T )g) a lui G , în care un anumit nod r al lui T este

declarat r d cin .

Notaµii: Fie t un nod dintr-o tree-descompunere cu r d cin  T =

(T ; fVt : t 2 V (T )g).

Tt este subarborele lui T cu r d cina în t .

G[t ] este subgraful lui G indus de nodurile din
[

x2V (Tt )

Vx (i. e.,

G[t ] = GTt
).
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Aplicaµii - Colorarea nodurilor

Reamintim: o p-colorare a nodurilor unui graf G = (V ;E) este o
funcµie c : V ! f1; 2; : : : ; pg astfel ca c(u) 6= c(v) pentru orice
uv 2 E .

Fie H 0 ³i H 00 dou  subgrafuri ale lui G , cu p-color rile c0 ³i c00,
respectiv. c00 este c0-compatibil  dac  pentru orice v 2 V (H 0) \

V (H 00) avem c0(v) = c00(v).

Fie T = (T ; fVt : t 2 V (T )g) tree-descompunere cu r d cin  a
lui G . Pentru orice t 2 T ³i orice p-colorare c a lui Gt , de�nim

Prevt (c) =

®
1; dac  G [t ] are o p-colorare c; c-compatibil 
0; altfel.

Propoziµie

Prevu(c) = 1 dac  ³i numai dac  pentru orice copil v al lui u , exist  o

colorare c a lui Gv , c-compatibil  cu Prevv (c) = 1
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Aplicaµii - Colorarea nodurilor

Demonstraµie. �=)� dac  
 este colorare a lui G [u ], c-compatibil , cum
Gv este un a subgraf al lui G [u ], atunci restricµia lui 
 la Gv ne ofer 
colorarea dorit , c.
�(=� Presupunem c  u are exact doi copii v ³i w , ³i c  avem dou 
color ri c0 ³i c00, c-compatibile, respectiv (demonstraµia este similar 
pentru mai mulµi copii).
Deoarece (T ; fVt : t 2 V (T )g) este o tree-descompunere, V (G[v ]) \

V (G [w ]) � Vu , urmeaz  c  c0 este c00-compatibil .
Combinând c0 ³i c00 obµinem c : V (G [u ]) ! f1; 2; : : : ; pg. Cum
(T ; fVt : t 2 V (T )g) este o tree-descompunere, nu exist  muchii
xy 2 E(G) cu x 2 V (G[v ]) � Vu ³i y 2 V (G [w ]) � Vu , deci c este o
p-colorare a lui G [u ].

�
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Aplicaµii - Colorarea nodurilor

Teorem 

Dac  G , un graf de ordin n , are o tree-descompunere small (T ; fVt :

t 2 V (T )g) cu l µimea w , atunci putem decide dac  G este p-colorabil

în timpul O(pw+1 � nO(1)).

Demonstraµie. Transform m (T ; fVt : t 2 V (T )g) într-o a tree-
descompunere cu r d cin  (r). Pentru orice v 2 V (T ) ³i orice p-
colorare c a lui Gv , determin m Prevv (c): plecând din frunzele lui T ,
³i apoi folosind proprietatea de mai sus pentru celelalte noduri, într-o
ordine corespunz toare.
G = G [r ] este p-colorabil dac  ³i numai dac  Prevr (c) = 1 pentru o
colorare c. Testarea dac c este Gv colorare ³i determinarea lui Prevv (c)
pot � f cute în timpul O(nO(1)), astfel complexitatea timp total  este
dat  în principal de num rul de candidaµi pentru c, adic  pjVv j.
Complexitate: jV (T )j � pw+1 � nO(1) = O(pw+1 � nO(1)).
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Alte aplicaµii - Abord ri similare (programare dinamic  mai avansat )

Teorem 

Dac  G , un graf de ordin n , are o tree-descompunere small (T ; fVt :

t 2 V (T )g) cu l µimea w , cardinalul minim al unei acoperiri cu noduri

a lui G poate � determinat  în timpul O(2w+1 � nO(1)).

Teorem 

Dac  G , un graf de ordin n cu ponderi pe noduri, are o tree-

descompunere small (T ; fVt : t 2 V (T )g) cu l µimea w , o mulµime

stabila de pondere maxim  a lui G poate � determinat  în timpul

O(4w+1 � w � n).
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Sfâr³it

Sfâr³it!
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