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Tree decomposition - Definitie

- (Acoperirea nodurilor) V = Uscy (1) V;

- (Acoperirea muchiilor) Pentru orice muchie e € E, ambele capete
ale lui e sunt continute intr-o mulfime V;, pentru un anumit t €
v(T).

- (Coerenta) Fie ti,ts,ts trei noduri din T astfel ca t, se afli pe

drumul dintre t; §i t3 in T. Atunci, dacd v € V se afld in Vy, si
Vi, v se afld siin Vy,.
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Tree-width - Definitie

Remarci

Proprietatea de coerentd poate fi reformulatd astfel:

- (Coerenta’) Fie t1,tp,t3 € V(T) asa incat ¢, aparfine drumului
dintre ¢; §i &3 in T. Atunci Vi, NV C Vi,

- (Coerenta”) Pentru orice z € V, subgraful lui T indus de {¢ €
V(T) : z € Vi} este (un subarbore al lui T') conex.

Mul{imile V; ale descompunerii sunt numite
Fie T =(T,{V; : t € T}) o tree-descompunere a lui G,
( ) lui T este

wrdth(T) = téI‘l/a(}%) (| Ve = 1).
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Tree-width - Definitie

a unui graf G, este cea mai micd ldtime a unei
tree-descompuneri a luiG:

tw(G) = min {width(T) : T tree-descompunere a lui G}.

T y {u,t, 2} {y, 2.t}

{z,y,t}

{s,v,w}
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Tree-width

Remarcd
tw(G) = 0 dacd si numai dacd E(G) = @.

Dacd G este o pddure cu E(G) # @, atunci tw(G) = 1.

Din observatia de mai sus tw(G) > 1. Dacd G este un
arbore, atunci

e fie T obtinut din G prin redenumirea fiecirui nod v € V(G) prin
by,

@ insereazd pe fiecare muchie ¢,t, (uv € E(G)) un varf nou t,,,

o seteazd Vy, = {u} pentru orice ¢, asociat lui u € V(G) §i Vi, =
{u, v} pentru orice t,, € V(T) asociat lui uv € E(G).

o (T,{V: : t € V(T)}) este o tree-descompunere a lui G cu ldtimea
1.
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Tree-width

O tree-descompunere a unei paduri cu p
componente se poate obfine addugind arbitrar p — 1 muchii la tree-
descompunerile componentelor (fird a crea circuite).

O

{a}
a (b}
{a,d,}
{d} {o}

{b,c,}

{e.g}

{11 {g}
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Small tree decompositions

O tree-descompunere, T = (T,{V: : t € V(T)}), este ( )
dacd nu existd noduri distincte t;,t; € V(T) astfel ca Vi, C Vy,.

Datd o tree-descompunere a Iui G, o tree-descompunere small a lui G
de aceeagi ldtime poate fi construitd in timp polinomial.

Fie T = (T,{V: : t € V(T)}) o tree-descompunere a
lui G cu Vi, C Vi, pentru ty,t, € V(T), t1 # to. Putem presupune cd
tit, € E(T) (altfel, putem determina dous noduri adiacente cu aceasta
proprietate considerand drumul de la ¢ la &).

Contractand ¢ £ intr-un nod nou ¢3 cu Vy, = Vi, se obtine o tree-
descompunere a lui G mai micd (contine mai putine perechi de noduri
(¢1,t3) cu Vy C Vy).
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Small tree decompositions

Repetdm aceastd reducere pani se obtine o
tree-descompunere small.

O

Dacd T = (T,{V: : t € V(T)}) este o tree-descompunere small a lui
G, atunci |T| < |G].

Prin inductie dupd » = |G|. Dacd n = 1, atunci |T'| = 1.
In pasul inductiv, pentru n > 2, considerim o frunzi ¢ a lui T cu
vecinul tp. (T — ¢,{V: : t € V(T — t1)}) este o tree-descompunere
small a lui G’ = G\ (V4 \ V4,). Din ipoteza inductivd |T — ¢| < |G/,
astfel
1T =T -t +1< |G|+ 1 <|Gl.

O
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Minori

Remarci
@ dacd graful H se obfine din G prin contractarea unei muchii uv in
z, atunci tw(H) < tw(G): intr-o tree-descompunere a lui G,
inserdm z in fiecare bag care confine pe u sau v si gtergem apoi pe
u §i v din orice bag pentru a obtine o tree-descompunere a lui H.

e dacd H este un subgraf al lui G, atunci tw(H) < tw(G).

H este un al unui graf G dacd se poate obtine din G prin gtergerea
si contractarea succesivd a unor muchii din G.

Dacd H este un minor al grafului G, atunci tw(H) < tw(G).

Folosind observatiile de mai sus.

O
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Tree-width

Fie TW, ={G : tw(G) < k}.

(Tree-Width - versiunea de decizie)

Problema Tree-Width ( versiunea de decizie) este o problemd NP-
completd.

Omis3.
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Tree-width este FPT (fixed-parameter tractable)

Pentru orice k € N*, TW;, este o familie inchisd la minori.

(Bodlaender) Pentru orice k fixat, problema determindrii dacd G este
in TWj, sau nu poate fi rezolvatd in timpul O(f(k) - n).

Omisd. (f(k) este o functie exponentiald in k.)

Notatie: Fie 7 = (T,{V: : t € V(T)}) o tree-descompunere of G.
Dacd T' este un subgraf al lui T', G7 este subgraful lui G indus de

multimea de noduri U Vi.
te V(T")
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Proprietdti ale tree descompunerilor

( ) Presupunem cd T — t are compo-
nentele conexe Ty, Ts,..., Tp. Atunci subgrafurile Gp, — Vi, Gp, —
Vi,..., Gr, — Vy nu au noduri in comun gi nici muchii intre ele.
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Proprietdti ale tree descompunerilor

( ) Fie X si Y componentele conexe
ale lui T dupd stergerea unei muchii ¢y € E(T). Atunci, gtergerea
nodurilor din V, N V, deconecteazd G in doud subgrafuri Hxy = Gx —
VoNVysi Hy = Gy — V,NVy. Cu alte cuvinte Hx $i Hy nu au noduri
in comun gi nici muchii intre ele.
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Proprietdti ale tree descompunerilor

Alte proprietdti:
e Fie G un graf conex cu tw(G) = k, atunci sau |G| = k + 1 sau G
are o multime separatoare de noduri de cardinal .
e dacd tw(G) = 1, atunci G este o pddure.
e tw(P, x P;) =min{r,s}.
o tw(K,)=n—1.
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Tree descompuneri cu rdddcind

@) a lui G este o tree-descompunere T =
(T,{V: : t € V(T)}) a lui G, in care un anumit nod r al lui T este
declarat rddacind.

Notatii: Fie ¢ un nod dintr-o tree-descompunere cu rdaddcind 7 =
(T,{V: : te V(T)}).
@ T; este subarborele lui T cu rddicina in ¢.

e GIJt| este subgraful lui G indus de nodurile din U Ve (i e,
ze V(T)

G[t] = Gr,).
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Aplicatii - Colorarea nodurilor

@ Reamintim: o p-colorare a nodurilor unui graf G = (V, E) este o
functie ¢ : V — {1,2,...,p} astfel ca c¢(u) # c(v) pentru orice
uv € B.

e Fie H' gi H" doud subgrafuri ale lui G, cu p-colordrile ¢’ gi ¢,
respectiv. ¢" este ¢’-compatibild dacd pentru orice v € V(H') N
V(H") avem c'(v) = ¢"(v).

e Fie T =(T,{Vy : t € V(T)}) tree-descompunere cu radicing a
lui G. Pentru orice £ € T gi orice p-colorare ¢ a lui G;, definim

1, dacd GJ[t] are o p-colorare ¢, c-compatibild

Preu(e) = { 0, altfel

Prev,(c) = 1 dacd si numai dacd pentru orice copil v al lui u, existd o
colorare ¢ a lui G,, c-compatibild cu Prev,(c) =1

Algoritmica Grafurilor - Cursul 13 16 ianuarie 2026 17 /21



Aplicatii - Colorarea nodurilor

“=—" dacd 7 este colorare a lui G[u|, c-compatibild, cum
G, este un a subgraf al lui G[u], atunci restrictia lui v la G, ne oferd
colorarea doritd, c.
“«<=" Presupunem cd u are exact doi copii v §i w, §i cd avem doud
colordri ¢’ i ¢€”, c-compatibile, respectiv (demonstratia este similard
pentru mai multi copii).
Deoarece (T,{V: : t € V(T)}) este o tree-descompunere, V(G[v]) N
V(G[w]) C Vy, urmeazi ci ¢ este ¢”-compatibili.
Combinand ¢’ i ¢’ obtinem ¢ : V(G[u]) — {1,2,...,p}. Cum
(T,{V: : t € V(T)}) este o tree-descompunere, nu existd muchii
zy € BE(G)cuz € V(G[v]) — Vy siy € V(G[w]) — Vy, deci € este o
p-colorare a lui G[u].

O
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Aplicatii - Colorarea nodurilor

Dacd G, un graf de ordin n, are o tree-descompunere small (T,{V; :
t € V(T)}) cu ldtimea w, atunci putem decide dacd G este p-colorabil
in timpul O(p¥*! . n©1),

Transformdm (7T,{V: : t € V(T)}) intr-o a tree-
descompunere cu rddicind (r). Pentru orice v € V(T) si orice p-
colorare c a lui G,, determindm Prev,(c): plecand din frunzele lui T,
gi apoi folosind proprietatea de mai sus pentru celelalte noduri, intr-o
ordine corespunzdtoare.
G = G|r] este p-colorabil dacd si numai dacd Prev,(c) = 1 pentru o
colorare c. Testarea dacic este G, colorare gi determinarea lui Prev,(c)
pot fi facute in timpul (’)(no(l)), astfel complexitatea timp totald este
dat¥ in principal de numZrul de candidati pentru ¢, adici p! /.
Complexitate: |V (T)|- p¥t! . n®M) = O(pv+!. n©W),
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Alte aplicatii - Abordari similare (programare dinamicd mai avansatd)

Dacd G, un graf de ordin n, are o tree-descompunere small (T,{V; :
t € V(T)}) cu ldtimea w, cardinalul minim al unei acoperiri cu noduri
a lui G poate fi determinatd in timpul O(2¥+! . n©(),

Dacd G, un graf de ordin n cu ponderi pe noduri, are o tree-
descompunere small (T,{V; : t € V(T)}) cu ldtimea w, o multime
stabila de pondere maximd a lui G poate fi determinatd in timpul
O@4v . w - n).
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