9 ianuarie 2026



© Crafuri planare
@ Proprietdti elementare
@ Desenarea grafurilor planare
@ Separatori mici

© Exercitii pentru seminarul 13 (s¥ptiména 12-16 ianuarie)



Grafuri planare - Proprietdti elementare - Definitie

a) G =G,
b) V' este o multime puncte distincte ale lui S;
c¢) Orice muchie e’ € E' este o curbd simpli (arc Jordan?) continutd
in S unindu-i extremitdtile;
d) Orice punct din S este fie un nod al lui G’ fie este continut in cel
mult o muchie a lui G'.
Dacd S este un plan, atunci G este un si G' este o
a lui G.
Dac3 S este un plan gi G’ este un graf satisficind constrangerile b), c)
§i d) de mai sus, atunci G’ se numegte

20O curbi continud care nu se autointersecteazi.
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Grafuri planare - Proprietéti elementare - Proiectia stereograficd

Daci G este planar, fie G’ o reprezentare planari a lui
G in planul 7. Ludm un punct z in 7 §i considerdm o sferd S tangentd
la 7 in z. Fie y punctul diametral opus lui z in §. Considerdm ¢ :
™ — S\ {y} datd prin ¢(M) = punctul diferit de y in care dreapta
My intersecteazi sfera, VM € w. ¢ este o bijectie si astfel p(G') este o
reprezentare a lui G pe S.
Reciproc, dacd G are o reprezentare pe o sferd S: ludm un punct y in
S¢, considerdm z, punctul diametral opus lui y pe S, construim un plan
tangent 7 la S in z, gi definim ¥ : S\ {y} — 7 by ¥(N) = punctul in
care dreapta yN intersecteazd planul 7, pentru orice N € S\ {y}.

o

“y se alege a. 1. sd nu se afle pe vreo muchie sau in vreun nod al lui G.
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Fete

Imaginea prin 1 a reprezentdrii lui G pe sferd, ¥(G), este reprezentarea
planara doritd a lui G. O

a

Exact una dintre aceste fete este nemdrginita gi este numitd fata

Fiecare fatd este caracterizatd de multimea muchiilor care-i formeazd
. Fiecare circuit al lui G imparte planul in exact doud regiuni

conexe, astfel fiecare muchie a unui circuit aparfine la exact doud fron-

tiere (la exact doud fete).

Un graf planar poate avea diferite reprezentdri planare.

“In sens topologic: orice doud puncte dintr-o aceagi regiune conexd pot fi unite
printr-o curbd simpl3 continutd in acea regiune.
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Fete

Orice reprezentare planard a unui graf planar poate fi transformata intr-
o reprezentare planard diferitd in care o fatd fixatd a primei reprezentdri
sd devind fata exterioard a celei de-a doua.

Fie G’ o reprezentare planari alui G §i F o fati a lui G'.
Fie G° o reprezentare a lui G’ pe o sferd si F° fata a lui G° corespunzand
lui F. Alegem un punct y in interiorul lui F°, z punctul siu diametral
opus pe sferd, gi m planul tangent in z la sferd.
G" = 1(G°) este o reprezentare a lui G in planul 7 avind ca fa{i
exterioard 9(F?).
Altfel spus fata de pe sferd care contine polul nord corespunde fetei
exterioare a reprezentdrii planare. [
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Euler’s formula

Inductie dupd f.

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 7/ 88



Grafuri planare - Proprietdti elementare - Euler’s formula

Dacd f = 1, atunci G nu are circuite i,

deoarece este conex, este un arbore. Urmeazd cd m = n — 1 gi teorema
este adevdratd.
In pasul inductiv s¥ presupunem ci teorema are loc pentru orice graf
conex plan cu mai putin de f(> 2) fete. Fie e o muchie de pe un circuit
al lui G (existd un astfel de circuit, deoarece f > 2). Atunci e apartine
frontierei a exact doud fete a lui G. Urmeazad cd G; = G — e este un
graf conex plan cu n noduri, m — 1 muchii §i f — 1 fefe. Teorema are
loc pentru Gy, decif—1=m—-1—-n+2,i.,e,f=m—-n+2. O

Remarca
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Euler’s formula

Corolarul 1

Fie G’ o reprezentare planari a lui G. Daci G’ are doar
o fatd, atunci G este un arbore, m = n — 1, i pentru n > 3 inegalitatea
are loc.
Dac3d G’ are cel putin dou# fete, atunci fiecare fatd F a lui G’ are in
frontiera sa muchiile unui circuit Cr (si poate gi alte muchii), gi fiecare
astfel de muchie apartine la exact doud fete. Orice circuit al lui G’ are
cel putin trei muchii, astfel

2m > > length(Cr) > > 3 =3f = 3(m—n+2),
F fatd a lui ¢ F fatd a lui ¢
AAdirX inacalitatea Anrity (!
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Euler’s formula

Remarca

(numdrul sdu de noduri este n = 5, numdrul
sdu de muchii este m = 10 i 10 > 3-5 — 6).

Corolarul 2

Aceeagi demonstratie ca pentru Corolarul 1, dar folosind
faptul ci orice circuit al lui G’ are cel putin patru muchii. 0O

Remarca

(num3rul sdu de noduri este n = 6, numarul
sdu de muchii este m =951 9> 2.6 — 4).

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 10/ 33



Grafuri planare - Proprietdti elementare - Euler’s formula

Corolarul 3

Putem s3 presupunem cd G are cel pufin doud muchii
(altfel e banal). Fie G’ o reprezentare planard a lui G cu n noduri gi m
muchii. Dacd notdm cu n; numdrul de noduride grad : (1 <z < n—1)
atunci

Zz n; =2m < 2(3n — 6_6<an>—12j21— )n; +12 < 0.

Daca am avea 7 > 6, pentru orice ¢, toti termenii din aceastd sumd sunt
> 0, deci existd 19 < 5 astfel incat n,, > 0. O
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Teorema lui Kuratowski

Fie G = (V, E) un grafsi v € V astfel incat dg(v) = 2 §i vwy, vw, € B,
u ;ﬁ Wo.
Fie h(G) = (V \ {v}, B\ {vw1, vwa} U {wiw}).

“«<" Presupunem cd h(G) e planar.

Dacd wywe ¢ E, atunci pe curba simpld care unegte punctele core-
spunzand lui w; §i ws, intr-o reprezentare planard a lui ~A(G) inserdm un
punct nou corespunzand lui v; dacd w;ws € E considerdm un punct nou
corespunzand lui v “destul de aproape” de curba reprezentand w;w, pe
una dintre fetele reprezentdrii planare a lui A(G) si "unim” acest punct
nou cu punctele corespunzand lui w; §i ws prin curbe simple care nu le
intersecteazd pe cele deja existente.
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Grafuri planare - Proprietdti elementare - Teorema lui Kuratowski

“=" Reciproc, presupunem cd G este planar.
In reprezentarea sa planard, gtergem punctul corespunzénd lui v gi cele
doud curbe corespunzand muchiilor vw; §i vws sunt inlocuite cu reuni-

unea lor; dacd wyws € E, atunci curba simpld care-i corespunde este
stearsd. [J
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(Fary, 1948, independent Wagner & Stein) Orice graf planar are
o reprezentare planarda cu toate muchiile segmente de dreaptd
(reprezentare Fary).
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Problemd: Sd se determine o reprezentare Fary cu punctele reprezentand
nodurile de coordonate intregi §i aria suprafefei ocupaté de reprezentare
polinomiald in 7, numirul de noduri.

(Fraysseix, Pach, Pollack, 1988) Orice graf planar G cu n noduri are
o reprezentare planard cu noduri in puncte cu coordonate intregi din
[0,2n — 4] x [0, n — 2] §i cu toate muchiile segmente de dreaptd.




Demonstratie algoritmicd. Vom schita o desenare in O(n log n).

Fdrd a restrange generalitatea, vom presupune cd G este maximal pla-
nar: Ve € E(G), G + e nu este planar (adiugdm muchii la G pentru
a-1 face maximal planar gi cdnd aceste muchii (segmente) vor fi desenate
le facem invizibile). Observdm ci orice fatd a unui graf maximal planar

este un triunghi i are 3n —6 muchii, unde n este numdrul sdu de noduri.
*_mwmmmmwv—mmmrmmwrt—ﬁmmwmmwmwt—/

Fie G un graf planar §i G’ o reprezentare planard a lui G. Dacd C' este
un circuit al lui G’ care trece prin muchia uwv € E(G'), atunci existd
w € V(C') astfel incdt w # u, v si nu existd nicio coardd interioard a
lui C' cu o extremitate in w.

Demonstratie. Fie vy, vs,..., v, nodurile lui C’ int4lnite intr-o parcurg-
eredelaviau (v=uv,u=u1,).

4




Desenarea grafurilor planare

Daci C' nu are corzi interioare, atunci
lemma este adevdratd. Altfel, alegem o pereche (,7) astfel incat v;v;
este o coardi interioard a lui C' gi
j—i=min{k -1 : k> 1+ 1, vy € E(G'), vy, coardd interioars pe C']
Atunci, w = v;41 nu este incident cu o coardd interioard: v, 1v, cu
1+ 1 < p < 7 nu poate fi 0 coardd interioard - din modul de alegere a
perechii (¢,7), si v;y1v cu l < % sau [ > j nu este o coardd interioard
deoarece ar trebui sd intersecteze v;v;. 0O

Vi+t1
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Fie G un graf maximal planar cu » > 4 noduri §i G’ o reprezentare
planard a lui G avand fata exterioard triunghiul «, v, w. Atunci, existd

o etichetare vy, vs,..., v, a nodurilor lui G’ astfel incit v1 = u, vy, = v,
v, = w §i, pentru fiecare k € {4,...,n}, avem:
(i) Subgraful indus Gj_; = [{v1,...,vk_1}]5 este 2-conex i fata sa

exterioard este determinatd de circuitul C; ; continand uw.

(ii) In subgraful indus G, nodul vy este in fata exterioard a lui Gj_,
§i NG,;(Uk) N {v,...,vk_1} este un drum de lungime > 1 de pe
circuitul C,Qfl — uv.

T T QST Ay PPy A oy o B i (@ S TS S oy g QISP X

v,

Demonstratie. Fie vy = u, v = v, v, = w, G,, = G, Gn 1=G — vy, J




Desenarea grafurilor planare

<S>

v = U Vg =V

Observdm cd Ng (w) este un circuit
continand uv (dupd o sortare a lui N/ (w) pe coordonata z si folosind
planaritatea maximald). Urmeaz3 cd i) si ii) au loc pentru & = n.
Dacd vy a fost deja ales (k < n) atunciin G,_; = G' — {vn,..., %},
vecinii lui v; determini un drum pe circuitul C, , continind wv si
formand frontiera fetei exterioare a lui Gj,_;.
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Desenarea grafurilor planare

Din Lema 1, existd vy_; pe C,_, astfel incat
vk—1 nu este extremitatea vreunei corzi interioare a lui C}_;.
Prin constructie, vx_1 nu este adiacent cu vreo coardd externd a lui 01271
(din planaritatea maximald). Urmeazd cd Gj,_, contine un circuit C}_,
cu proprietdtile (i) si (ii). O

Fie G un graf maxi-

mal planar cu n noduri, G’ o reprezentare planari cu nodurile etichetate
v,...,U, cain Lema 2, §i u, v, w fata sa exterioard.
Vom construi o reprezentare Fary a lui G avand nodurile puncte de
coordonate intregi.
Presupunem cd in pasul & (> 3) al constructiei avem o astfel de
reprezentare a lui Gy §i sunt indeplinite urmdtoarele trei conditii:
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Desenarea grafurilor planare

(1) v, are coordonatele (0,0); v, are coordonatele (z,0), 2 < 2k — 4.

(2) Daci wy, wo, . . ., Wy, sunt nodurile circuitului care corespunde fetei
exterioare a lui G,’c, intr-o parcurgere de la v; la vz (w1 = v1, Wy, =

us), atunci
2); Ty < Ty < .o < Ty,

(3) Muchiile wyws, wows, ..., Wn_1W, sunt segmente de dreaptd par-
alele cu una dintre cele doud bisectoare ale axelor de coordonate.
Conditia (3) implicd faptul cd Vi < j, paralela prin w; la prima bisec-
toare intersecteazd paralela prin w; la cea de-a doua bisectoare intr-un
un punct de coordonate intregi (w; §i w; au coordonate intregi).
Fie wp, Wp41, - .., Wy vecinii din Gy, ai lui vgy1 In
G (1<p<g<m).
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Desenarea grafurilor planare

w; = v = U Wi,

Paralela prin w, la prima bisectoare inter-
secteazd paralela prin w, la cea de-a doua bisectoare in punctul P.
Dacd din P putem trasa segmentele Pw;, p < 2 < g astfel incat
toate sunt distincte, atunci putem lua wx,; = P pentru a obtine o
reprezentarea Fary a lui Gg4; cu toate noduri de coordonate intregi,
satisficand conditiile (1) - (3).
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Desenarea grafurilor planare

, atunci trans-
latdm c#tre dreapta cu 1 toate nodurile lui Gy, care au z > z,,,,. Facem
o altd translatie la dreapta cu 1 a tuturor nodurilor lui G}, avand coor-
donata z > zy,.

Acum, toate segmentele P'w;, cu p < ¢ < g, sunt distincte, segmentele
w;w; 41 cu ¢ = ¢, m — 1 au pantele 1 i de asemenea w, P’ §i P'w, au
pantele +1 (unde P’ este intersectia paralelei la prima bisectoare prin
w, cu paralela la cea de-a doua bisectoare prin wy).

Ludm vg11 = P’ gi pasul k al constructiei este terminat. O
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Grafuri planare - Separatori mici

Fie G un graf planar cu n noduri. Existd o
partitie (A, B, S) a lui V(G) astfel incét:

@ S separd A de B in G: G — S nu contine muchii de la A la B,
o |A| < (2/3)n, |B| < (2/3)n,
e |S| < 4y/n.

Aceastd partitie poate fi gdsitd in O(n).

Fie G un graf conex plan.

Fie L(t), multimea tuturor nodurilor de
pe nivelul ¢, pentru 0 < ¢ < [+ 1. Ultimul nivel L(I + 1) este - din
ratiuni tehnice - vid (ultimul nivel este in fapt {).
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Grafuri planare - Separatori mici

Fie t; nivelul de mijloc,
adicd nivelul care contine cel de-al |n/2]-lea nod intédlnit in timpul par-
curgerii. Multimea L(¢;) satisface:

U L(7)

t<ty

<—§1

U (T

t>1

Lo\s

Dacd |L(t)| < 44/n, teorema este demonstrati.

Existd nivelele ty < t §i t2 > t astfel incdt |L(tp)| < /1, |L(t)| < /1
§1 2 —t < X \/ﬁ :
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Grafuri planare - Separatori mici

Considerdm %, cel mai mare intreg care satisface ¢t < &
si |L(2)] < +/n (existd un astfel de nivel deoarece |L(0)| = 1). Existd ¢,
un cel mai mic intreg care satisface ¢ > #; §i |L(t2)| < +/n (se observi
cd |L(l +1)| =0).

Orice nivel dintre # i t> are mai mult de /n noduri, deci numirul
acestor nivele nu poate depisi +/n (altfel, numirul de noduri ar fi > n).
O
Fie
C=JL),D= [J L(t),E= ] L)
t<ty to<t<ta t>to
e |D| < (2/3)n. Teorema are loc cu

(C si E au cel mult n/2 elemente).
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Grafuri planare - Separatori mici

e ny = |D| > (2/3)n. Dacd putem g3si un separator de tipul 1/3 +
2/3 pentru D cu cel mult 24/n noduri, atunci

Separatorul pentru (graful indus de) D poate fi construit astfel: gtergem
toate nodurile lui G care nu sunt din D mai pufin s care este unit cu
toate nodurile de pe nivelul g+ 1. Graful obtinut se noteazad cu D gi este
planar gi conex. Are un arbore partial de diametru cel mult 2,/n (orice
nod este accesibil din s pe un drum de lungime cel mult /n, dupd
cum am demonstrat in Lema de mai sus). Acest arbore este parcurs

pentru a obfine separatorul dorit. Detaliile (foarte interesante) sunt
omise. [
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O aplicatie a Teoremei Separatorilor

Considerdm problema de a decide dacd un graf planar dat are o 3-colorare
(a nodurilor), care este o problemd NP-complets.

In cazul unui un graf G cu numir mic de noduri (pentru o constant c,
putem verifica toate cele O(3¢) = O(1) functii de la V(G) la {1,2,3})
putem decide dacd existd o 3-colorare.

Pentru grafuri planare cu # > ¢ noduri construim in timp liniar, O(n),
partitia (A, B, S) a nodurilor sale, cu |A|,|B| < (2n/3) si |S| < 4v/n.
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O aplicatie a Teoremei Separatorilor

Timpul de executie, T'(n), al acestui algoritm, satisface recursia

T(m) — o(1), dacd n < ¢,
(n) = O(n) +2°0™) (O(y/n) +2T(2n/3)), dacin > c.

Urmeazd cd (este posibil ca acele constante din spatele
notatiei O(:) sd fie foarte mari).
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Exercitii pentru seminarul 13

Fie G = (V, E) un graf plan conex cu n noduri gi m
muchii.
(a) Dacd lungimea circuitului din frontiera oricdrei fete este cel putin
k(n —2)
k-2
(b) Ar&tati cd graful lui Petersen nu este planar.

Fie G = (V, E) un graf plan cu n noduri, m muchii si p
componente conexe. Determinati o formuld pentru numdrul fetelor lui
G in termenii lui n, m i p.

Care dintre urmdatoarele grafuri are proprietatea cd prin
stergerea oricdrui nod se obtine un graf planar?

k > 3 pentru un intreg k, atunci m <

Ks, K, K43, K33, graful lui Petersen.
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Exercitii pentru seminarul 13

, ¢r(+), al unui graf este numdrul minim
intersectii ale muchiilor (in alte puncte decdt in noduri) atunci cand
graful este desenat in plan (presupunem c& trei muchii nu se pot inter-
secta intr-un acelagi punct care nu este nod al grafului). Determinati
cr(Ksz), cr(Ks), cr(Ks) si cr(graful lui Petersen).

Folositi teorema lui Kuratowski pentru a afla care dintre
urmdtoarele grafuri este planar:

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 30/33



Exercitii pentru seminarul 13

Fie G un (multi-) graf plan, definim un multi-graph, G*:
o fiecdrei fete f a lui G 1i corespunde un nod f* al lui G,
o fiecdrei muchii e a lui G 1i corespund o muchie e* a lui G*.

@ doud noduri fi* §i f5° sunt unite printr-o muchie e* dacd fetele fi si
f> au muchia e in frontiera comuni.

Desenati dualele urmdtoarelor grafuri planare:
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Exercitii pentru seminarul 13

(a) Ardtati cd dualul unui graf plan este planar.
(b) Dacd G este un graf conex plan, atunci G** = G.

Ardtati cd urmdtoarele doud grafuri plane sunt izomorfe,
dar dualele lor nu sunt.
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Exercitii pentru seminarul 13

Fie G un graf conex plan gi G* dualul lui.

(a) Fie T un arbore partial al lui G, atunci muchiile lui G* care nu
corespund muchiilor din E(7T') sunt muchiile unui arbore partial in
G*.

(b) Numadrul de arbori partiali ai lui G este egal cu numé&rul de arbori
partiali din dualul sdu, G*.

Fie G un graf plan cu toate fetele triunghiulare; colordm
aleatoriu cu trei culori nodurile sale. Ardtati cd numdrul de fefe care
primesc toate cele trei culori este par.

Fie G un graf plan cu toate gradele pare. Ardtati cd ii
putem colora fetele cu doud culori astfel ca orice doud fete care au cel
putin o muchie in comun in frontiere au culori diferite.

Fie G un graf plan cu toate fetele triunghiulare (|G| >
4). Ardtati cd dualul sfu, G* este 2-muchie conex s§i 3-regulat (in con-
secintd G* are cuplaj perfect).
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