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Cuprins

1 Grafuri planare
Propriet µi elementare
Desenarea grafurilor planare
Separatori mici

2 Exerciµii pentru seminarul 13 (s pt mâna 12-16 ianuarie)
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - De�niµie

Fie G = (V ;E) un graf ³i S o suprafaµ  (e.g., plan, sfer ) din R3. O
reprezentare a lui G pe S este un graf G 0 = (V 0;E 0) astfel încât:

a) G �= G 0;

b) V 0 este o mulµime puncte distincte ale lui S;
c) Orice muchie e 0 2 E 0 este o curb  simpl  (arc Jordana) conµinut 

în S unindu-i extremit µile;

d) Orice punct din S este �e un nod al lui G 0 �e este conµinut în cel
mult o muchie a lui G 0.

Dac  S este un plan, atunci G este un graf planar ³i G 0 este o
reprezentare planar  a lui G .
Dac  S este un plan ³i G 0 este un graf satisf când constrângerile b), c)
³i d) de mai sus, atunci G 0 se nume³te graf plan.

aO curb  continu  care nu se autointersecteaz .
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Proiecµia stereogra�c 

Lem 

Un graf este planar dac  ³i numai dac  are o reprezentare pe o sfer .

Demonstraµie. Dac  G este planar, �e G 0 o reprezentare planar  a lui
G în planul �. Lu m un punct x în � ³i consider m o sfer  S tangent 
la � în x . Fie y punctul diametral opus lui x în S. Consider m ' :

� ! S n fyg dat  prin '(M ) = punctul diferit de y în care dreapta
My intersecteaz  sfera, 8M 2 �. ' este o bijecµie ³i astfel '(G 0) este o
reprezentare a lui G pe S.
Reciproc, dac  G are o reprezentare pe o sfer  S: lu m un punct y în
Sa, consider m x , punctul diametral opus lui y pe S, construim un plan
tangent � la S în x , ³i de�nim  : S n fyg ! � by  (N ) = punctul în
care dreapta yN intersecteaz  planul �, pentru orice N 2 S n fyg.

ay se alege a. î. s  nu se a�e pe vreo muchie sau în vreun nod al lui G.
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Feµe

Imaginea prin  a reprezent rii lui G pe sfer ,  (G), este reprezentarea
planar  dorit  a lui G . �

Fie G un graf plan. Dac  ³tergem punctele lui G din plan (nodurile ³i
muchiile sale), acesta este descompus într-o reuniune �nit  de regiuni
conexea maximale din plan, care sunt numite feµele lui G .
Exact una dintre aceste feµe este nem rginit  ³i este numit  faµa exte-
rioar .
Fiecare faµ  este caracterizat  de mulµimea muchiilor care-i formeaz 
frontiera. Fiecare circuit al lui G împarte planul în exact dou  regiuni
conexe, astfel �ecare muchie a unui circuit aparµine la exact dou  fron-
tiere (la exact dou  feµe).
Un graf planar poate avea diferite reprezent ri planare.

aÎn sens topologic: orice dou  puncte dintr-o acea³i regiune conex  pot � unite
printr-o curb  simpl  conµinut  în acea regiune.
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Feµe

Lem 

Orice reprezentare planar  a unui graf planar poate � transformat  într-

o reprezentare planar  diferit  în care o faµ  �xat  a primei reprezent ri

s  devin  faµa exterioar  a celei de-a doua.

Demonstraµie. Fie G 0 o reprezentare planar  a lui G ³i F o faµ  a lui G 0.
FieG0 o reprezentare a luiG 0 pe o sfer  ³i F 0 faµa a luiG0 corespunzând
lui F . Alegem un punct y în interiorul lui F 0, x punctul s u diametral
opus pe sfer , ³i � planul tangent în x la sfer .
G 00 =  (G0) este o reprezentare a lui G în planul � având ca faµ 
exterioar   (F 0).
Altfel spus faµa de pe sfer  care conµine polul nord corespunde feµei
exterioare a reprezent rii planare. �
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Euler's formula

b

b b

b b

b

b b

b

b b

bb

b

b b

b

b b

b b

b

bb

6

78

1

2

34

5

1

2

34

5 6

78

1

2

37

8
4

56

f1

f3

f2

f5
f4

f1

f5

f3

f2f4 f4
f5

f3

f2

f1

Teorem 

(Formula lui Euler) Fie G = (V ;E) un graf conex plan cu n noduri, m
muchii ³i f feµe. Atunci,

f = m� n+ 2:

Demonstraµie. Inducµie dup  f .
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Euler's formula

Demonstraµie (continuare). Dac  f = 1, atunci G nu are circuite ³i,
deoarece este conex, este un arbore. Urmeaz  c  m = n � 1 ³i teorema
este adev rat .
În pasul inductiv s  presupunem c  teorema are loc pentru orice graf
conex plan cu mai puµin de f (> 2) feµe. Fie e o muchie de pe un circuit
al lui G (exist  un astfel de circuit, deoarece f > 2). Atunci e aparµine
frontierei a exact dou  feµe a lui G. Urmeaz  c  G1 = G � e este un
graf conex plan cu n noduri, m � 1 muchii ³i f � 1 feµe. Teorema are
loc pentru G1, deci f � 1 = m � 1� n + 2, i. e., f = m � n + 2. �

Remarc 

Din punct de vedere algoritmic, teorema de mai sus implic  (vezi urm -
toarele dou  corolarii) c  orice planar graf este rar: dac m este num rul
de muchii ³i n este num rul de noduri, atunci m = O(n).
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Euler's formula

Corolarul 1

Fie G = (V ;E) un graf conex planar cu n > 3 noduri ³i m muchii.
Atunci,

m 6 3n� 6:

Demonstraµie. Fie G 0 o reprezentare planar  a lui G . Dac  G 0 are doar
o faµ , atunci G este un arbore, m = n �1, ³i pentru n > 3 inegalitatea
are loc.
Dac  G 0 are cel puµin dou  feµe, atunci �ecare faµ  F a lui G 0 are în
frontiera sa muchiile unui circuit CF (³i poate ³i alte muchii), ³i �ecare
astfel de muchie aparµine la exact dou  feµe. Orice circuit al lui G 0 are
cel puµin trei muchii, astfel

2m >
X

F faµ  a lui G 0

length(CF ) >
X

F faµ  a lui G 0

3 = 3f = 3(m�n+2);

Adic  inegalitatea dorit . �
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Euler's formula

Remarc 

Graful K5 nu este planar (num rul s u de noduri este n = 5, num rul
s u de muchii este m = 10 ³i 10 > 3 � 5� 6).

Corolarul 2

Fie G = (V ;E) un graf bipartit, planar ³i conex cu n > 3 noduri ³i
m > 3 muchii. Atunci,

m 6 2n� 4:

Demonstraµie. Aceea³i demonstraµie ca pentru Corolarul 1, dar folosind
faptul c  orice circuit al lui G 0 are cel puµin patru muchii. �

Remarc 

Graful K3;3 nu este planar (num rul s u de noduri este n = 6, num rul
s u de muchii este m = 9 ³i 9 > 2 � 6� 4).
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Euler's formula

Corolarul 3

Dac  G = (V ;E) este un graf conex planar, atunci exist  v0 2 V astfel
încât

dG(v0) 6 5:

Demonstraµie. Putem s  presupunem c  G are cel puµin dou  muchii
(altfel e banal). Fie G 0 o reprezentare planar  a lui G cu n noduri ³i m
muchii. Dac  not m cu ni num rul de noduri de grad i (1 6 i 6 n � 1)
atunci
n�1X

i=1

i � ni = 2m 6 2(3n � 6) = 6

Ç
X

i

ni

å
� 12)

X

i

(i � 6)ni + 12 6 0:

Dac  am avea i > 6, pentru orice i , toµi termenii din aceast  sum  sunt
> 0, deci exist  i0 6 5 astfel încât ni0 > 0. �
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Grafuri planare - Propriet µi elementare - Teorema lui Kuratowski

Fie G = (V ;E) un graf ³i v 2 V astfel încât dG(v) = 2 ³i vw1; vw2 2 E ,
w1 6= w2.
Fie h(G) = (V n fvg;E n fvw1; vw2g [ fw1w2g).

Lem 

G este planar dac  ³i numai dac  h(G) este planar.

Demonstraµie. �(� Presupunem c  h(G) e planar.
Dac  w1w2 =2 E , atunci pe curba simpl  care une³te punctele core-
spunzând lui w1 ³i w2 într-o reprezentare planar  a lui h(G) inser m un
punct nou corespunzând lui v ; dac  w1w2 2 E consider m un punct nou
corespunzând lui v �destul de aproape� de curba reprezentând w1w2 pe
una dintre feµele reprezent rii planare a lui h(G) ³i �unim� acest punct
nou cu punctele corespunzând lui w1 ³i w2 prin curbe simple care nu le
intersecteaz  pe cele deja existente.

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 12 / 33



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Grafuri planare - Propriet µi elementare - Teorema lui Kuratowski

Demonstraµie (continuare) �)� Reciproc, presupunem c  G este planar.
În reprezentarea sa planar , ³tergem punctul corespunzând lui v ³i cele
dou  curbe corespunzând muchiilor vw1 ³i vw2 sunt înlocuite cu reuni-
unea lor; dac  w1w2 2 E , atunci curba simpl  care-i corespunde este
³tears . �
Not m cu h�(G) graful obµinut din G prin aplicarea repetat  a trans-
form rii h pân  se obµine un graf f r  noduri de grad 2.
Urmeaz  c  G este planar dac  ³i numai dac  h�(G) este planar.
Dou  grafuri G1 ³i G2 sunt homeomorfe dac  h�(G1) �= h�(G2).

Teorem 

(Kuratowski, 1930) Un graf este planar dac  ³i numai dac  nu conµine
subgrafuri homeomorfe cu K5 sau cu K3;3.
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Desenarea grafurilor planare

Teorem 

(Fary, 1948, independent Wagner & Stein) Orice graf planar are
o reprezentare planar  cu toate muchiile segmente de dreapt 
(reprezentare Fary).

Problem : S  se determine o reprezentare Fary cu punctele reprezentând
nodurile de coordonate întregi ³i aria suprafeµei ocupat  de reprezentare
polinomial  în n , num rul de noduri.

Teorem 

(Fraysseix, Pach, Pollack, 1988) Orice graf planar G cu n noduri are
o reprezentare planar  cu noduri în puncte cu coordonate întregi din
[0; 2n � 4]� [0;n � 2] ³i cu toate muchiile segmente de dreapt .
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Desenarea grafurilor planare

Demonstraµie algoritmic . Vom schiµa o desenare în O(n logn).
F r  a restrânge generalitatea, vom presupune c  G este maximal pla-
nar: 8e 2 E(G), G + e nu este planar (ad ug m muchii la G pentru
a-l face maximal planar ³i când aceste muchii (segmente) vor � desenate
le facem invizibile). Observ m c  orice faµ  a unui graf maximal planar
este un triunghi ³i are 3n�6 muchii, unde n este num rul s u de noduri.

Lema 1

Fie G un graf planar ³i G 0 o reprezentare planar  a lui G . Dac  C 0 este
un circuit al lui G 0 care trece prin muchia uv 2 E(G 0), atunci exist 
w 2 V (C 0) astfel încât w 6= u ; v ³i nu exist  nicio coard  interioar  a
lui C 0 cu o extremitate în w .

Demonstraµie. Fie v1; v2; : : : ; vn nodurile lui C 0 întâlnite într-o parcurg-
ere de la v la u (v = v1, u = vn).
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Desenarea grafurilor planare

Demonstraµie (continuare). Dac  C 0 nu are corzi interioare, atunci
lemma este adev rat . Altfel, alegem o pereche (i ; j ) astfel încât vivj
este o coard  interioar  a lui C 0 ³i
j�i = min fk � l : k > l + 1; vkvl 2 E(G 0); vkvl coard  interioar  pe C 0g:
Atunci, w = vi+1 nu este incident cu o coard  interioar : vi+1vp cu
i + 1 < p < j nu poate � o coard  interioar  - din modul de alegere a
perechii (i ; j ), ³i vi+1vl cu l < i sau l > j nu este o coard  interioar 
deoarece ar trebui s  intersecteze vivj . �

vi+1

vi

v1 = v vn = u

vj

b

b

b

b

b b

b

b

b

b
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Desenarea grafurilor planare

Lema 2

Fie G un graf maximal planar cu n > 4 noduri ³i G 0 o reprezentare
planar  a lui G având faµa exterioar  triunghiul u ; v ;w . Atunci, exist 
o etichetare v1; v2; : : : ; vn a nodurilor lui G 0 astfel încât v1 = u , v2 = v ,
vn = w ³i, pentru �ecare k 2 f4; : : : ;ng, avem:

(i) Subgraful indus G 0
k�1 = [fv1; : : : ; vk�1g]G este 2-conex ³i faµa sa

exterioar  este determinat  de circuitul C 0
k�1 conµinând uv .

(ii) În subgraful indus G 0
k nodul vk este în faµa exterioar  a lui G 0

k�1
³i NG 0

k
(vk ) \ fv1; : : : ; vk�1g este un drum de lungime > 1 de pe

circuitul C 0
k�1 � uv .

Demonstraµie. Fie v1 = u , v2 = v , vn = w , G 0
n = G , G 0

n�1 = G � vn .
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Desenarea grafurilor planare

b

b

b

b

b

bb
v1 = u v2 = v

vn = w

Ck−1

vk

b
b b

b

b

Demonstraµie (continuare). Observ m c  NG 0

n
(w) este un circuit

conµinând uv (dup  o sortare a lui NG 0

n
(w) pe coordonata x ³i folosind

planaritatea maximal ). Urmeaz  c  i) ³i ii) au loc pentru k = n .
Dac  vk a fost deja ales (k 6 n) atunci în G 0

k�1 = G 0 � fvn ; : : : ; vkg,
vecinii lui vk determin  un drum pe circuitul C 0

k�1 conµinând uv ³i
formând frontiera feµei exterioare a lui G 0

k�1.
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Desenarea grafurilor planare

Demonstraµie (continuare). Din Lema 1, exist  vk�1 pe C 0
k�1 astfel încât

vk�1 nu este extremitatea vreunei corzi interioare a lui C 0
k�1.

Prin construcµie, vk�1 nu este adiacent cu vreo coard  extern  a lui C 0
k�1

(din planaritatea maximal ). Urmeaz  c  G 0
k�2 conµine un circuit C 0

k�2
cu propriet µile (i) ³i (ii). �
Demonstraµia Teoremei (Fraysseix, Pach, Pollack). Fie G un graf maxi-
mal planar cu n noduri, G 0 o reprezentare planar  cu nodurile etichetate
v1; : : : ; vn ca în Lema 2, ³i u ; v ;w faµa sa exterioar .
Vom construi o reprezentare Fary a lui G având nodurile puncte de
coordonate întregi.
Presupunem c  în pasul k (> 3) al construcµiei avem o astfel de
reprezentare a lui Gk ³i sunt îndeplinite urm toarele trei condiµii:
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Desenarea grafurilor planare

Demonstraµie (continuare).

(1) v1 are coordonatele (0; 0); v2 are coordonatele (i ; 0), i 6 2k � 4.

(2) Dac  w1;w2; : : : ;wm sunt nodurile circuitului care corespunde feµei
exterioare a lui G 0

k , într-o parcurgere de la v1 la v2 (w1 = v1, wm =

v2), atunci xw1 < xw2 < : : : < xwm :

(3) Muchiile w1w2;w2w3; : : : ;wm�1wm sunt segmente de dreapt  par-
alele cu una dintre cele dou  bisectoare ale axelor de coordonate.

Condiµia (3) implic  faptul c  8i < j , paralela prin wi la prima bisec-
toare intersecteaz  paralela prin wj la cea de-a doua bisectoare într-un
un punct de coordonate întregi (wi ³i wj au coordonate întregi).
Construcµia lui G 0

k+1. Fie wp ;wp+1; : : : ;wq vecinii din G 0
k ai lui vk+1 în

G 0
k+1 (1 6 p < q 6 m).
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Desenarea grafurilor planare

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b

b

b

bc

w1 = v1 = u wm = v2 = v

w2

w3

wp

wp+1

wp+2 wq−2

wq−1

wq

P

Demonstraµie (continuare) Paralela prin wp la prima bisectoare inter-
secteaz  paralela prin wq la cea de-a doua bisectoare în punctul P .
Dac  din P putem trasa segmentele Pwi , p 6 i 6 q astfel încât
toate sunt distincte, atunci putem lua vk+1 = P pentru a obµine o
reprezentarea Fary a lui Gk+1 cu toate noduri de coordonate întregi,
satisf când condiµiile (1) - (3).

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 21 / 33



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Desenarea grafurilor planare

Dac  segmentul wpwp+1 este paralel cu prima bisectoare, atunci trans-
lat m c tre dreapta cu 1 toate nodurile lui G 0

k care au x > xwp+1 . Facem
o alt  translaµie la dreapta cu 1 a tuturor nodurilor lui G 0

k având coor-
donata x > xwq .
Acum, toate segmentele P 0wi , cu p 6 i 6 q , sunt distincte, segmentele
wiwi+1 cu i = q ;m � 1 au pantele �1 ³i de asemenea wpP

0 ³i P 0wq au
pantele �1 (unde P 0 este intersecµia paralelei la prima bisectoare prin
wp cu paralela la cea de-a doua bisectoare prin wq).
Lu m vk+1 = P 0 ³i pasul k al construcµiei este terminat. �
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Grafuri planare - Separatori mici

Teorem 

(Tarjan & Lipton, 1979) Fie G un graf planar cu n noduri. Exist  o

partiµie (A;B ;S) a lui V (G) astfel încât:

S separ  A de B în G : G � S nu conµine muchii de la A la B ,

jAj 6 (2=3)n , jB j 6 (2=3)n ,

jS j 6 4
p
n .

Aceast  partiµie poate � g sit  în O(n).

Ideea demonstraµiei. Fie G un graf conex plan. Execut m o parcurgere
bfs dintr-un nod oarecare s , etichetând �ecare nod v cu nivelul corespun-
z tor din arborele bfs obµinut. Fie L(t), mulµimea tuturor nodurilor de
pe nivelul t , pentru 0 6 t 6 l + 1. Ultimul nivel L(l + 1) este - din
raµiuni tehnice - vid (ultimul nivel este în fapt l).
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Grafuri planare - Separatori mici

Demonstraµie (continuare). Fiecare nivel intern este un separator în G

(avem muchii doar între nivele consecutive). Fie t1 nivelul de mijloc,
adic  nivelul care conµine cel de-al bn=2c-lea nod întâlnit în timpul par-
curgerii. Mulµimea L(t1) satisface:∣∣∣∣∣[

t<t1

L(T )

∣∣∣∣∣ < n

2
³i

∣∣∣∣∣[
t>t1

L(T )

∣∣∣∣∣ < n

2
:

Dac  jL(t1)j 6 4
p
n , teorema este demonstrat .

Lem 

Exist  nivelele t0 6 t1 ³i t2 > t1 astfel încât jL(t0)j 6
p
n , jL(t2)j 6

p
n

³i t2 � t0 6
p
n .
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Grafuri planare - Separatori mici

Demonstraµie. Consider m t0 cel mai mare întreg care satisface t 6 t1

³i jL(t)j 6 p
n (exist  un astfel de nivel deoarece jL(0)j = 1). Exist  t2

un cel mai mic întreg care satisface t > t1 ³i jL(t2)j 6
p
n (se observ 

c  jL(l + 1)j = 0).
Orice nivel dintre t0 ³i t2 are mai mult de

p
n noduri, deci num rul

acestor nivele nu poate dep ³i
p
n (altfel, num rul de noduri ar � > n).

�

Demonstraµie (continuare la Teorema separatorilor). Fie

C =
[

t<t0

L(t);D =
[

t0<t<t2

L(t);E =
[

t>t2

L(t):

jD j 6 (2=3)n . Teorema are loc cu S = L(t0) [ L(t2), A mulµimea
de cardinal maxim dintre C , D ³i E , iar B reuniunea celor dou 
mulµimi r mase (C ³i E au cel mult n=2 elemente).
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Grafuri planare - Separatori mici

Demonstraµie (continuare la Teorema separatorilor).

n1 = jD j > (2=3)n . Dac  putem g si un separator de tipul 1=3 $
2=3 pentru D cu cel mult 2

p
n noduri, atunci îl ad ug m la L(t0)[

L(t2) pentru a obµine un separator de cardinal cel mult 4
p
n , pentru

A lu m reuniunea mulµimii de cardinal maxim dintre C ³i E cu
partea mai mic  r mas  din D , ³i pentru B lu m reuniunea celor
dou  mulµimi r mase.

Separatorul pentru (graful indus de) D poate � construit astfel: ³tergem
toate nodurile lui G care nu sunt din D mai puµin s care este unit cu
toate nodurile de pe nivelul t0+1. Graful obµinut se noteaz  cu D ³i este
planar ³i conex. Are un arbore parµial de diametru cel mult 2

p
n (orice

nod este accesibil din s pe un drum de lungime cel mult
p
n , dup 

cum am demonstrat în Lema de mai sus). Acest arbore este parcurs
dfs pentru a obµine separatorul dorit. Detaliile (foarte interesante) sunt
omise. �
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O aplicaµie a Teoremei Separatorilor

Consider m problema de a decide dac  un graf planar dat are o 3-colorare
(a nodurilor), care este o problem  NP-complet .
În cazul unui un graf G cu num r mic de noduri (pentru o constant c,
putem veri�ca toate cele O(3c) = O(1) funcµii de la V (G) la f1; 2; 3g)
putem decide dac  exist  o 3-colorare.
Pentru grafuri planare cu n > c noduri construim în timp liniar, O(n),
partiµia (A;B ;S) a nodurilor sale, cu jAj; jB j 6 (2n=3) ³i jS j 6 4

p
n .

Se testeaz  �ecare 3jS j = 2O(
p
n) funcµie posibil  de la S la f1; 2; 3g dac 

este o 3-colorare a subgrafului indus de S ³i dac  aceast  colorare poate
� extins  la o 3-colorare a subgrafului indus de A[S în G ³i de asemeni
la o 3-colorare a subgrafului indus de B [ S în G (recursiv).

Algoritmica Grafurilor - Cursul 12 9 ianuarie 2026 27 / 33



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

O aplicaµie a Teoremei Separatorilor

Timpul de execuµie, T (n), al acestui algoritm, satisface recursia

T (n) =

®
O(1); dac  n 6 c;

O(n) + 2O(
p
n)

(O(
p
n) + 2T (2n=3)

)
; dac  n > c:

Urmeaz  c  T (n) = 2O(
p
n) (este posibil ca acele constante din spatele

notaµiei O(�) s  �e foarte mari).
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Exerciµii pentru seminarul 13

Exerciµiul 1. Fie G = (V ;E) un graf plan conex cu n noduri ³i m
muchii.

(a) Dac  lungimea circuitului din frontiera oric rei feµe este cel puµin

k > 3 pentru un întreg k , atunci m 6
k(n � 2)
k � 2

.

(b) Ar taµi c  graful lui Petersen nu este planar.

Exerciµiul 2. Fie G = (V ;E) un graf plan cu n noduri, m muchii ³i p
componente conexe. Determinaµi o formul  pentru num rul feµelor lui
G în termenii lui n , m ³i p.
Exerciµiul 3. Care dintre urm toarele grafuri are proprietatea c  prin
³tergerea oric rui nod se obµine un graf planar?

K5;K6;K4;3;K3;3; graful lui Petersen:
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Exerciµii pentru seminarul 13

Exerciµiul 4. Crossing number, cr(�), al unui graf este num rul minim
intersecµii ale muchiilor (în alte puncte decât în noduri) atunci când
graful este desenat în plan (presupunem c  trei muchii nu se pot inter-
secta într-un acela³i punct care nu este nod al grafului). Determinaµi
cr(K3;3), cr(K5), cr(K6) ³i cr(graful lui Petersen).
Exerciµiul 5. Folosiµi teorema lui Kuratowski pentru a a�a care dintre
urm toarele grafuri este planar:
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Exerciµii pentru seminarul 13

Exerciµiul 6. Fie G un (multi-) graf plan, de�nim un multi-graph, G�:

�ec rei feµe f a lui G îi corespunde un nod f � al lui G�;

�ec rei muchii e a lui G îi corespund o muchie e� a lui G�.

dou  noduri f �1 ³i f �2 sunt unite printr-o muchie e� dac  feµele f1 ³i
f2 au muchia e în frontiera comun .

Desenaµi dualele urm toarelor grafuri planare:
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Exerciµii pentru seminarul 13

Exerciµiul 7.

(a) Ar taµi c  dualul unui graf plan este planar.

(b) Dac  G este un graf conex plan, atunci G�� �= G .

Exerciµiul 8. Ar taµi c  urm toarele dou  grafuri plane sunt izomorfe,
dar dualele lor nu sunt.
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Exerciµii pentru seminarul 13

Exerciµiul 9. Fie G un graf conex plan ³i G� dualul lui.

(a) Fie T un arbore parµial al lui G , atunci muchiile lui G� care nu
corespund muchiilor din E(T ) sunt muchiile unui arbore parµial în
G�.

(b) Num rul de arbori parµiali ai lui G este egal cu num rul de arbori
parµiali din dualul s u, G�.

Exerciµiul 10. Fie G un graf plan cu toate feµele triunghiulare; color m
aleatoriu cu trei culori nodurile sale. Ar taµi c  num rul de feµe care
primesc toate cele trei culori este par.
Exerciµiul 11*. Fie G un graf plan cu toate gradele pare. Ar taµi c  îi
putem colora feµele cu dou  culori astfel ca orice dou  feµe care au cel
puµin o muchie în comun în frontiere au culori diferite.
Exerciµiul 12*. Fie G un graf plan cu toate feµele triunghiulare (jG j >
4). Ar taµi c  dualul s u, G� este 2-muchie conex ³i 3-regulat (în con-
secinµ  G� are cuplaj perfect).
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