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Cuprins

1 Reduceri în timp polinomial pentru probleme pe grafuri
Probleme Hamiltoniene
Problema comis-voiajorului

2 Abord ri ale problemelor NP-hard
TSP Metric 
Colorarea nodurilor: Algoritmul de colorare greedy

3 Exerciµii pentru seminarul 12 (s pt mâna 5-9 ianuarie)

4 Anex : Algoritmul lui Christo�des (demonstraµie)

Algoritmica Grafurilor - Cursul 11 19 decembrie 2025 2 / 40



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Teorema 1

(Karp, 1972) SM 6P CH.

Demonstraµie. Fie G = (V ;E) ³i j 2 N o instanµ  a problemei SM.
Vom construi în timp polinomial (relativ la n = jV j) un graf H astfel
încât exist  o mulµime stabil  S în G cu jS j > j dac  ³i numai dac  H
este Hamiltonian.
Fie k = n � j . S  presupunem c  k > 0 (pentru a evita cazurile banale)

(i) Fie A = fa1; a2; : : : ; akg o mulµime of k de noduri distincte.

(ii) Pentru �ecare muchie e = uv 2 E(G), consider m graful
G 0
e = (V 0

e ;E
0
e) cu V 0

e =
{
(w ; e ; i) : w 2 fu ; vg; i = 1; 6

}
³i E 0

e =
{
(w ; e ; i)(w ; e ; i + 1) : w 2 fu ; vg; i = 1; 5

} [
f(u ; e ; 1)(v ; e ; 3); (u ; e ; 3)(v ; e ; 1); (u ; e ; 4)(v ; e ; 6); (u ; e ; 6)(v ; e ; 4)g.
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Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Demonstraµie (continuare).

b

b

b

b b

b b b b b

bbbb

v

e

u

(v, e, 1) (v, e, 2) (v, e, 3) (v, e, 4) (v, e, 5) (v, e, 6)

(u, e, 1) (u, e, 2) (u, e, 3) (u, e, 4) (u, e, 5) (u, e, 6)

Graful are proprietatea c , dac  este un subgraf indus al unui graf Hamil-
tonian, H , ³i nici unul dintre nodurile (w ; e ; i) cu w 2 fu ; vg ³i i = 2; 5
nu are alµi vecini în H , atunci singurele posibilit µi de parcurgere a lui
G 0
e pe un circuit Hamiltonian sunt:
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Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

a b c

b b b b b b

bb bbbb

b

b b

b b

b b

b b b

bb

b

b b b b b b

bbbbb

Demonstraµie (continuare). Astfel, dac  circuitul Hamiltonian �intr �
în G 0

e printr-un nod corespunzând lui u ((u ; e ; 1) sau (u ; e ; 6)) atunci
�p r se³te� graful G 0

e de asemeni printr-un nod corespunzând lui u .

(iii) Pentru �ecare nod u 2 V , consider m (într-o ordine arbitrar )
muchiile incidente în G cu u : eu

1
= uv1; e

u
2

= uv2; : : : ; e
u
p = uvp

(p = dG(u)). Fie E 00
u = f(u ; eui ; 6)(u ; eui+1

; 1) : i = 1; p � 1g ³i
E 000
u = fai (u ; eu1 ; 1); ai (u ; eup ; 6) : i = 1; kg
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Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Demonstraµie (continuare). Graful H are V (H ) = A [
(
[

e2E

V 0
e

)
³i

E(H ) =

(
[

e2E

E 0
e

)
[
(
[

u2V

(E 00
u [ E 000

u )

)
. Evident, poate � construit din

G în timp polinomial (în n).

b bb

b b b

b b b

b

b b b b b b

bbbb b b b b

bbbbbb

b b b

b b

b b

u

v1 v2 vp

e1 e2 ep

(u, eu1 , 1) (u, eu1 , 6) (u, eu2 , 1) (u, eup , 1)(u, eu2 , 6) (u, eup , 6)

a1 ak H

b b b b
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Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Demonstraµie (continuare). Acum ar t m c  exist  o mulµime stabil  în
G cu cel puµin j noduri dac  ³i numai dac  H este Hamiltonian.
�(� Dac  H este Hamiltonian, atunci exist  C un circuit Hamiltonian
în H . Deoarece A este o mulµime stabil  în H , A descompune circuitul
C în exact k drumuri intern disjuncte: Dai1ai2

;Dai2ai3
; : : : ;Daik ai1

.
Fie Daij aij+1

un astfel de drum (j+1 = 1+(j (mod k))). Din construcµia

lui H , urmeaz  c  primul nod dup  aij pe acest drum va � (vij ; e
vij
1
; 1)

sau (vij ; e
vij
p ; 6), unde p = dG(vij ), vij 2 V .

Dup  aceasta, Daij aij+1
va intra în componenta G 0

e1
sau G 0

ep
care va �

p r sit  printr-un nod corespunz tor lui vij . Dac  urm torul nod nu este
aij+1 , va intra în componenta corespunzând urm toarei muchii incidente
cu vij , care va � p r sit  de asemeni printr-un nod corespunz tor lui vij .
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Reduceri în timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Demonstraµie (continuare). Urmeaz  c  �ecare drum Daij aij+1
core-

spunde unui singur nod vij 2 V , astfel încât prima ³i ultima muchie a lui

Daij aij+1
sunt aij (vij ; e

vij
t ; x ), aij+1(vij ; e

vij
t 0 ; x

0), cu t = 1 ³i t 0 = dG(vij ),
x = 1, x 0 = 6 sau t = dG(vij ), t

0 = 1, x = 6, x 0 = 1.
Urmeaz  c  nodurile vij sunt distincte.
Fie V � = fvi1 ; vi2 ; : : : ; vik g. Deoarece C este un circuit Hamiltonian în
H , urmeaz  c , 8e 2 E , exist  un drum Daij aij+1

care traverseaz  G 0
e ,

astfel exist  v 2 V � incident cu e .
Deci S = V nV � este o mulµime stabil  în G ³i jS j = j .
Astfel, am ar tat c , dac  H este Hamiltonian, atunci în G exist  o
mulµime stabil  cu j noduri ³i r spunsul la SM pentru instanµa (G ; j )

este da.
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Demonstraµie (continuare).
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Demonstraµie (continuare).�)� S  presupunem c  r spunsul la SM pen-
tru instanµa G ; j este da, astfel exist  S0 o mulµime stabil  în G cu
jS0j > j . Exist  S � S0 cu jS j = j . Fie V � = V n S = fv1; v2; : : : ; vkg.
Consider m în H pentru �ecare e = uv 2 E :

cele dou  drumuri din cazul (c) înG 0
e (desenate mai sus) dac  u ; v 2

V �.

drumul din cazul (b) în G 0
e (desenat mai sus) dac  u 2 V � ³i

v =2 V �.

drumul din cazul (a) în G 0
e (desenat mai sus) dac  u =2 V � ³i v 2

V �.

La reuniunea tuturor acestor drumuri ad ug m muchiile ai (vi ; e
vi
1
; 1),

(vi ; e
vi
1
; 6)(vi ; e

vi
2
; 1), : : : ; (vi ; e

vi
p�1; 6)(vi ; e

vi
p ; 1), (vi ; e

vi
p ; 6)ai+1, ( cu p =

dG(vi )), pentru i = 1; k .
Ceee ce se obµine este un circuit Hamiltonian în H . �
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Traveling Salesman Problem - TSP Dat G = (V ;E) un graf ³i d : E !
R+ o funcµie de pondere nenegativ  pe muchiile sale, s  se determine un
circuit Hamiltonian, Ho , a. î. suma ponderilor pe muchiile lui Ho s  �e
minim  (printre toate circuitele Hamiltoniene ale lui G).
Fie graful G poate � o reµea constând dintr-o mulµime, V , de ora³e îm-
preun  c cu o mulµime, E , de rute directe între ora³e, funcµia d oferind,
pentru �ecare muchie uv 2 E , d(uv) = distanµa pe ruta direct  între
ora³ele u ³i v . Fixând un ora³ de start v0, circuitul Hamiltonian Ho

reprezint  cel mai scurt traseu care viziteaz  toate ora³ele exact odat 
(cu excepµia lui v0) pe care îl poate parcurge un comis-voiajor plecând
din v0 ³i întorcându-se în v0.
Aceasta este probabil, cea mai studiat  problem  de optimizare NP-
hard!
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Consider m urm toarea formulare echivalent  a acestei probleme.
TSP Dat n 2 N (n > 3) ³i d : E(Kn) ! R+, s  se determine un
circuit Hamiltonian, Ho , în Kn , cu d(Ho) minim printre toate circuitele
Hamiltoniene ale lui Kn , unde

d(Ho) =
X

e2E(Ho)

d(e):

Dac  graful G , pe care trebuie s  rezolv m TSP, nu este graful complet
Kn , atunci putem introduce muchiile lips  cu o pondere foarte mare,
M 2 R+, unde M > jV j � max

e2E(G)
d(e).

Aceasta este formularea problemei TSP simetrice, o problem  similar 
(asimetric ) poate � considerat  pentru cazul când G este un digraf.
În studiul complexit µii timp a acestei probleme, vom considera d(e) 2
N, pentru �ecare muchie e .
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Reduceri în timp polinomial - Problema comis-voiajorului (TSP)

Problema de decizie asociat  este
DTSP
Instanµ : n 2 N (n > 3), d : E(Kn)! N ³i B 2 N.
Întrebare: Exist  un circuit Hamiltonian, Ho , în Kn , a. î. d(Ho) 6 B?

Teorema 2

CH 6P DTSP.

Demonstraµie. Fie G = (V ;E) (jV j = n) o instanµ  a problemei CH.
Construim în timp polinomial o instanµ , d : E(Kn) ! N ³i B 2 N,
a problemei DTSP astfel încât exist  un circuit Hamiltonian în Kn de
pondere total  cel mult B dac  ³i numai dac  G este graf Hamiltonian.
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Reduceri în timp polinomial - Problema comis-voiajorului (TSP)

Fie
d(vw) =

®
1; dac  vw 2 E(G)

2; dac  vw 2 E(G)
³i B = n :

Atunci, exist  în Kn un circuit Hamiltonian de pondere 6 n dac 
³i numai dac  exist  un circuit Hamiltonian C în Kn astfel încât 8e 2
E(C ) d(e) = 1, adic , dac  ³i numai dac  G are un circuit Hamiltonian:

G

weight 2
weight 1

b

b

b

bb

b

b b

b

b b

b

b

b

Urmeaz  c  TSP este o problem  NP-hard. �
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O abordare posibil  este s  consider m un algoritm de aproximare A,
care s  construiasc , în timp polinomial, pentru �ecare instanµ  TSP,
un circuit Hamiltonian HA al lui Kn , o aproximare a soluµiei optime Ho .
Calitatea aproxim rii poate � exprimat  folosind urm torul raport:

RA(n) = sup
d :E(Kn )!R+;d(Ho)6=0

d(HA)

d(Ho)

RA = sup
n>3

RA(n):

Evident, algoritmul de aproximare A este util numai dac  RA este �nit .
Din nefericire, dac  funcµia de pondere d este arbitrar , condiµia ca RA

s  �e �nit  este la fel de di�cil  ca ³i rezolvarea exact  a TSP. Mai precis,
avem urm torul rezultat:
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Reduceri în timp polinomial - Problema comis-voiajorului (TSP)

Teorema 3

Dac  exist  un algoritm de aproximare în timp polinomial A pentru
TSP a. î. RA < 1, atunci problema CH poate � rezolvat  în timp
polinomial.

Demonstraµie. Fie A un algoritm de aproximare în timp polinomial cu
RA <1. Exist  k 2 N astfel încât RA 6 k .
Fie G = (V ;E) un graf arbitrar, instanµ  a CH. Dac  n = jV j, atunci
consider m d : E(Kn)! N de�nit  prin

d(uv) =

®
1; dac  uv 2 E(G)

kn ; dac  uv =2 E(G)
:

Evident, G este Hamiltonian dac  ³i numai dac  Ho , soluµia optim  a
acestei instanµe a TSP, satisface d(Ho) = n .
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Reduceri în timp polinomial - Problema comis-voiajorului (TSP)

Aplic m A pentru a rezolva aproximativ aceast  instanµ  a TSP.
Dac  d(HA) 6 kn , atunci d(HA) = n ³i HA este optim.

Dac  d(HA) > kn , atunci d(Ho) > n . Într-adev r, presupunând

c  d(Ho) = n , avem
d(HA)

d(Ho)
6 k , astfel d(HA) 6 kd(Ho) = kn ,

contradicµie.
Urmeaz  c  G este Hamiltonian dac  ³i numai dac  d(HA) 6 kn , ³i,
deoarece A ruleaz  în timp polinomial, urmeaz  c  CH poate � rezolvat 
în timp polinomial. �

G

weight 7k
weight 1

b

b

b

bb

b

b b

b

b b

b

b

b
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Reduceri în timp polinomial - Problema comis-voiajorului (TSP)

Remarc 

Teorema 3 poate � formulat  echivalent astfel:

Teorem 

Dac  P 6= NP, atunci nu exist  algoritm de aproximare în timp polino-
mial A pentru TSP cu RA <1.
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Abord ri ale problemelor NP-hard - TSP Metric 

Teorema 4

Dac  in TSP funcµia de pondere d satisface

8u ; v ;w 2 V (Kn) distincte, d(uv) 6 d(uw) + d(wv);

atunci exist  un algoritm polinomial de aproximare A cu RA = 2.

Ideea este de a determina un arbore parµial de cost minim (MST) al lui
Kn ³i apoi de a construi un circuit hamiltonian plecând de la acest
arbore:

determin  T 0 un MST al lui (Kn ; d); // folosind algoritmul lui Prim.

dfs(T 0; v1) ³i �e v1; v2; : : : ; vn ordinea dfs ; // v1 poate � orice nod;

return circuitul fv1; v2; : : : ; vn ; v1g;
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Abord ri ale problemelor NP-hard - TSP Metric 

Proof.

Fie Ho un circuit hamiltonian de cost minim în (Kn ; d); eliminând
o muchie e din Ho obµinem un arbore parµial T = Ho � e , astfel
d(T ) = d(Ho � e) 6 d(Ho).

Consider m mersul, P , al lui T 0 care traverseaz  �ecare muchie de
exact dou  ori: d(P) = 2d(T 0).

P strând doar prima apariµie a �ec rui nod, cu excepµia lui v1 pen-
tru care p str m ³i ultima apariµie, obµinem un circuit hamiltonian
H .

Pe de alt  parte,

d(H )
(�)

6 d(P) = 2d(T 0) 6 2d(T ) 6 2d(Ho):

(*) se obµine din inegalitatea triunghiular .
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Abord ri ale problemelor NP-hard - TSP Metric 

Mersul P :
v1; v2; v3; v2; v4; v2; v5; v6; v5; v2; v1; v7; v8; v7; v9; v7; v1; v10; v11; v12; v11; v13; v11; v10; v14; v10; v1
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Abord ri ale problemelor NP-hard - TSP Metric 

Circuitul hamiltonian H :
v1; v2; v3;�v2; v4;�v2; v5; v6;�v5;�v2;�v1; v7; v8;�v7; v9;�v7;�v1; v10; v11; v12;��v11; v13;��v11;��v10; v14;��v10; v1
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Teorema 5

(Christo�des,1976) Dac  în TSP funcµia de pondere d satisface

d(uv) 6 d(uw) + d(wv); 8u ; v ;w 2 V (Kn) distincte;

atunci exist  un algoritm polinomial de aproximare A cu RA = 3=2.

Demonstraµia este în Anex .
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Fie G = (V ;E) un graf, V = f1; 2; : : : ;ng ³i �e � o permutare a lui V .

Construim o colorare a nodurilor c : V ! f1; : : : ; �(G ; �)g.

c(�1) 1; �(G; �) 1; S1  f�1g;

for (i = 2;n) do

j  0;

repeat

j ++; v  primul nod (în �), din Sj a. î. �iv 2 E(G);

if (9v) then

�rst(�i ; j ) v ;

else

�rst(�i ; j ) 0; c(�i ) j ; Sj  Sj [ f�ig;

end if

until (�rst(�i ; j ) = 0 sau j = �(G ; �))

if (�rst(�i ; j ) 6= 0) then

c(�i ) j + 1; Sj+1  f�ig; �(G; �) j + 1;

end if

end for
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

S  observ m c  num rul de culori folosite de algoritm nu este mai mare
decât 1+�(G). Urmeaz  c  �(G) 6 1+�(G).
�(G ; �) num rul de culori returnate de algoritmul de colorare greedy,
poate � cu oricât mai mare decât �(G). De exemplu, �eG graful obµinut
din graful complet bipartit Kn ;n , cu mulµimea de noduri f1; 2; : : : ;ng [
f10; 20; : : : ;n 0g, prin ³tergerea muchiilor 110; 220; : : : ;nn 0.
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Dac  � = (1; 10; 2; 20; : : : ;n ;n 0), atunci algoritmul de colorare greedy
returneaz  c(1) = c(10), c(2) = c(20) = 2, c(n) = c(n 0) = n . Astfel,
�(G ; �) = n , pe când �(G) = 2.
Pe de alt  parte, pentru orice graf G , exist  o permutare � a nodurilor
sale astfel încât �(G; �) = �(G).
Într-adev r, �e S1;S2; : : : ;S�(G) clasele de colorare ale unei color ri op-
timale, astfel încât �ecare Si este o mulµime stabil  maximal  (relativ

la incluziune) în G �
i�1[

j=1

Sj . Fie � o permutare care induce o ordonare

astfel încât nodurile apar în ordinea cresc toare a culorilor lor. Atunci,
�(G ; �) = �(G).
O condiµie su�cient  pentru corectitudinea algoritmului de colorare
greedy:
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Teorem 

Dac , 8vw 2 E ³i 8j < min fc(v); c(w)g astfel încât �rst(v ; j ) <

�rst(w ; j ) în ordonarea dat  de �, avem �rst(w ; j )v 2 E , atunci
�(G ; �) = �(G).

b

b

b

b

Sc(w)

Sc(v)

Sj

v

w

first(v, j)

first(w, j)

Proof. Omis  (dar propus  ca exerciµiu).

Algoritmica Grafurilor - Cursul 11 19 decembrie 2025 27 / 40



C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. 
Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * 
C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms 
* C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph 
Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - 
Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru 
- Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms * C. Croitoru - Graph Algorithms *

Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Condiµia de mai sus poate � testat  în O(m) ca un ultim pas al algorit-
mului. Dac  este îndeplinit , atunci avem un certi�cat pentru optimal-
itatea num rului (g sit) de culori.
Teorema de mai sus se poate demonstra ar tând c  dac  condiµia
enunµat  are loc, atunci �(G; �) = !(G) 6 �(G). Pe de alt  parte,
se ³tie c  exist  grafuri G pentru care �(G) � !(G) este arbitrar de
mare; pentru un astfel de graf G nicio permutare � nu satisface condiµia
din teorem .
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 1. Regiunile (inclusiv cea in�nit ) formate de n cercuri în
plan pot � colorate cu dou  culori astfel ca dou  regiuni care au în
comun un arc de cerc (nedegenerat) s  �e colorate diferit.
Exerciµiul 2. Fie G = (V ;E) un graf f r  circuite impare disjuncte.
Ar taµi c  G este 5-colorabil.
Exerciµiul 3. Pentru un graf dat H de�nim gradul mediu ca ad(H ) =
2jE(H )j
jV (H )j . Pentru un graf G , gradul mediu maxim este

mad(G) = max fad(H ) : H subgraf indus al lui Gg

Fie k > 3 un întreg. Ar taµi c , dac  un graf G are num rul cromatic
strict mai mare decât k iar gradul s u mediu maxim cel mult k , atunci
G conµine un subgraf indus k -regulat.
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 4.

(a) Ar taµi c  orice graf poate colorat (pe noduri) cu �(G) + 1 culori.

(b) Consider m urm torul algoritm recursiv pentru colorarea nodurilor
unui graf 3-colorabil cu n noduri:

color(G) f
if (�(G) 6

p
n) then

coloreaz  toate nodurile lui G cu (�(G) + 1) culori noi;
else
�e x0 2 V (G) a. î. dG(x0) = �(G);
coloreaz  x0 cu o culoare nou ;
coloreaz  nodurile lui [NG(x0)]G cu dou  culori noi;
G  G � (fx0g [NG(x0));
color(G);

end if g
Ar taµi c  algoritmul de mai sus folose³te O(pn) culori.
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 5. Consider m urm toarea problem :
Set Cover
Instanµ : O mulµime nevid  X , o familie de submulµimi ale lui X : F =

fX1; : : : ;Xpg ³i k 2 N�.
Întrebare: X poate � acoperit cu cel mult k submulµimi din F?
Consider m urm toarea heuristic  (de tip greedy) pentru rezolvarea
acestei probleme

F 0  ?;
while (9x 2 X neacoperit de F 0) do
�e Xi din F cu un num r maxim de elemente neacoperite;
F 0  F 0 [ fXig;

end while
return F 0;

Ar taµi c  dac  m este cardinalul unei subfamilii optime a lui F , atunci
algoritmul de mai sus returneaz  o subfamilie cu cel mult m lnn sub-
mulµimi (n = jX j).
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 6. Fie G = (V ;E) un graf cu n noduri ³i m muchii. O
ordonare fx1; x2; : : : ; xng a nodurilor lui G este k -m rginit  dac  în di-
graful ~G , obµinut din G prin înlocuirea �ec rei muchii xixj cu arcul
xminfi ;jg; xmaxfi ;jg, avem d+~G

(x ) 6 k ;8 x 2 V .

(a) Descrieµi un algoritm care s  testeze în O(n + m) dac  G , are o
ordonare k -m rginit , pentru un k 2 N.

(b) Folosiµi algoritmul de mai sus pentru a determina în O((n +

m) logn) num rul

o(G) = minfk 2 N : G are o ordonare k -m rginit :g

(c) Ar taµi c  orice graf G are o colorare a nodurilor cu o(G)+1 culori.
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 7. Un algoritm greedy pentru colorarea nodurilor unui graf
G = (V ;E) este urm torul: mai întâi, alege o D-ordonare a nodurilor
V = fv1; v2; : : : ; vng, i. e., dG(v1) > dG(v2) > : : : > dG(vn), apoi
vi prime³te cea mai mic  culoare nefolosit  de vecinii s i deja coloraµi.
Consider m urm toarea problem  de decizie
3GCOL
instanµ : G = (V ;E) un graf.
întrebare: Are G o D-ordonare a. î. euristica de mai sus folose³te cel
mult 3 culori?
Ar taµi c  3COL 6P 3GCOL.
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Exerciµii pentru seminarul 12

Exerciµiul 8. Fie G = (V ;E) un graf cu V = f1; 2; : : : ;ng ³i !(G) =

2. De�nim un graf nou M (G) considerând reuniune disjunct  a lui G
cu K1;n (a c rui bipartiµie este (f0g; f10; 20; : : : ;n 0g)) ³i ad ugând toate
muchiile fi 0j ; ij 0 : ij 2 E(G)g.
(a) Ar taµi c  !(M (G)) = 2 ³i �(M (G)) = �(G) + 1.

(b) Ar taµi c , pentru orice p 2 N�, exist  un graf K3-free cu num rul
cromatic p.

Exerciµiul 9. Fie S o societate format  din n indivizi. Fiecare individ,
i 2 S, cunoa³te o submulµime c(i) � S n fig format  din alµi indivizi.
Doi indivizi diferiµi i ; i 0 2 S nu pot face parte din acela³i juriu dac 
unul dintre ei îl cunoa³te pe cel lalt (putem avea jurii formate dintr-un
singur membru).
Ar taµi c  dac  �ecare individ cunoa³te cel mult k alµi indivizi (jc(i)j 6
k , 8i 2 S), atunci exist  o familie de cel mult (2k + 1) jurii disjuncte
care acoper  întreaga societate.
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Teorema 6

(Christo�des,1976) Dac  în TSP funcµia de pondere d satisface

d(uv) 6 d(uw) + d(wv); 8u ; v ;w 2 V (Kn) distincte:

atunci exist  un algoritm polinomial de aproximare A cu RA = 3=2.

Demonstraµie. Fie A urm torul algoritm:

Determin  T 0, mulµimea de muchii a unui arbore parµial de cost
minim din Kn (costul unei muchii e va � d(e)) (acest pas ia un
timp polinomial folosind orice algoritm pentru MST).

Determin  M 0, un cuplaj perfect de pondere minim  în subgraful
indus în Kn de mulµimea de noduri de grad impar din arborele
parµial de cost minim T 0 (acest pas ia un timp polinomial folosind
orice algoritm pentru determinarea unui cuplaj de cardinal maxim).
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Demonstraµie (continuare)

În multigraful obµinut din hT 0 [ M 0iKn , prin duplicarea muchi-
ilor din T 0 \ M 0 (este conex ³i are toate nodurile de grad par)
determin  un parcurs Eulerian închis, (vi1 ; vi2 ; : : : ; vin ). Elimin m
toate apariµiile multiple ale nodurilor interne pentru a obµine un
circuit Hamiltonian HA in Kn cu mulµimea de muchii HA =

fvj1vj2 ; vj2vj3 ; : : : ; vjnvj1g (amândou  construcµiile se fac în O(n2),
parcursul Eulerian închis poate � g sit cu algoritmul lui Hierholzer).

Fie HA soluµia aproximativ  a TSP dat  de algoritmul lui Christo�des.
Fie m = bn=2c ³i Ho o soluµie optim . Ar t m (dup  Cornuejols &
Nemhauser) c 

8n > 3; d(HA) 6
3m � 1
2m

d(Ho):
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Demonstraµie (continuare) Fie Ho = fv1v2; v2v3; : : : ; vnv1g (dac  e nece-
sar, redenumim nodurile).
Fie W = fvi1 ; vi2 ; : : : ; vi2k g mulµimea nodurilor de grad im-
par din hT 0iKn , i1 < i2 < : : : < i2k . Fie H =

fvi1vi2 ; vi2vi3 ; : : : ; vi2k�1vi2k ; vi2kvi1g circuitul generat de W în Kn .
Aplicând în mod repetat inegalitatea triunghiular , obµinem d(H ) 6

d(Ho), (ponderea �ec rei corzi, d(vij vij+1) este majorat  de suma pon-
derilor de pe muchiile lui Ho care unesc extremit µile corzii vij vij+1).
Deoarece H este un circuit par, poate � scris ca reuniunea a dou  cuplaje
perfecte în [W ]Kn , M

1 [M 2. S  presupunem c  d(M 1) 6 d(M 2).
Din modul de alegere al luiM 0, avem d(M 0) 6 d(M 1) 6 (1=2)[d(M 1)+

d(M 2)] = (1=2)d(H ) 6 (1=2)d(Ho). Fie � 2 R+ a. î. d(M 0) =

�d(Ho). Evident, 0 < � 6 1=2.
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Demonstraµie (continuare)

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

M1
M2

Descompunem Ho în H 1 [ H 2 luând în H i muchiile din Ho care
conecteaz  extremit µile �ec rei corzi din M i : (vij vij+1 2 M i )
vij vij+1; : : : vij+1�1vij+1 2 H i ).
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Abord ri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christo�des

Demonstraµie (continuare) Din inegalitatea triunghiular , d(H i ) >

d(M i ), i = 1; 2. Cel puµin unul dintre H 1 sau H 2 are cel mult
m = bn=2c muchii. S  presupunem c  H 1 are aceast  proprietate.
Deoarece d(H 1) > d(M 1) > d(M 0) = �d(Ho), urmeaz  c  exist 
e 2 H 1 astfel încât d(e) > (�=m)d(Ho).
Fie T un arbore parµial obµinut din Ho prin ³tergerea unei muchii de
pondere maxim . Avem d(T ) = d(Ho) � max

e2E(Ho)
d(e) 6 d(Ho) �

(�=m)d(Ho). Deoarece T 0 este arbore parµial de cost minim în Kn

urmeaz  c  d(T 0) 6 d(Ho)(1� �=m).
Folosind inegalitatea triunghiular  obµinem

d(HA) 6 d(T 0) + d(M 0) 6 d(Ho)
(
1� �

m

)
+ �d(Ho) =

=

Å
1+

�(m � 1)
m

ã
d(Ho)

�61=2

6
3m � 1
2m

d(Ho); 8n > 3: �
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