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Cuprins

@ Reduceri in timp polinomial pentru probleme pe grafuri
@ Probleme Hamiltoniene
@ Problema comis-voiajorului
© Abordiri ale problemelor NP-hard
@ TSP Metricd
@ Colorarea nodurilor: Algoritmul de colorare greedy

© Exercitii pentru seminarul 12 (siptdmana 5-9 ianuarie)

@ Anexi: Algoritmul lui Christofides (demonstratie)
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Teorema 1

Fie G = (V,E) si § € N o instantd a problemei SM.
Vom construi in timp polinomial (relativ la n = |V|) un graf H astfel
incét

Fie kK = n —j. S4 presupunem cd k& > 0 (pentru a evita cazurile banale)
(i) Fie A ={a1, as,..., ax} o multime of k¥ de noduri distincte.

(ii) Pentru fiecare muchie e = wv € E(G), considerdm graful
G, = (VLE) cu V. = {(w,e,1): we{u,v},i=16}
si E. = {(w,e,1)(w,e,i+1) : we{u,v},i=15} U
{(u, e,1)(v, e, 3),(u,e,3)(v, e,1),(u, e, 4)(v,e,6),(u,e, 6)v, e 4)}
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

v (v,e,1)  (v,6,2) (v,€,3) (v,e,4) (v,e,5) (v,e,6)

(u,e,1)  (u,e,2) (u,e,3) (u,e,4) (u,e,5) (u,e,6)

Graful are proprietatea cd, dacd este un subgraf indus al unui graf Hamil-
tonian, H, §i nici unul dintre nodurile (w, e,?) cu w € {u,v} §i¢=2,5
nu are al{i vecini in H, atunci singurele posibilitdti de parcurgere a lui
G. pe un circuit Hamiltonian sunt:
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

a

Astfel, dacd circuitul Hamiltonian “intrgd”
in G, printr-un nod corespunzind lui u ((u,e, 1) sau (u, e, 6)) atunci
“piridseste” graful G, de asemeni printr-un nod corespunzind lui w.

(iii) Pentru fiecare nod v € V, considerdm (intr-o ordine arbitrard)

11 3 M 2. . u U U
muchiile incidente In G cu u: e = uvi, &) = uty,..., €, = UYp

(p = do(u). Fie BY = {(u,e%,6)(u,ely,1) : i = L,p—1} si

B, ={ai(u, e, 1), a;(u, e,6) : © =1k}
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Graful H are V(H) = Au | |J V! s
eck

EH)=||JE.|u| |J(B/UE]") ). Evident, poate fi construit din
ecE ucV
G in timp polinomial (in n).

(u, ey, 1) (u,ef,6) (u,e3,1) (u, €3, 6) (u, ep,1) (u, ep,6)

ay ak H
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Acum ardtdm cd existd o mulfime stabild in
G cu cel putin 7 noduri dacd si numai dacd H este Hamiltonian.
"«<" Dacd H este Hamiltonian, atunci existd C un circuit Hamiltonian
in H. Deoarece A este o mulfime stabild in H, A descompune circuitul
C' in exact k drumuri intern disjuncte: Dq, o, Dajyaiys - - -3 Doy, a;, -
Fie Do, q;,, un astfel de drum (j+1 = 1+(5 (mod k))). Din constructia
lui H, urmeazd cd primul nod dupd a; pe acest drum va fi (v, ef N 1)
sau (v, e;,hf,(i), unde p = dg(v;,), v;, € V.
Dupd aceasta, Dq, o, va intra in componenta G;, sau G, care va fi
pdrdsitd printr-un nod corespunzdtor lui v;. Dacd urmdtorul nod nu este
a;_,, va intra in componenta corespunzind urmdtoarei muchii incidente
cu v;;, care va fi pdrdsitd de asemeni printr-un nod corespunzdtor lui v;,.
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

Urmeazd cd fiecare drum Da,- a,, COTe-

spunde unui singur nod vz € V, astfel 1ncat prima gi ultima much1e alui

ai,ai; sunt a; (v, et 7 ), iy pq (Vs et, z'),cut=1sit = da(vy),
z=1,z'=6saut=dg(v;), t'=1,z=6,2 =1
Urmeazi cd nodurile v;; sunt distincte.
Fie V* = {v;,, Vi, ..., v; }. Deoarece C este un circuit Hamiltonian in
H, urmeazd cd, Ve € E, existd un drum Daz.]_ ai,, Care traverseazi G.,
astfel existd v € V* incident cu e.
Deci S = V' \ V* este o multime stabild in G si |S| = 7.
Astfel, am ardtat cd, dacd H este Hamiltonian, atunci in G existd o
multime stabild cu 7 noduri gi rdspunsul la SM pentru instanta (G, 7)
este da.
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene
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Reduceri in timp polinomial - Probleme Hamiltoniene

=" S& presupunem cd raspunsul la SM pen-

tru instanta G,j este da, astfel existd Sp o multime stabild in G cu

|So| > 7. Existd S C Socu |S|=7. Fie V=V \ S ={v,v,..., 0%}
Considerdm in H pentru fiecare e = uv € E:

o cele doud drumuri din cazul (c) in G/ (desenate mai sus) dacd u, v €

V.
@ drumul din cazul (b) in G, (desenat mai sus) dacd v € V* si
vé¢ V>
@ drumul din cazul (a) in G, (desenat mai sus) dacd u ¢ V*gi v €
v*.
La reuniunea tuturor acestor drumuri adiugdm muchiile a;(v;, e;*, 1),
(vi, e1",6)(vi, &', 1), - .o, (s, €,° 1, 6) (i, €5, 1), (i, €5%,6) @11, (Cup =

de(v;)), pentru z =1, k.
Ceee ce se obtine este un circuit Hamiltonian in . O
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Fie graful G poate fi o retea constand dintr-o multime, V', de orage im-
preund ¢ cu o multime, E, de rute directe intre orage, functia d oferind,
pentru fiecare muchie wv € E, d(uv) = distanta pe ruta directd intre
oragele u gi v. Fixand un orag de start vy, circuitul Hamiltonian H,
reprezintd cel mai scurt traseu care viziteazd toate oragele exact odatd
(cu exceptia lui vy) pe care il poate parcurge un comis-voiajor plecand
din vy §i intorcAndu-se in vp.
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Considerdm urmatoarea formulare echivalentd a acestei probleme.

Aceasta este formularea problemei T'SP simetrice, o problemd similard
(asimetricd) poate fi consideratd pentru cazul cAnd G este un digraf.
In studiul complexit¥tii timp a acestei probleme, vom considera d(e) €
N, pentru fiecare muchie e.
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Problema de decizie asociati este

Existd un circuit Hamiltonian, H,, in K,, a. i. d(H,) < B?

Teorema 2

Fie G = (V,E) (|]V| = n) o instantd a problemei CH.
Construim in timp polinomial o instantd, d : E(K,) —» Ngi B € N,
a problemei DTSP astfel incat existd un circuit Hamiltonian in K, de
pondere totald cel mult B dacd gi numai dacd G este graf Hamiltonian.
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Atunci, existd in K, un circuit Hamiltonian de pondere < n dacd
§i numai dacd existd un circuit Hamiltonian C in K, astfel incat Ve €

E(C) d(e) =1, adicd, dacd i numai dacd G are un circuit Hamiltonian:

weight 2
G weight 1

Urmeazad cd TSP este o problemd NP-hard. n
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

O abordare posibild este sd considerdm un algoritm de aproximare A,
care sd construiascd, in timp polinomial, pentru fiecare instantd TSP,
un circuit Hamiltonian H 4 al lui K, o aproximare a solutiei optime H,.
Calitatea aproximdrii poate fi exprimatd folosind urmétorul raport:

Evident, algoritmul de aproximare A este util numai dacd R 4 este finit3.
Din nefericire, dacd functia de pondere d este arbitrard, condifia ca R4
sd fie finitd este la fel de dificild ca gi rezolvarea exactd a TSP. Mai precis,
avem urmdtorul rezultat:
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Teorema 3

Fie A un algoritm de aproximare in timp polinomial cu
R4 < 0o0. Existd k € N astfel incat Ry < k.
Fie G = (V, E) un graf arbitrar, instantd a CH. Dacd n = | V|, atunci
considerdm d : E(K,) — N definitd prin

d(uv) = { 1, dacd uwv € E(G)

kn, dacd uwv ¢ E(G)

Evident, G este Hamiltonian daci gi numai dacd H,, solutia optimi a
acestei instante a TSP, satisface d(H,) = n.
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Reduceri in timp polinomial - Problema comis-voiajorului (T'SP)

Aplicdm A pentru a rezolva aproximativ aceastd instantd a TSP.
@ Dacd d(H4) < kn, atunci d(Hx) = n §i Ha este optim.
e Daci d(H,) > kn, atunci d(H,) > n. Intr-adevir, presupunand

d(H
ci d(H,) = n, avem d((HA)) < k, astfel d(Hp) < kd(H,) = kn,

contradictie.
Urmeazd cd G este Hamiltonian daci gi numai dacd d(Ha) < kn, §i,
deoarece A ruleazd in timp polinomial, urmeazd cd CH poate fi rezolvata
in timp polinomial. [

weight 7k
G weight 1
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Teorema 3 poate fi formulatd echivalent astfel:

Dacd P # NP, atunci nu existd algoritm de aproximare in timp polino-
mial A pentru TSP cu Ry < co.




Abordari ale problemelor NP-hard - T'SP Metricd

Teorema 4

Ideea este de a determina un arbore partial de cost minim (MST) al lui
K, si apoi de a construi un circuit hamiltonian plecand de la acest
arbore:

determind T° un MST al lui (K, d); // tolosind algoritmul lui Prim.

dfs(T°, vy) si fie v1,vo,..., U, ordinea dfs; // u poate  orice nod;

return circuitul {v1, v2,...,vn, v1};
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Abordari ale problemelor NP-hard - T'SP Metricd

e Fie H, un circuit hamiltonian de cost minim in (X,, d); elimindnd
o muchie e din H, ob{inem un arbore partial T = H, — e, astfel
d(T) = d(H, — e) < d(H,).

Considerdm mersul, P, al lui T care traverseazi fiecare muchie de
exact doud ori: d(P) = 24d(T?).

Pastrand doar prima aparitie a fiecdrui nod, cu exceptia lui v; pen-

tru care pdstrdm gi ultima aparitie, obfinem un circuit hamiltonian
H.

@ Pe de altd parte,

a(H) < d(P) = 24(T°) < 24(T) < 2d(H,).

(*) se obtine din inegalitatea triunghiulari.
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Abordari ale problemelor NP-hard - T'SP Metricd

Mersul P:

V1, v2, V3, V2, Y4, V2, U5, U6, U5, V2, V1, V7, U8, U7, V9, V7, V1, V10, V11, V12, Y11, V13, Y11, V10, V14, V10, V1

Algoritmica Grafurilor - Cursul 11 19 decembrie 2025 21 /40



Abordari ale problemelor NP-hard - T'SP Metricd

Circuitul hamiltonian H:
1, U2, V3, V7, Va, Y25 U5, V6, Y5, 92, U1, VT, U8, VT V9, BT VI, V10, V11, V12, VT, V13, Ui, UrC) V14, 3G, V1
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(Christofides,1976) Dacd in TSP functia de pondere d satisface
d(wv) < d(ww) + d(wv),Vu,v,w € V(K,) distincte,

atunci existd un algontm polmom1al de aprox1mare Acu Rgq=3/2.
S— o T S— ——




Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Fie G=(V,E) un graf, V ={1,2,...,n} si fie 7 o permutare a lui V.
Construim o colorare a nodurilor ¢: V — {1,...,x(G,7)}.
c(m) + 1; x(G,m) « 1; S; « {m};
for (1 =2,n) do
]+ 0
repeat
j ++; v « primul nod (in 7), din S; a. &. mv € E(G);
if (3v) then
first(m;,3) < v;
else
first(mi, ) < 0; c(m;) « 3; S; « S; U {m:};
end if
until (first(m;,j) = 0sau j = x(G, 7))
if (first(m;,7) # 0) then
c(m) <3 +1; Sju1 « {m}; x(G,7) « 7 +1;
end if
end for
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

S48 observdm cd numdrul de culori folosite de algoritm nu este mai mare
decdt 1+ A(G). Urmeazd cd x(G) < 1+ A(G).

x(G,m) num&rul de culori returnate de algoritmul de colorare greedy,
poate fi cu oricdt mai mare decét x(G). De exemplu, fie G graful obtinut
din graful complet bipartit K, », cu mul{imea de noduri {1,2,...,n} U
{1,2',...,n'}, prin gtergerea muchiilor 11/,22',..., nn'.
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Daci m = (1,1,2,2',...,n,n'), atunci algoritmul de colorare greedy
returneazd c(1) = c(1'), ¢(2) = ¢(2) = 2, ¢(n) = c(n') = n. Astfel,
x(G,m) = n, pe cand x(G) = 2.
Pe de altd parte, pentru orice graf G, existd o permutare m a nodurilor
sale astfel incat x(G, 7) = x(G).
Intr-adevir, fie Sy, 5., ..., Sy (@) clasele de colorare ale unei colordri op-

timale, astfel incat fiecare S; este o multime stabild maximald (relativ
i—1

la incluziune) in G — U S;. Fie m o permutare care induce o ordonare
7=l

astfel incat nodurile apar in ordinea crescatoare a culorilor lor. Atunci,

x(G,m) = x(G).

O conditie suffcientd pentru corectitudinea algoritmului de colorare

greedy:
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Dacd, Vvw € E s§i V7 < min{c(v), c(w)} astfel incat first(v,7) <
first(w,7) in ordonarea datd de m, avem first(w,j)v € E, atunci
x(G,m) = x(G).

Proof. Omisd (dar propusd ca exercitiu).
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul de colorare greedy

Conditia de mai sus poate fi testatd in O(m) ca un ultim pas al algorit-
mului. Dacd este indeplinitd, atunci avem un certificat pentru optimal-
itatea numdrului (g3sit) de culori.

Teorema de mai sus se poate demonstra ardtdnd cd dacd condifia
enuntatd are loc, atunci x(G,7) = w(G) < x(G). Pe de altd parte,
se gtie cd existd grafuri G pentru care x(G) — w(G) este arbitrar de
mare; pentru un astfel de graf G nicio permutare 7 nu satisface conditia
din teoremd.
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Exercitii pentru seminarul 12

Regiunile (inclusiv cea infinitd) formate de n cercuri in
plan pot fi colorate cu doud culori astfel ca doud regiuni care au In
comun un arc de cerc (nedegenerat) si fie colorate diferit.

Fie G = (V, E) un graf fird circuite impare disjuncte.
Ardtati cd G este 5-colorabil.

Pentru un graf dat H definim gradul mediu ca ad(H) =
2|E(H)| ) .
———=. Pentru un graf G, gradul mediu maxim este
|V (H)|

mad(G) = max{ad(H) : H subgraf indus al lui G}

Fie kK > 3 un Intreg. Ardtati cd, dacd un graf G are numdarul cromatic
strict mai mare decat £ iar gradul sdu mediu maxim cel mult &, atunci
G contine un subgraf indus k-regulat.
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Exercitii pentru seminarul 12

(a) Ardtati c& orice graf poate colorat (pe noduri) cu A(G) + 1 culori.

(b) Considerdm urmtorul algoritm recursiv pentru colorarea nodurilor

unui graf 3-colorabil cu n noduri:

color(G) {
if (A(G) < /n) then
coloreazd toate nodurile lui G cu (A(G) + 1) culori noi;
else
fie zg € V(G) a. 1. dg(m) = A(G);
coloreazd zp cu o culoare noug;
coloreazd nodurile lui [Ng(o)]; cu doud culori noi;
G < G — ({z0} U Ng(m));
color(G);
end if }
Ar3tati ci algoritmul de mai sus foloseste O(y/n) culori.
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Exercitii pentru seminarul 12

Considerdm urmadatoarea problemad:

Considerdm urmdtoarea heuristicd (de tip greedy) pentru rezolvarea
acestei probleme
F' — o
while (3z € X neacoperit de F') do
fie X; din F cu un numdir maxim de elemente neacoperite;
F+«FuU {X:};
end while
return F;

Ardtati cd dacd m este cardinalul unei subfamilii optime a lui F, atunci
algoritmul de mai sus returneaza o subfamilie cu cel mult mlnn sub-

multimi (n = [X]).
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Exercitii pentru seminarul 12

Fie G = (V, E) un graf cu n noduri §i m muchii. O
ordonare {z;, 22, ..., Z,} a nodurilor lui G este k-mdrginitd dacd in di-
graful é, obtinut din G prin inlocuirea fiecdrei muchii z;z; cu arcul
Conindi, i} Tmaxfi,f), AVEM dg(:z:) <k, VzeV.

(a) Descrieti un algoritm care s3 testeze in O(n + m) dacd G, are o
ordonare k-marginitd, pentru un k£ € N.

(b) Folositi algoritmul de mai sus pentru a determina in O((n +
m)log n) numrul

o(G) =min{k € N : G are o ordonare k-mdrginitd.}

(c) Aratati cd orice graf G are o colorare a nodurilor cu o( G)+1 culori.
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Exercitii pentru seminarul 12

Un algoritm greedy pentru colorarea nodurilor unui graf
G = (V, E) este urm3torul: mai int4i, alege o D-ordonare a nodurilor
V = {v,v,..., 0} 1. e, do(v1) > de(ve) > ... > dg(vn), apoi
v; primegte cea mai micd culoare nefolositd de vecinii sdi deja colorati.
Considerdm urmdatoarea problema de decizie

Aritati c& 3COL <p 3GCOL.
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Exercitii pentru seminarul 12

Fie G = (V;E)ungrafcu V = {1,2,...,n} §i w(G) =
2. Definim un graf nou M(G) considerdnd reuniune disjunctd a lui G
cu Ki , (a cdrui bipartitie este ({0},{1',2',...,n'})) si addugand toate
muchiile {i'7, %' : 1j € E(G)}.
(a) Ardtati cd w(M(G)) =25 x(M(G)) = x(G) + 1.
(b) Ardtati c#, pentru orice p € N*, existd un graf Ks-free cu numdarul

cromatic p.
Fie S o societate formatd din n indivizi. Fiecare individ,

1 € S, cunoagte o submultime ¢(z) C S\ {¢} formatd din alti indivizi.
Doi indivizi diferii ¢,7' € S nu pot face parte din acelasi juriu daci
unul dintre ei il cunoagte pe celdlalt (putem avea jurii formate dintr-un
singur membru).

Ar&tati cd dacd fiecare individ cunoagte cel mult k alti indivizi (|c(z)| <
k, Vi € S), atunci existd o familie de cel mult (2k + 1) jurii disjuncte
care acoperd intreaga societate.
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christofides

Teorema 6

Fie A urmdtorul algoritm:

@ Determind T°, mul{imea de muchii a unui arbore partial de cost
minim din K, (costul unei muchii e va fi d(e)) (acest pas ia un
timp polinomial folosind orice algoritm pentru MST).

e Determind M°, un cuplaj perfect de pondere minim¥ in subgraful
indus in K, de multimea de noduri de grad impar din arborele
partial de cost minim T° (acest pas ia un timp polinomial folosind
orice algoritm pentru determinarea unui cuplaj de cardinal maxim).
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christofides

o In multigraful obtinut din (7° U M%) ,, prin duplicarea muchi-
ilor din T° N M° (este conex gi are toate nodurile de grad par)
determind un parcurs Eulerian inchis, (v, vi,,...,;,). Elimindm
toate aparitiile multiple ale nodurilor interne pentru a obtine un
circuit Hamiltonian H, in K, cu multimea de muchii Hy4 =
{Ujl Ujzs Va Uszs - - - s anvjl} (

).
Fie H4 solutia aproximativd a TSP datd de algoritmul lui Christofides.
Fie m = |n/2] §i H, o solutie optimd. Ardtim (dupa
) cd
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christofides

TU

Eulerian graph
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Aborddri ale problemelor NP-hard - Algoritmul lui Christofides

Fie H, = {vi v, %23, ..., v, 1 } (dacd e nece-

sar, redenumim nodurile).
Fie W = {vy,%,,...,%;,} multimea nodurilor de grad im-
par din <T0>Kn, n < B < ... < i Fie H =
{ Uiy Vig, VigVigy - + -+ » Vi, Vige» Vink Uiy + Circuitul generat de W in K,.
Aplicand in mod repetat inegalitatea triunghiulard, obfinem

, (ponderea fiecdrei corzi, d(v;v;_,) este majoratd de suma pon-
derilor de pe muchiile lui H, care unesc extremitdtile corzii U, Uy, +1)'
Deoarece H este un circuit par, poate fi scris ca reuniunea a doud cuplaje
perfecte in [W]k,, M U M2. Si presupunem ci d(M?) < d(M?).
Din modul de alegere al lui M°, avem d(M°) < d(M?) < (1/2)[d(M1)+
d(M?)] = (1/2)d(H) < (1/2)d(H,). Fie a € R, a. i

. BEvident,
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\
o

Descompunem H, in H! U H? luind in H* muchiile din H, care
conecteazd extremitdtile fiecdrei corzi din M*: (v;v;,, € M* =

Vi Vi1, - - - Vi —1 V54 € Hl).
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Din inegalitatea triunghiular¥, d(H®) >

d(Mi), 1 = 1,2. Cel putin unul dintre H! sau H? are cel mult

= |n/2| muchii. Si presupunem ci H' are aceastd proprietate.

Deoarece d(HY) > d(M?') > d(M°) = ad(H,), urmeazd ci existd
e € H! astfel incat

Fie T un arbore partial obtinut din H, prin gtergerea unei muchii de

pondere maximd. Avem d(T) = d(H,) — eenjlge(ticl)d(e) < d(H,) —

o

(a/m)d(H,). Deoarece T este arbore partial de cost minim in K,
urmeazd cd
Folosind inegalitatea triunghiulard ob‘gmem

d(Ha) < d(T°) + d(M°) < d(H,) (1= =) + ad(Ho) =

-1 agl/2 3m — 1
- (1 + a(m>) d(H,) < " C4(H,),Vn >3.0
m 2m
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