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Informatii legate de curs

https://edu.info.uaic.ro/algoritmica-grafuri

Cursurile acoperd notiunile de bazd in Teoria algoritmicd a grafurilor.
Cunostintele acumulate vor fi aplicate In proiectarea unor algoritmi efi-
cienti pentru rezolvarea problemelor de optimizare combinatoriala.

(semianii A si E), (semianul B).

o Notele de curs vor fi postate ca figiere .pdf inaintea fiecdrui curs.

@ Aceste figiere vor contine gi exercifiile pentru seminarii.
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Informatii legate de curs

@ Cursurile gi seminariile vor fi organizate in sdli.

@ Fiecare seminar va confine un scurt test asupra cunogtintelor din
cursurile gi seminariile anterioare.

o In timpul seminariilor vor fi discutate solutii la exercitiile propuse
(care se gdsesc in fisierele care contin cursurile).

@ Fiecare seminar este dedicat unui numdr de trei-patru exercitii
(postate in avans in notele de curs) cu scopul de a aprofunda con-
ceptele introduse la curs.

o Studentii sunt incurajati s& propund solutii originale problemelor
discutate.
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Informatii legate de curs

° : teste (max. 2 x 10 = 20p), activitatea la seminar® (max.
22p®) - max. 42 puncte.

° : trei seturi de exercitii, 16p fiecare - max. 48
puncte. (O temd poate fi rezolvatd de o echipd de cel mult patru
studenti, fiecare fiind responsabil/lider pentru cel putin una dintre
problemele aferente.)

° : gase exercitii/probleme (fiecare a
cate 10p) +10p din oficiu - max. 70 puncte.

“Doud raspunsuri corecte gi la obiect = 1 punct.
Cu aproximatie.
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Informatii legate de curs

: punctajele se transforma astfel
pentru un punctaj in intervalul [80, 85];
pentru un punctaj in intervalul (85, 100];

pentru un punctaj in intervalul (100, 115];

pentru un punctaj in intervalul (130, 145];

(
(
pentru un punctaj in intervalul (115, 130];
(
1

pentru un punctaj in intervalul (145, 160].
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Informatii legate de curs

° Testele se prezintd sub forma unor Intrebari la care trebuie
dat un rdspuns nu prea lung, dar justificat.

° Solutiile pot fi elaborate in echipe de pani la
patru studenti (fiecare fiind responsabil/lider pentru cel putin una
dintre problemele aferente temei). Solutiile la aceste teme vor fi
scrise in sau Word (Write) si trimise electronic (atat sursa
cét gi .pdf-ul). Bonus 2 puncte pentru fiecare tem3 scrisd in
Aceste solutii vor fi verificate cu un instrument anti-plagiat iar stu-
dentii care copie vor fi penalizati (pentru fiecare problemd copiatd
punctajul va fi de —2 puncte).

° Studentii nu au voie sd consulte
materiale in timpul examenului.
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Informatii legate de curs

Vocabularul teoriei grafurilor.

Probleme de drum: parcurgerea sistematicd a grafurilor, drumuri

de cost minim, conexiune.

Arbori partiali de cost minim: union-find, complexitate
amortizata.

Teoria cuplajelor.

Fluxuri In retele.

Reduceri polinomiale intre probleme de decizie pe grafuri.
Abordari ale problemelor NP-dificile.

Grafuri planare.

Tree-decomposition.
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

° : pentru conectarea eficientd a unor
puncte de comunicatie (e. g. in IT&C);

° : - sd se determine
un parcurs (inchis) de cost minim care trece prin fiecare muchie a
unui graf o singurd datd (pentru salubrizarea strdzilor, expedierea
postei sau a unor servicii, colectarea degeurilor etc.);

° : vizitarea eficientd a unui numdr
de puncte (dintr-un orag, dintr-o tard etc);

? ?
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

Figure:

colorarea hirtilor (a fetelor unui graf pla-
nar), planificarea cursurilor/seminariilor (problema orarului), plan-
ificarea unei sesiuni, alocarea frecventelor radio mobile, alocarea
registrilor de memorie.
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

° : probleme de asignare, in studii de chimie computationald

si de chimie matematicd asupra materialelor organice.
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Matching not stable if:
. 1. Guy A and Girl B are not matched
2. Guy A likes Girl B more than his current match

3. Girl B likes Guy A more than her current match

Figure: Gale Shapley algorithm
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

° : repartizarea rezidentilor in spitale, proceduri de ad-
mitere In Invdtdmantul superior, identificarea repartizadrii optime a
organelor donate pentru transplant (e. g. rinichi), problema aloc&rii
proiectelor cdtre studenti etc.

° : determinarea nivelului de incdrcare in
retelele de transport pentru imbundtdtirea conditiilor de trafic, re-
constructia imaginilor din proiectia razelor X (in tomografie), plan-
ificarea procesoarelor paralele etc.
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

Aplicatii in

o In managementul bazelor de date, folosesc
structurile de date tip graf pentru stocare gi interogare.

° folosite in

°

° si clusterizarea acestora.

@ Aproximarea gi compresia datelor.

Modelarea retelelor de senzori cu grafuri (folosind de exemplu dia-
grame Voronoi).

° (IA).

91 multe altele, cum ar fi pentru a determina
caracteristici cum ar fi:
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

- nivelul de , densitatea;
- influenta utilizatorilor asupra retelei ( ,
);

- nivelul de : m&sura clusterizdrii;

- robustetea sau stabilitatea structurald a retelei.
Analiza retelelor este folositd pentru

- data mining gi agregare, marketing;

- analiza comportamentului gi predictie in retea;

- colectarea de informatii §i analiza securitdtii (supravegherea teror-
ismului §i a crimei organizate) etc.
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Aplicatii ale teoriei grafurilor

Figure: O retea cu cativa utilizatori Facebook
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Definitia grafului

Notatii
Pentru o multime finitd X:
@ |X| = card(X) € N este lui X;
@ Dacd | X| = k, atunci X este o ;
e 2% = P(X) este lui X: 2X ={Y : Y C X},
2% | = 2l X;

- (’k{)zmmzw Y C X, Y] = R},

(%)

[
/
&
N——
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Definitia grafului

Definitia 1
Un este o pereche G = (V, E), unde:
° o multime finitd, nevidd; este mulfimea (
) lui G;
. . V(G . .
° este o submultime a lui ( (2 )>; este numitdmultimea
lui G.
este grafului G, iar este sa.
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Definitia grafului

Definitia 2
Dacd G=(V,E) si e = uv = vu = {u,v} € E este o muchie a lui G,
spunem cd

o e (sau ) nodurile u §i v;
@ nodurile u gi v sunt sau u gi v sunt ;
@ e este cuu §iv;
@ u gi v sunt ( ) lui e.
nodului u este ={ve V(G) : w € E(G)}.
Doud muchii e §i f sunt dac3 au un capdt in comun: |enf| = 1.
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Definitia grafului

Fie G =(V,E) un grafgi v € V.

° unui nod v:
e v este un dacd dg(v) = 0 si (sau ) dacd
dg(v) = 1.
@ o proprietate utila:
Z da(v) = 2|E|.
veV

Un graf poate fi reprezentat in plan ca o figurd constand dintr-o multime
de puncte (forme geometrice mici: puncte, cercuri, patrate etc) core-
spunzand varfurilor sale §i curbe care conecteazd varfurile corespunza-
toare muchiilor din graf.
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Un exemplu:

FOTTONT = (oD BOTTATG YOO = oD Cloalinis FOTTORT = (D Clolaliaink



Acelasi graf din nou:




Definitia grafului

Putem adduga etichete (nume, numere etc) si culori nodurilor gi muchi-
ilor obtindnd reprezentdri vizuale mai bune.
Mai jos sunt trei reprezentdri vizuale ale aceluiagi graf:

G = ({1,2,3,4}, {12, 13, 14, 23, 24, 34})
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Multimi stabile

Definitia 3
(sau )in G=(V,E):
S
S C V astfel incat (2) NE=g.

Cu alte cuvinte S C V este o mulfime stabild a lui G dacd nu existd
nicio muchie intre nodurile sale.

Notatie
Cardinalul maxim al unei multimi stabile a lui G este
(sau ) al lui G si se noteazd cu
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Multimi stabile

Exemplu

In urm¥torul graf (numit al lui Petersen) avem dou¥ multimi stabile de
cardinal maxim (de ce?):
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Multimi stabile

Multimi stabile:
P1 Input: G graf.
Output: a(G) si o multime stabild S cu |S| = a(G).
Multimi stabile:

SM Instantd: G graf, k € N.
Intrebare: Existi o multime stabil¥ S in G, astfel incat|S| > k?
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Cuplaje

Definitia 4

( )in G =(V,E): M C E astfel
incét pentru orice e,f € M, dacd e # f, atuncienN f = @.

Cu alte cuvinte, M C E este un cuplaj dacd oricare doud muchii ale sale
nu noduri In comun.

Notatie
Cardinalul maxim al unui cuplaj in G este numit
( ) al lui G i se noteazd cu v(G).
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Cuplaje

Exemplu

Pentr urmdtorul graf sunt marcate doud cuplaje cu rogu gi verde - al
doilea fiind de cardinal maxim (de ce?):
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Cuplaje

Cuplaj maxim:

P2 Input: G graf.
Output: v(G) si un cuplaj M cu |[M| =v(G).

Nota

Problemele P1 §i P2 sunt similare: In amandoud se cere sd se determine
un membru de cardinal maxim al unei familii de multimi relativ la un
graf dat. Ce face ca ele sd fie diferite?
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Colorari

Definitia 5

Pentru p € N*, o a grafului G = (V, E) este o functie c :
V = {1,...,p} astfel incit c(u) # c(v) pentru fiecare uv € E.

Meritd notat cd multimea tuturor nodurilor cu aceeagi culoare este o

multime stabild (se mai numegte ). Deoarece noduri
adiacente au culori diferite, o p-colorare corespunde unei partitii a lui
V cu cel mult p multimi stabile (sau ).

Notatie

al grafului G este cea mai micd valoare a lui p astfel
incat G are o p-colorare. Acest parametru se noteazd cu x(G). (x(G) <
|G| - de ce?)
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Pentru urm&torul graf avem marcate doud colordri (x(G) = 3!)




Colorari

Colorarea nodurilor:
P3 Input: @G graf
Ouput: x(G) si o x(G)-colorare.

Colorarea nodurilor:

COL Instantd: G graf,p € N.
Intrebare: Existi o p-colorare a lui G?
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Colorari

Definitia 6
Pentru p € N*, a a grafului G = (V, E) este o functie
c: B — {1,...,p} astfel incit c(e) # c(f) pentru orice e,f € E cu
lenf|=1.

Se poate observa cd, datd o p-muchie colorare, o mulfime de muchii cu
aceeagi culoare este un cuplaj. Astfel, o p-muchie colorare corespunde
unei partitii a lui & cu cel mult p cuplaje.

Notatie
al grafului G: cea mai micd valoare a lui p astfel

incdt G are o p-muchie colorare. Acest parametru este notat cu x/'(G).
(X'(G) < |E(G)| - de ce?)
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Pentru urm#torul graf am marcat o colorare a muchiilor (x'(G) = 3!)




Colorari

Colorarea muchiilor:
P3 Input: @G graf
Ouput: x'(G) si o x'(G)-colorare.

Colorarea muchiilor:

COL Instantd: G graf,p € N.
Intrebare: Exist¥ o p-muchie colorare of G?
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Izomorfism de grafuri

Definitia 7

Doud grafuri Gy, = (V1, By) §i Go = (V>, E») sunt dacd existd
o bijectie p : V1 — V5 astfel incit pentru orice doud noduri ui, v1 € Vi,
uy §i v1 sunt adiacente in Gy (i. e., uyv1 € BE1) dacd §i numai dacd ¢(u1)
i p(ve) sunt adiacente in Go (i. e., p(u)p(w) € Es).

Cu alte cuvinte, doud grafuri sunt izomorfe dacd existd o bijectie intre
multimile lor de noduri care induce o bijectie intre mulfimile lor de
muchii.

Notatie
G1 = Gs.
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Grafurile de mai jos sunt izomorfe.

a b

TOTTOTT = 57D OTTTHATIS TOTTOTT = U5TaD OTTTATIS TOTTOTT = U5Tan DTTTATIG




Izomorfism de grafuri

Testarea izomorfismului:

ISO Input: grafurile G; §i Gb.
OQOuput: Sunt Gi si G, izomorfe?

Existd un algoritm cu timp de executie quasipolinomial (i. e., 20((log n)°)
pentru un ¢ > 0, ).
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Izomorfism de grafuri

Exemplu

Urmdtoarele doud grafuri au aceleasi ordine, dimensiuni §i secvente ale
gradelor, dar nu sunt izomorfe (de ce?).
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Exercitii pentru seminarul 2

Grafurile de mai jos sunt izomorfe?
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Exercitii pentru seminarul 2

Determinati numdrul cromatic pentru grafurile de mai jos:
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Exercitii pentru seminarul 2

Determinati numdrul de stabilitate pentru grafurile de mai
jos:

Fie P(n) =" In orice graf cu cel putin n noduri exist¥ trei
noduri distincte care sunt doud cdte doud adiacente sau doud cate doud
neadiacente." Ardtati cd 6 este cea mai micd valoare aluin € N,n > 3
pentru care P(n) este adevirats.
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Exercitii pentru seminarul 2

(a) Existd un graf cu gradele 2,3,3,3,4,4,5,6,67

(b) Existd un graf bipartit cu gradele 3,3, 3,3,3,5,6,6,6,6,6,6,6,67
(c) Existd un graf cu gradele 1,1, 3,3,3,3,5,6,8,9?

(d)
(e) Existd un graf cu gradele 2,2,3,3,3,3,6,67

Existd un graf cu gradele 1,2,2,3,3,3,67
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Exercitii pentru seminarul 2

Doi studenti, si , trebuie sd gdseascd un
drum particular intre doud noduri fixate intr-un graf rar G: |E(G)| =
O(|V(G)|). L considerd cd, deoarece graful este rar, num&rul de drumuri
dintre cele doud noduri trebuie sd fie mic, §i o solutie lazy este sd genereze
(cu backtracking) toate aceste drumuri gi apoi s retind drumul dorit.

nu este de acord gi dd urmatorul exemplu: fie H, = Ka x P, (n > 1);
addugdm la H, doud noduri noi z §i y fiecare unite prin cate doud muchii
cu cate una dintre cele doud perechi de noduri adiacente de grad 2 din
H,.

Graful obtinut, G, este rar dar numarul de drumuri dintre z gi y este
foarte mare. Explicati lui [. acest exemplu desendnd G, ardtand cd este
rar §i determindnd numadrul de drumuri dintre z gi y.
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Exercitii pentru seminarul 2

O sesiune de examene trebuie planificatd folosind urm3-
toarele specificatii: multimea examenelor este cunoscutd; fiecare student
trimite o listd a examenelor la care doreste s3 fie examinat; fiecare exa-
men are loc cu toti studentii inscrigi la examen (care este scris); fiecare
student poate participa la cel mult un examen intr-o aceeagi zi.
Construiti un graf cu ajutorul cdruia sd raspundeti la urmdtoarele intre-
bdri (prin determinarea unor parametri corespunzdtori):

(a) Care este numdrul maxim de examene care pot fi organizate intr-o
aceeagi zi?

(b) Care este num&rul minim de zile necesare organizarii unei sesiuni?
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Exercitii pentru seminarul 2

Un programator istet gi indeméanatic se intreabd dacd cele doud prob-
leme NP-hard din exercitiul anterior nu ar putea fi rezolvate in timp
polinomial deoarece graful construit pare sd apartind unei clase speciale
de grafuri.

(a) Ardtaticd pentru orice graf dat, G, existd un input pentru problema
de planificare anterioard astfel incat graful construit (ca mai sus) sd
fie tocmai G.

Programatorul sugereazd urmadtoarea “abordare greedy” pentru a
rdspunde la a doua intrebare din exercitiul 8: incepand cu prima zi,
se planificd zilnic un numdr maxim de examene (din multimea exam-
enelor neplanificate incd), pand cand toate examenele vor fi planificate.

b) Ardtati cd aceastd abordare greedy este gresitd printr-un contraex-
emplu.
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Exercitii pentru seminarul 2

Un exemplu de optimizare a unui compilator este
de memorie: cele mai folosite variabile sunt {inute in
registrii cu acces rapid ai procesorului pentru a le avea la indem&nd in

momentul cdnd compilatorul are nevoie de ele (pentru anumite operatii
CPU).

Construiti un graf cu ajutorul cdruia sd raspundeti la urmdtoarele intre-
bdri (prin determinarea unor parametri corespunzdtori):

(a) Care este numdrul maxim de variabile de care nu este nevoie in
acelagi timp?

(b) Care este numarul minim de registri necesari acestor variabile?

Indicatie: avem doud tipuri de obiecte: (cu valorile lor) si
(sau operatorii) care folosesc una sau mai multe variabile.
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Exercitii pentru seminarul 2

Un student se intreabd dacd la
intrebdrile de mai sus (care corespond unor probleme NP-hard) nu s-ar
putea da un rdspuns in timp polinomial deoarece graful construit pare
sd apartind unei clase speciale de grafuri.

(a) Ardtaticd pentru orice graf dat, G, existd un input pentru problema
de alocare a regigtrilor astfel incat graful construit (ca mai sus) s&
fie tocmai G.

Studentul sugereazd urmdtoarea “abordare greedy” pentru a rdspunde
la a doua intrebare din exercifiul 9: incepand cu primul registru, se
alocd fiecdrui registru nefolosit un numir maxim de variabile (dintre
cele nealocate incd), pdnd cind toate variabilele vor fi alocate.

b) Ardtati cd aceastd abordare greedy este gresitd printr-un contraex-
emplu.
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Exercitii pentru seminarul 2

G este numit graf autocomplementar dacd G gi comple-
mentul siu, G, sunt izomorfe (G = G).

(a) Ardtati cd un graf autocomplementar este conex gi cd |G| = 0 sau
1 mod 4.

(b) Determinati toate grafurile autocomplementare cu cel mult 7
noduri.

(c) Ardtati cd pentru orice graf G existd un graf autocomplementar H
astfel incat G este subgraf indus al lui H.

Algoritmica grafurilor - Cursul 1 3 octombrie 2025 48 / 48



	Descrierea cursului
	Informaţii legate de curs

	Aplicaţii ale teoriei grafurilor
	Vocabularul teoriei grafurilor
	Definiţia grafului
	Mulţimi stabile
	Cuplaje
	Colorări
	Izomorfism de grafuri

	Exerciţii pentru seminarul 2 (săptămâna 6-10 octombrie)

