Tema nr. 5

Fie p € N* gsi n € N* dimensiunile matricei A, p > n, € - precizia calculelor,
matricea A € RP*" .

e Pentru p = n, sa se aproximeze valorile si vectorii proprii ale matricei
simetrice A (A = AT) folosind metoda Jacobi.

Sa se verifice ca:

init ~ 12 _
AU ~UxN , U=[u u® ---u"] , A=dag[A, Aa, -+ A\
unde \; sunt valorile proprii aproximative, u* sunt vectorii proprii core-
spunzitori iar A" este o copie a matricei initiale.

Verificarea A" x U ~ U * A se va face afisaind norma matriceala:

[JA™ % U — U * Al

e Si se calculeze urmitorul sir de matrice, A®):
A® = A = L9%(LYT, se calculeazi factorizarea Cholesky a matricei A

AW = (LT % L° (AWse obtine inmultind matricele (L°)T cu L°)
AW = LV (LYT, se calculeazi factorizarea Cholesky a matricei AW
A® = (IHT x L', (APse obtine inmultind matricele (L) cu L')...
AW = Lk« (LF)T( factorizare Cholesky a matricei A®) |
AHD — (I])T [k

Calculele se opresc cand diferenta intre doua matrice consecutive este
suficient de mica (||A®) — A®=D|| < ¢) sau cand s-a depasit un numar
maxim de iteratii prestabilit (k > kpe). Nu e nevoie sa memorati
toate matricele din sir. Afisati ultima matrice calculata. Ce forma
are? Ce informatii se gasesc in aceasta matrice? Pentru calculul de-
scompunerii Cholesky folositi functia din biblioteca numerica pe care o
folositi. Daca nu gasiti o functie care sa calculeze factorizare Choleski,
folositi o functie care calculeaza o descompunere LU pentru matrice.



e Pentru p > n, utilizand descompunerea dupa valori singulare (Singular
Value Decomposition) din biblioteca folosita la Tema 2, sa se calculeze
si sa se afigeze:

— valorile singulare ale matricei A,
— rangul matricei A,
— numarul de conditionare al matricei A,

— pseudoinversa Moore-Penrose a matricei 4, AT € R"*?,
Al =V« ST« UT
— calculati matricea pseudo-inversa in sensul celor mai mici patrate:
AT = (AT« A)7L 5 AT
si afisati norma:
1AT = A7,

Pentru rangul si numarul de conditionare al matricei sa se foloseasca relatiile
descrise 1n acest figier si de asemenea functiile din biblioteca, functii care
calculeaza aceste valori.

Vectori si valori proprii - definitii

Fie A € R™" o matrice realda de dimensiune n. Se numeste valoare
proprie asociata matricei A, numarul complex \ € C, pentru care exista un
vector nenul u # 0 numit si vector propriu asociat valorii proprii A pentru
care:

Au= \u

Valorile proprii ale matricei A pot fi definite si ca radacini ale polinomului
caracteristic asociat matricei A, pa(\):

pa(A) = det(A\—A)=0

Polinomul caracteristic este un polinom de grad n, deci orice matrice de
dimensiune n are n valori proprii (reale gi/sau complex conjugate).
Pentru matricele simetrice se poate arata ca au toate valorile proprii reale.


https://profs.info.uaic.ro/~ancai/CN/lab/2/Tema 2.pdf

Metoda lui Jacobi pentru aproximarea valorilor proprii ale
matricelor simetrice

Pentru a aproxima valorile proprii ale unei matrice se folosesgte relatia de
asemanare. Doua matrici A si B se numesc asemenea (A ~ B) daca exista o
matrice nesingulara P astfel incat A = PxBxP~! («+— B = P 'xAxP). Se
observa ca daca A ~ B atunci si B ~ A. Relatia de asemanare se foloseste
in algoritmii de aproximare a valorilor proprii deoarece matricele asemenea
au acealagi polinom caracteristic (pa(\) = pp())) i in consecinta au aceleasi
valori proprii.

Fie A € R™™ o matrice simetricd (A4 = AT) . Se stie cd matricele
simetrice au toate valorile proprii reale.

Ideea algoritmului lui Jacobi este de a construi un gir de matrice simetrice,
asemenea cu matricea initiala , sir care converge la o matrice diagonala.
Matricea diagonala limita va fi asemenea cu matricea initiala A si prin urmare
pe diagonala acestei matrice limita vom gasi valorile proprii cautate.

Constructia sirului de matrice

O matrice de rotatie R, (6) = Ry, = (7ij)i j=1,» are urmatoarea forma :

10 -+ 0 -+ 0 --- 0

01 - 0 -0 --- 0

00 c S 0
RPQ(Q)_RPQ

00 —S c 0

00 - 0 -+ 0 --- 1

1 pentrui=yj, i1#psii#q

c pentrui=y3j, t=psaut=4gq
Tij = s pentrui=p, j=g¢q

—s pentrui=gq, j=p

0 pentru restul indicilor , j

unde p,q € {1,...,n} sunt indici iar ¢ si s sunt doud numere reale care
satisfac relatia ¢> +s? =1 (c gi s pot fi alese astfel incat ¢ = cosf, s = sin6).
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Sirul de matrice {A®)} C R™ " se construieste stfel:
AO =4 A = R (0) x AW x R (6)

unde R,,(#) sunt matrice de rotatie.

e indicii (p,q) sunt alesi ca fiind indicii celui mai mare element nediag-
onal din matrice luat in valoare absoluta:

lap| = max{jal|; i=1,....n, j=1,...,n, i£j}=(A=AT) =

= max{|a§f)|; i=2...,n,j=1,...,i—1}

(1)
(datorita simetriei matricelor din sir, se poate cauta elementul al(f]) de
mai sus doar in partea strict inferior triunghiulars a matricei A®)

e unghiul 0 (c =cosf, s =sinf, t = tgl) este ales astfel ca elementele

(p,q) si (g,p) ale matricei A*+Y s3 fie zero, i.c.,
(k+1) _—  (k+1)
Apg = Qg =0.



Schema algoritmului

k=0, U=1,;

calculeaza indicii p si ¢ (vezi (1)) ;

calculeaza unghiul @, adica ¢, s si t;

while (A # matrice diagonala si &k < kpaz)

{

}

A= Ry(0) x Ax R (0) ;

(a se vedea formulele (5) de mai jos )
U=U=xR](0) ;

(a se vedea formulele (7) de mai jos )
calculeaza indicii p si ¢ (vezi (1));
calculeaza unghiul 6, adica ¢, s si t ;

( a se vedea formulele (3) si (4) de mai jos )
k=Fk+1,;

La finalul acestui algoritm vom avea in matricea A = A" o matrice
(aproximativ) diagonala, valorile de pe diagonala fiind aproximari ale valo-
rilor proprii, iar coloanele matricei U (matrice ortogonald) sunt aproximari
ale vectorilor proprii corespunzatori.

Afimzl — UT % Ainit « U

Pasul £ al algoritmului

La acest pas se construieste matricea B pornind de la matricea A astfel:

B = R, (0) x Ax R (6)

si matricea V pornind de la matricea U:

V=UxR! ().

Trecerea de la matricea A la matricea B se face dupa urmatoarele formule:

(b

pJ
qj

S o

pp

S

<

q

,UQ"
B

=

bjpzca’pj+salﬂ’j:1a27"'7n7 ]#p7]7éq
qu:_sa’pj+CQQJ7j:1a2"'ana ]%pa.]#q

P ayy + 8% agy + 208 ay, 5
$2 Ay + P ag, — 25 ay, (2)
bgp = (¢ - 5%) apg + €5 (agg — app)

a;; 1n rest



Pentru a deduce unghiul 6 se impune conditia b,, = by, = 0, adica :
(¢ - 52)%(1 + s (agg — app) =0

de unde rezulta :

(app — agq)
a = cotg(20) = ——=
204
Daca notam cu t = tgf avem:
(1-#)
tg(20) =
cotg(20) 57

rezulta ca t satisface ecuatia:
+2at—1=0
deci
t=—a+ @+ saut=—a—(a?+1)V2
Dintre cele doua valori de mai sus ale lui ¢ se alege radacina de modul

minim (6 € [0, 7/4]):

—a++va2+1 dacaa>0
t=—a+semn(a)vVa?+1= (3)
—a—va?+1 dacaa<0

semn(a) = 1 daca o« >0
] -1 dacaa<0

Avem:
1 t

? s =
V1+t2




Cazul a,, =0

Tinand cont ca a,, este cel mai mare element nediagonal in valoare ab-
soluta, cazul a,, = 0 inseamna ca matricea A la care s-a ajuns, este matrice
diagonala, algoritmul oprindu-se in aceasta situatie - pe diagonala matricei
A se gasesc aproximarile valorilor proprii cautate. Prin urmare testul:

A # matrice diagonala

din schema algoritmlui de mai sus se poate inlocui cu testul:

|apg| > €
unde € este precizia calculelor.
Se observa ca:
_ 2 _ — _ -
bpp — Qpp = 5% (gq — App) +2C 5 apg =25 (¢ — @ S)apy =

= 25 [c—(* = s%)s/(2¢ 8)]apy =t ap,

La fel se deduce c& :
bgg — Agq = —1t apq

La pasul k operatia A = R,,(6) * A * qu(H) se poate face fara a recurge la
matricea auxiliara B astfel:

apj = capjtsag, j=12,....n, j#Fp, j#q,
Agj = Qjg = —S Qjp +Cagj , ]:1727n7j§£p7]7£q?

ajp — apj7 ]:1,2,”7]7&paj7éq?

App = Gpp + 1 apg
Ugq = Ggg — 1 Qpg
apg = Ggp =10

Trecerea de la matricea U la matricea V se face schimband doar coloanele
p si q astfel:
(6)

Vip = CUp+Suy, t=12,...,n,
Vig = —SUp+Ccuy,1=12...,n



Operatia se poate face direct in matricea U, fara a recurge la matricea V':

{uip = CUp+Suy, =12 ...,n, (7)

— veche N
Uig = —Sup““+cuy,i1=12...n

Descompunerea dupa valori singulare

(Singular Value Decomposition)

Fie A € RP*™. Se numeste decompunere dupa valori singulare a matricei:
A=UxS«V" | UeR’? SeR” VeR™™

cu U = [ug us ... up] (vectorii u; sunt coloanele matricei U) §i V' = [v1 v ... vy
matrice ortogonale iar S matrice de forma:

opb 0 --- 0 0
0 o9 -+ 0 0
pentru p < n S = ) € RP*"
0 0 oy 0
01 0 0
0 g9 0
_ : pxn
pentru p > n S = 0 0 - o eR
0O 0 --- 0

unde numerele nenegative o; > 0, Vi sunt valorile singulare ale matricei A.
Rangul matricei A este numarul de valori singulare strict pozitive:

rang (A) = numarul de valori singulare o; > 0.

Numarul de conditionare al matricei A este raportul dintre cea mai mare
valoare singulara si cea mai mica valoare singulara strict pozitiva.

Jmax
kg (A) — 5

Omin

Omax = max{o;; o; valoare singulara} |

Omin = min{o;; o; > 0 valoare singulara}



Pseudoinversa Moore-Penrose a matricei A se calculeaza folosind formula:
Al =V« STxUT.

Matricea S! se calculeaza folosind formula descrisi mai jos. Presupunem ca
am calculat pentru matricea A € RP*™ descompunerea dupa valori singulare.

Fie 01,09,...,0, > 0 valorile singulare strict pozitive ale matricei A, r =
rang(A).
Matricea ST € R™ P se defineste astfel:
— 0 0 0
01
0 — 0 0
02
I __ ‘ 1 n
SS=19 o ... — ... o |eR"
o,
0 O 0 0
O 0 --- 0 --- 0

Vectorul 2! = VST« U7T b poate fi considerat solutia sistemului Az = b
chiar gi cand p # n iar sistemul nu are solutie clasica. Cand p = n si matricea
A este nesingulara, vectorul ! coincide cu solutia clasica a sistemului Az = b.

Exemple
0 01
A=10 0 1 are valorile proprii Ay = —1, Ay =0, A3 =2
111
a b
=1, ut = a a€Ra#0, =0, uv> = —b | bERbLAO
—a 0
M=2 w>=| ¢ | ceERc#0
2c



are valorile proprii \; = 0, Ay = 2(1—v/2), A3 = 2(14+V/2)

S

I
N = =
N = =
DO DO BN

2(1 —V/2) =~ —0.828427, 2(1 + 1/2) ~ 4.828437

a
M=0 u'=| —a | aeRa#0
0
1010
01 01 . ..
A= 1010 are valorile proprii Ay = Ay =0, A3 = \y =2
01 01
a c
1,2 b 34 d
)\1’2:0 u’t = —a Cl,bER s )\374:2 u’t = c C,dER
—b d
1 2 3 4
2 3 45 . ..
A= 3 45 6 are valorile proprii Ay = Ay =0, A\34 = 2(4 £ Vv21)
4 5 6 7

2(4 ++/21) =~ 17.165151 , 2(4 — v/21) ~ —1.165151

a

b
—3a — 2b
2a +b

)\172 =0 U1’2 = a, beR
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