Temanr. 4

Se dau n dimensiunea sistemului, & - precizia calculelor, matricea patratica
AeR™ siun vector SeR".
1. Sa se calculeze vectorul b e R"astfel:

b =>s;a;, ,i=1..,n
=1

2. Sa se implementeze descompunerca QR a matricei A folosind algoritmul lui
Householder.
3. Sa se rezolve sistemul liniar:
Ax=Db ,
folosind descompunerea QR din una din bibliotecile mentionate Tn pagina
laboratorului (se obtine solutia Xgr) si descompunerea QR calculata la punctul 2.
(se obtine solutia XHouseholder). Calculati si afisati:

%o — %

Householder 2"

4. Sa se calculeze si sa se afiseze urmatoarele erori (|| -
init init
” A Xiouseholder — b ”2 J

” AinitXQR_binit ”2 ’

2 este norma euclidianad):

I X Householder — S ”2
sl
| Xor =Sl
lI'sll,
(aceste valori ar trebui si fie mai mici decat 107°)
5. Sa se calculeze inversa matricei A folosind descompunerea QR calculata la

punctul 2. si sa se compare cu inversa calculata folosind functia din biblioteca,
afisand valoarea urmatoarei norme:

-1 -1
HAHouseholder - Abibl H '
6. Scrieti programul si cu initializare random a datelor de intrare (astfel Tncat
programul vostru sa poata fi rulat cu orice dimensiune n a datelor).




Rezolvarea sistemelor liniare folosind descompunerea QR

Fie A o matrice reald patratica de dimensiune n. Presupunem ca pentru matricea A
avem o descompunere de forma:

A=Q+R

unde Q este matrice ortogonald (Q'Q = QQ T = I) iar R este matrice superior
triunghiulara. Avand o asemenea descompunere pentru matricea A, rezolvarea
sistemului Ax=b se reduce la rezolvarea sistemului superior triunghiular Rx=Qb.

Ax=b o Q#Rx=b o QT+Q+Rx=Q"xb < Rx=Q"xb

Ax=b ¢ Rx=QT#b

Algoritmul lui Householder

Pentru a aduce sistemul Ax=b la forma Rx = Qb se folosesc matricele de reflexie.
O matrice de reflexie P =(p,), ;-,, are urmatoarea forma:

P=I,-2w" , veR", |v|,=|v|= /zn:vf=1.
i=1

(unde cu I, am notat matricea unitate de dimensiune n)
Se poate arata ca matricele de reflexie sunt simetrice si ortogonale :
P=P", P’=1,.
Algoritmul Householder de calcul al descompunerii QR se desfasoara in (n-1)

pasi. La pasul r se transforma coloana r a matricei A 1in forma superior
triunghiulard fara a modifica primele (r—1) coloane. La acest pas se obtine

coloana r a matricei R. Calculul matricei R se poate face direct in matricea A (de
fapt se transformd matricea A ntr-o matrice superior triunghiulard). In acelasi
timp, se fac transformarile necesare asupra vectorului termenilor liberi si se pot
efectua transformiri pentru a calcula matricea QT. Pentru a calcula matricea QT, se

initializeaza o matrice Q = |, si se fac aceleasi trasformari asupra matricei Q ca si

cele facute asupra matricei A.



Pasul r (r=1,2,...,n-1)

La acest pas, matricea A are primele (r-1) coloane in forma superior triunghiulara
si se foloseste o matrice de reflexie pentru a transforma coloana r a matricei A in
forma superior triunghiulara (fara a le modifica pe primele (r-1)).

Pasul r consta in urmatoarele calcule :

A=P x A
b=P *b
Q=P *Q

unde matricea P. se construieste astfel :
1
P=1—-=ul

+1 dacax=>0,

—o-ka L o=Ya, k==semn(a_)Wo , semn(x)=
ﬂ rr Fzr Jr ( rr) ( ) {_1 dacﬁ X < 0.
(0
0 u=0i=1..,r-1,
u=|a,—k|, u =a, —k,
A u=a,,i=r+1..,n
L

MatriceaV =uu’ e R™ , V =(v. are urmatoarele elemente:
)i j=1,..n

0 pentrui=1,..r-1, j=1,..,n
v. =140 pentrui=r,..,n, j=1,...,r-1
u.u. pentrui=r,...,n, j=r,..,n



Prin urmare, matricea de reflexie P, =(p;) are urmatoarele elemente:

i,j=1,n

0 pentrui=1,...r=1, j=1,..n,i#j
1 pentrui=1,..r-1, j=Ii
pij=40 pentrui=r,..,n, j=1..r-1 , lel"To
—fuiuj pentrui=r,..n, j=r,..,n,i#]j
1- fu?  pentrui=r,..n, j=i

La sfarsitul algoritmului de mai jos, matricea superior triunghiulard R se gaseste in
matricea A, iar transpusa matricei Q n matricea Q. Tn vectorul b vom avea

QT#b™M, Verificarea faptului cd matricea initiald nu este singulard, se face testand

dacd toate elementele de pe diagonala matricei R (sau A) sunt nenule (|r,|< &, Vi)



Algoritmul Householder pentru factorizarea A=Q~R

Q=1
forr=1,...,n-1
/ / constructia matricei P. —constanta £ si vectorul u

n
ro=3 2
i=r

eif (o<g)break; //r=r+1e P, =1, (A singulara)

ek =1o;

eif (a, >0 )k=-k;

ef=0-Kka,;

eu =a, —k; u=a, ,i=r+1..,n;
/I A=P. *A

// transformareacoloanelor j=r+1,...,n
o for j=r+1,...,n
*y=(y;1 B)= (Re;u)l B=(F ua)/ B;
*for i=r,...,n
Q;=a; —y7*Uu;
/ / transformarea coloanei r a matricei A
ea, =k;a, =0, i=r+1,..,n;
//b=P.*b

7 =(r/B)= (b.u)/ p=(F ub)!
efor i=r,...,n bi=bi—}lf_;=ui;
/1Q=P*Q
efor j=1,...,n
wr =@,/ p=(Y ua)/ b
«for i=r,...,n h



Calculul unei aproximari a inversei unei matrice

Daca se cunoaste o metodd numerica de rezolvare a sistemelor liniare (in cazul de
fata se va folosi descompunerea QR calculata folosind algoritmul lui Householder),
coloanele matricei inverse se pot aproxima rezolvand n sisteme liniare.

Coloana j a matricei A se aproximeaza rezolvand sistemul liniar:

— — T 1 —
Ax=e,; , e =(0,0,..., 1 -.,0) , J=1,..,n.
pozitia j
Procedura de calcul a matricei A . . e€ste urmitoarea:
» Se calculeaza descompunerea QR a matricei A folosind algoritmul Householder
» Dacd matricea A este singulara (det A = 0 < 3 |rij| <¢&), STOP, inversa nu se

poate calcula.

= Altfel, se calculeazi coloanele matricei A . .. astfel:
for j=1,..,n
1. Se initializeazd vectorul b = QT ¢j = coloana j a matricei Q' sau linia j a
matricei Q ;

(se foloseste initializarea cu coloana j a matricei QT sau linia j a matricei Q
in functie de matricea returnatd de algoritmul Householder)

2. Se rezolva sistemul superior triunghiular Rx=b, folosind metoda
substitutiei inverse. Se obtine solutia X* (X* este si solutia sistemului liniar
AX=g));

3. Se memoreaza x* in coloana j a matricei AL; o -

Procedura descrisa mai sus detaliaza rezolvarea numerica, folosind o
descompunere QR, a ecuatiei matriceale:

AX=In .



Exemplu

0 0 4 3
A=l1 2 3|, s=|2
0 1 2 1
4x, = 4
X, + 2X, + 3%, = 10
X, + 2%X, = 4
0 0 4 0 0 1) (1 2 3 4
A=|1 2 3|=QR=|1 0 0|*|0 1 2|,b=A*s=[10
01 2 01 0)\0 0 4 4
X, + 2%, + 3X; = 10 3
Ax=bo Rx=Q'bs X, + 2X, = 4= Xx'=|2
4%, = 4 1
Prima coloana a matricei ALy romer
X, + 2%, + 3%, = 0 0.25
X, + 2%, = 0= x"=|-05
4x, = 1 0.25
Coloana a 2-a a matricei A5 ioer
X, + 2X, + 3X;, =1 1.0
X, + 2Xx;, = 0= x"=[00
4x, = 0 0.0

Coloana a 3-a a matricei A

Householder



X, + 2X, + 3X;, = 0 -2.0

X, + 2X;, = 1= x'=| 10
4x, = 0 0.0
025 10 -20

A =|-05 0.0 1.0

Householder

025 0.0 0.0



