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Rezolvarea ecuatiilor neliniare

(continuare)
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Metoda tangentei (Newton - Raphson)

Vom presupune ca functia f € Cl[a, b] este derivabild pe
[a, b] cu derivata continud in acest interval si satisface
relatia f(a)f(b) < 0.

Pentru a aproxima solutia x* a ecuatiei f(x) = 0, vom
construi un sir {x;} care converge la x™:

Xk — x°, k— oo,

Primul element din sir, xg, se considera dat.

Urmatorul element din sir se construieste ca fiind punctul
de intersectie al tangentei la graficul functiei f in punctul

(x0,f(x0))
cu axa absciselor.
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Metoda tangentei (Newton - Raphson)

Procedeul se repeta cu x1 pentru a-1 obtine pe x», si asa
mai departe.

x1 = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (xo, f(xo))

x2 = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (x1, f(x1))

Xr+1 = Ox N tangenta la graficul fct f in punctul (xg, f(xx))

Ecuatia tangentei la graficul functiei f intr-un punct
(a,f(a)) este urmatoarea (pentru o functie derivabild):

y =f(a)+f(a)(x —a).
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Metoda Newton—-Raphson

Pentru a calcula xy;1 din x¢ vom considera ecuatia
tangentei:

y = floxx) +f(x)(x — xx).

Punand y = 0, obtinem:

0 = f (k) + £ () (ka1 — Xk),
de unde rezulta formula de recurenta:

S ()
Xpr1 =Xk ———, k=0,1,2,...,x dat.
+1 f, (xk) 0
Formula de mai sus poate fi utilizatd doar daca la fiecare
pas f'(xx) # 0. Daca la un pas avem f’(x;) = 0, putem
calcula cateva iteratii xx (k > k) folosind f’(xz_1).
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Teorema de convergenta (Newton-Raphson)

Teorema de convergentd (Newton—-Raphson)
Fie f € C?[a, b), astfel incit:
F@F®) <0, f(x)#0, f'(x)#0, Vx&a,b].

Dacdi alegem punctul initial xg astfel:

xo =a, dacd f(a)f"’(a) >0,
xo=0b, daca f(b)f"”(b) >0,

atunci sirul {xy}r>o construit cu metoda tangentei este:
monoton, mdrginit, convergent citre unica solutie x* a ecuatiei

f(x)=0.
Ordinul de convergentd este mai mare decat 2 .
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Metoda falsei pozitii (metoda coardei)

Presupunem cad functia f € Cl[a, b] si satisface: f(a)f(b) < 0.
Vom construi un sir {x;} € R care converge la solutia
cdutatd x™:

Xk — x, k— oo,

Considerdm dat primul element din sir, xg, si un alt punct

X.

Procedeul de construire a sirului este urmatorul:

x1 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f(%)), (xo,f(x0))
x2 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f()), (x1,f(x1))

Xk+1 = Ox N dreapta ce uneste punctele (¥, f(X)), (xx, f(xx))
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Metoda falsei pozitii (metoda coardei)

Ecuatia dreptei ce trece prin punctele (a, f(a)) cu (b, f(D))

este:
y—fla _x-a
fla)-f(b) a-b

Pentru a-1 obtine pe x4 din x; avem:

y — f(xk) _ XX

fl) —f(X)  x—X

st = SO —F)  Xf ) — 0f ()

T R ) —f®) T fa) —fR)
cuk=0,1,2,...,xp,x - date.

,cuy =0.
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Teoremd de convergenta-Metoda falsei pozitii

Teoremd de convergenta

Fie f € C?[a,b), cu f(a)f(b) < 0, f'(x) #0, f”(x) # 0, pentru
orice x € [a,b].
Dacdi alegem:

xo =bsiX=a, pentruf(a)f”’(a) >0,
xo=asiX=">b, pentruf(b)f”(b) >0,

atunci sirul {xy}r=0 construit cu metoda falsei pozitii este
monoton, mdarginit, deci convergent la unica solutie x* a ecuatiei

f(x)=0.
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Metoda secantei
Presupunem cd functia f este continud, f € Cla, b] si
satisface relatia f(a)f(b) < 0. Vom construi un sir {x;} € R
care converge la solutia cdutatd x”,

X — x, k— oo.

Considerdm date primele doua elemente din sir: xg, x1.

Procedeul de construire a sirului este urmatorul:

x2 = Ox N dreapta ce uneste punctele (xo, f(x0)), (x1,f(x1))
x3 = Ox N dreapta ce uneste punctele (x1,f(x1)), (x2,f(x2))

Xk+1 = Ox N dreapta ce uneste pct. (xx—1, f(xk-1)), (xk, f(xx))
k=1,2,....
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Metoda secantei

Obtinem elementul xi41 din xi si xx_1 astfel:

y—flw)  _ x-x
flxe) = flo-1)  xk — X1

cuy =0.

Rezulta:

f () (e = Xx—1)

et = flxe) = flako1)

_ Xe-1f () = xf (1)
fle) =flo—1)

undek=1,2,..., xp,x; dati.
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Teoremd de convergentd (Metoda secantei)

Teorema de convergentd

Fie x* 0 solutie a ecuatiei f(x) = 0.

Presupunem ci f € C?[x* —r, x* +r], f(x) #0, si

f"(x) #0,Vx € [x* —r, x* + r]. Atunci existd rg, cu

0 < 1o < r, pentru care, dacd xo, x1 € [xX" — 1o, X* + 19|, atunci
sirul {xx} generat de metoda secantei satisface

xc€[x—r, x*+r], Vk=2, si

X — x, k— oo.

Ordinul de convergenta este:

1
g = +2‘/§ ~ 1.61803.
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Metoda lui Laguerre

Fie polinomul
p(x) =ap(x —x1)(x —x2) - ... (x = xy), ap # 0.

Metoda lui Laguerre propune construirea unui sir de
numere care sa conveargd la una din rdddcinile
polinomului p.

Consideram derivata polinomului p:

o 1 1 1
p'(x) = p(x) x—x1+ +...+

12/36



Metoda lui Laguerre
Avem

In|p(x)| = Inlag| + In|x — x1| + In|x — x| + ... + In|x — xy].

d 1 1 1 P
Elnlp(x)l_x—xl+x—x2+"'+x—x ) G(x),

—d—21n| (%) = ! + ! + +L
a2 PN T T T R T (m a2

[p' ()] = plx)p” (x)
P W
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Metoda lui Laguerre

Fie x1 rddédcina pe care vrem s-o aproximam si y, valoarea
aproximativa curentd. Notdm cu a = yx — x1 si facem
presupunerea cd yi se afld la acceeasi distanta de toate

celelalte radacini, adica
Ye—xi=b, Vi=2,...,n.
Prin urmare, avem

Pl 1, n-1

plye) a b
" ()1 = plyolp” (ye) _ 1

Gyx) =

7

H(yx) = — +

[p(yi)]? a?

n-—1

= @
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Metoda lui Laguerre

Rezolvam sistemul (4) in raport cu a si obtinem

n

max | G(ye) = n — D0tH(e) - GXy)

a =

Semnul la numitor este ales astfel ca expresia sa aiba
magnitudine maxima.

Daca tinem cont de expresiile pentru G si H obtinem
pentru a urmatoarea formula:

. n p(yx)
max [p () = o = DPLP ()P = nGr = Dplyp” ()|
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Metoda lui Laguerre

Urmatorul element din sir va fi

Y1 = Yk—a = Yx— - ’
max [G(yk) + \/(n -1) [nH(yk) - Gz(yk)]l
Yk+1 = Yi— - p(yk)

max [p(ye) = lr = DR I = nn = Dplyp” ()|

Procedeul se opreste cand a devine suficient de mic.
Metoda lui Laguerre se poate aplica si pentru
aproximarea raddcinilor complexe, precum si pentru
polinoame cu coeficienti complecsi.

Pentru radacini simple, metoda lui Laguerre are ordinul
de convergenta 3.
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Sisteme de ecuatii neliniare

Consideram sistemul neliniar:

fl(x1/x2/"'/x1’l) :0/ f1 xl
X1,%X2,...,%,) =0, X

fz(1 2 1) F(X):O,sz,z x- .2

n(X1,%2, ..., xz) = 0. n X
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Sisteme de ecuatii liniare

Fie matricea jacobiana asociatd functiei F. Presupunem cd
functiile f; sunt diferentiabile.

hod %
dx1  dxo ox,
% G o
VE(X) =| 9% 9n D% | (x1, %2, ... , %)
afn afn 8fn

Jx; dxy ox;,
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Sisteme de ecuatii neliniare

Pentru a gdsi solutia X* a sistemului de ecuatii neliniare
F(X) =0,
se construieste un sir de vectori X©) € R” astfel:

x©  _dat,
D) _ 50 _ [VF (Xac))]'l F (Xac)) _ x4 A®)

-1
AR = [vp (x<k>)] F (X(k>) eR" k=0,1,....
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Sisteme de ecuatii neliniare

Vectorul de corectie A®) poate fi calculat si ca solutie a
sistemului liniar:

VF (X(k>) AW = _F (X(k>) ,

unde matricea sistemului este matricea jacobiana
calculata in punctul X®, iar vectorul termenilor liberi este
(—F (X®)) . Metoda descriss mai sus poartd numele de

metoda Newton. Pentru n = 1 metoda Newton este chiar
metoda tangentei descrisd anterior.
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Interpolare numerica
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Interpolare numerica
Presupunem cd despre o functie f cunoastem doar
valorile intr-un numadr finit de puncte.

Pornind de la aceste date, dorim sa aproximam functia f
intr-un alt punct.

X|xo ¥ X2 0 Xeo1 X
fly n v2 - Ya1 ¥a

In tabelul de mai sus

fxi)=vyi, i=0,1,...,n,cu x;#xjpentrui#j.
Dat un punct x # x;,i =0,...,n, dorim sd aproximam f(x)
cunoscand cele (n + 1) perechi (x;,y:),i=0,...,n.

Punctele x; se numesc noduri de interpolare.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Notdm cu I'T, multimea polinoamelor de grad cel mult #.
Dimensiunea acestui spatiu este n + 1, baza uzuala fiind

data de polinoamele 1, x, X2, ..., X

Vom construi o altd baza in acest spatiu, formatd din
polinoamele p;, definite prin:

1, dacdj=1i,

, 1,7=0,1,...,n.
0, dacdj#i, ] "

pi € I, astfel ca pi(xj) = {

Aceste polinoame formeaza baza Lagrange.
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Constructia polinoamelor Lagrange

Din relatia p;(xj) = 0, Vj # i, si faptul ca p; este de grad n,
rezulta ca ca xo, x1, ..., Xi—1, Xi+1, - - - , X sunt cele n
radacini ale polinomului p;.

Rezulta ca:
pi(x) = ci(x — x0)(x — x1) -+ (x = xi-1)(x — Xiy1) -+ (X — xp),

undec; €R,i=0,...,n.

Constanta c; se determina din conditia: p;(x;) = 1.
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Constructia polinoamelor Lagrange
Constanta c; se determina din conditia: p;(x;) = 1.
pi(xi) =1 = ci(xi—x0)(xi—x1) - - - (Xi=xi=1) (Xi=Xis1) - - - (Xi—Xn),

de unde rezulta

1
(i — x0)(oxi — x1) - (i — xi-1) (x5 — Xi41) -+ (i — )

ci =

Polinoamele p; au forma:

n

(x —x0) -+ (x = xi-1)(x = Xi1) -~ - (X — xn) :n X = X;

xi = x0) -+ (6 = xi-1)(x; = Xix1) -+ - (xi — Xn) xi—x;

pi(x) = (

=0
j#i
undei=0,...,n.
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Baza Lagrange

Propozitie
Polinoamele po, p1, . . . , pn formeazi o baza in I1,,.

Demonstratie: Vom arata cd cele n + 1 polinoame sunt liniar

independente.
Deci po, p1, - - . , pn sunt liniar independente daca

q(x) = appo(x) + a1p1(x) + ...+ aupn(x) =0, Vx

=aq=...=a,=0.
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Baza Lagrange

Demonstratie: (continuare)

Vom face pe rand x = xg, x = x1, ..., X = x, in polinomul g:

x=xg: q(xo) = aopo(xo) +a1p1(xo) + ... + anpu(xo)
=apl+a10+...+a,0=ap=0= a9 =0.
x=x1: q(x1)=0=a; =0.

x=xc: qlxx) =aopolx) + ...+ axpr(xe) + - . . + anpu(xr)
=aq)0+...+341+...+a,0=>0a=0.
x=x, q(x,)=0=a,=0.

Toate constantele a; sunt nule deci polinoamele

{pi;i=0,...n} formeaza o baza in I'l,. O
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Construirea polinomului de interpolare

Pentru a aproxima functia f, pornind de la tabelul de mai
sus, vom construi un polinom ¢, € I, astfel incat sa
satisfaca conditiile de interpolare

b, €Iy, by(xi) =y, 1=0,1,...,n. (5)

Odata construit acest polinom, vom aproxima f(x) prin
bn(x), f(x) ~ £y(x).

Vom scrie polinomul ¢, in raport cu noua bazd Lagrange
{pi;i=0,...,n}, deci exista constantele reale ap, a1, ..., a,

astfel ca
n

bulx) = > aipi(x).

i=0
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Construirea polinomului de interpolare
Asadar, constantele a; se determina astfel:

Vi = bu(xx) = aopo(xk) + . .. + axpr(xx) + . . . + appn(xy)

=a)0+...+al +...+a,0 = ar = ax = yx.

Prin urmare un polinom de grad n care indeplinesc
conditiile de interpolare (5) este:

£n(x) =Zyipi(x)
_Z (x —xp)-- (x Xi—1)(X = Xig1) -+ (X — x)
i

Xi — Xg) - (% — xi-1)(X; = Xig1) -+ - (X — Xp)
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Construirea polinomului de interpolare

Asadar, avem

b= | f‘_’;’] ©)

Polinomul din formula (6) se numeste polinomul de
interpolare Lagrange.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Propozitie
Polinomul ¢, dat de formula (6) este unicul polinom de grad n
care indeplineste conditiile de interpolare (5).

Demonstratie: Presupunem ca mai existd un polinom
q € I1, care indeplineste conditiile (5), adica

qgell,, qxi) =y, Vi=0,...,n.

Fie polinomul p(x) = ¢,(x) — q(x) € I1,.
Atunci, pentru orice k = 0,1, ...,n, avem:

p(xx) = (k) — q(xx) = yx — yx = 0.

Deci polinomul p are ca rdddcini toate nodurile de
interpolare.
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Polinomul de interpolare Lagrange

Demonstratie:(continuare)

Polinomul p este polinom de grad cel mult # si are (n + 1)
radacini distincte (x; # xj, Vi # j). Acest polinom nu poate
ti decat polinomul identic nul, adica

p(x) = €y(x) — q(x) = 0, Vx, €,(x) = g(x), Vx.

Deci polinomul ¢, este unicul care satisface (5). O
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Polinomul nodurilor de interpolare

Fie w41 polinomul de grad n + 1 care are ca raddcini
nodurile de interpolare:

Wn+1(x) = (x = x0)(x —x1) -+ (x = xp1) € [Tpp41.

Fie a = min{xg, x1,...,x,}, b = max{xg, x1,...,x,}.
Teorema restului(eroarea la interpolare)

Fief € C"™1a,b]six €[a,b], X #x,¥i=0,...,n

Atunci existd un punct y € [a,b], y = y(xo, X1, ..., Xn, X)
(punctul y depinde de nodurile de interpolare x; si de punctul x)
astfel incit eroarea la interpolarea numericd este datd de:

()

fx) = u(x) = )

Wn1(X). (7)
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Polinomul nodurilor de interpolare
Demonstratie: Consideram functia F:

F(x) := f(x) = bn(x) — cwp11(x).
Constanta reald c este aleasa astfel ca F(x) adica:

c= M, (x # xj, Vi) = wy(X) #0. (8)
wn+1(x)

Functia f fiind de clasid C"*! pe intervalul [a, b] rezulta ca
si functia F este din C"*![a, b].
Avem:

F(x;) = f(xi))=bu(xi) —cwps1(x;) = yi—yi—c0 =0,Vi=0,...,n.
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Polinomul nodurilor de interpolare

Demonstratie: (continuare) Functia auxiliard F are (n + 2)
zerouri, Xg, X1, . . . , X, X. Aplicand succesiv Teorema lui
Rolle rezulta ca F’ are n + 1 zerouri, F” are n
zerouri,...,F"*D) are 1 zero in intervalul [, b]. Vom nota
aceasta radacind a lui F'"*V cu y.

Punctul y depinde de zerourile initiale xo, x1, ..., X,, X si

y=vy(xo,x1,...,Yn,X) €[a,bla. i F"V(y)=0. (9)
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Polinomul nodurilor de interpolare

Demonstratie: (continuare) Derivata de ordinul (n + 1) a
functiei F se calculeaza astfel

F(n+1)(x) :f(n+1)(x) _ €7(1n+1)(x) _ n+1)(x)
= f D (x) =0 —c(n + 1)' = f(”+1 (x) —c(n +1)!
(10)
(derivata de ordin (1 + 1) a polinomului de grad n, ¢,, este
0).

Din relatiile (8),(9) si (10) rezulta ca

) @ - 6@

m+1D! W (x)

f(n+1)(y)
(n+1)!

= f(X)-(x) =

————Wp41(X).

36/36



	Metoda falsei poziţii (a coardei )

