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Descompunerea dupa valori singulare

Singular Value Decomposition
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Descompunerea dupad valori singulare

Teorema

Fie A € R™". Atunci existd o matrice ortogonald pdtraticd de
dimensiune m, U € R™™, o matrice ortogonald patraticd de
dimensiune n, V.€ R"™" si constantele pozitive:

01>202>...20,>0, r<min{m, n}
astfel Tncit

D Orx(n—r)

A=UZVT, L eR™" ¥ = ,
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

(1)

unde D € R™", D = diag(o1, ..., o).
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Descompunerea dupad valori singulare

Constanta r este chiar rangul matricei A, adica
r = rang(A).

Constantele 01, 02, . .., 0, se numesc valori singulare ale
matricei A.
Folosind relatia (1) avem:

=uzvhH? = veTu’,
AAT = uxvtvetu® = urx™u’ = ua,,u’,
unde

Ay = ZZT — Dz Orx(m—r) c Rmxm
O(m—r)xr O(m—r)x(m—r) ’
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Descompunerea dupad valori singulare

ATA =vxTuturv? = vTev? = va, VT,
unde

D 2 Orx(n—r)

c Ran'
O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

A, =27y =

Tindnd cont de ortogonalitatea matricelor U si V, putem
rescrie relatiile de mai sus astfel:

(AADU = UA,, Ap = diag(o?,02,...,0%,0,...,0) € R™",
g 1 2 r

(ATA)V = VA,, A, =diag(¢?,03,...,0%,0,...,0) € R™",
gloy, 0y r
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Descompunerea dupad valori singulare

Din aceste relatii deducem ca o%, 0%, e, Gf sunt valorile
proprii strict pozitive ale matricelor AAT si/sau ATA, iar
matricile U si V sunt matrici ale caror coloane sunt vectorii
proprii asociati (cei ce formeaza baze ortonormate).

Matricile AAT si AT A sunt matrici simetrice:
(AAT)T = (AT)TAT = AAT, (ATA)T = ATAT)T = ATA,
si au toate valorile proprii nenegative.

(AATYu = Au = (AATu, u) = (Au, u)

3 (ATu, ATu) 3 ||AT11||§ S

A -
(u, u) [[ulf3
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Descompunerea dupad valori singulare

Putem folosi descompunerea dupd valori singulare
pentru a defini pseudoinversa unei matrice oarecare,
AeR™" cun # m.

Fie descompunerea SVD:

A=UxVvT,
Dorim sa definim inversa lui A sub forma:
AT = (uzvh? = (vhH g tutt = v tuT

Ramane de definit matricea X'
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Descompunerea dupad valori singulare

Urmand acest rationament, se defineste pseudoinversa
Moore-Penrose a matricei A € R™*" astfel:

I 19T Al - mnxm sl D! 0y (1m—r nxm
Al =vzlu®, Al e rm ) ¥l = (m=r) | g Rrxm
0(n—r)><r O(n—r)x(m—r)
D' eR™, D7 =diag (i, oL, l) .
(71 (Tr

Pseudoinversa definitd mai sus satisface urmatoarele
proprietati:

(AN = A, VA e R™";  (AT) = (AT, VA e R™"

AATA = A, AlAaAl = AL
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Descompunerea dupad valori singulare

Exista o proprietate care nu mai este satisfacuta de
pseudoinversd, desi este respectatd de inversa clasica:

3A,B a. 1. (AB)! # B'AL

Descompunerea dupa valori singulare poate fi utilizata si
pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrice oarecare
(m #n)

Ax = b, AeR™" beR" x:=AbeR"
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Rezolvarea sistemelor liniare
in sensul celor mai mici patrate
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Problema celor mai mici patrate
Consideram sistemul
Ax =D,

unde A € R"™" xeR", beR™
In forma dezvoltats, acesta se scrie:

apxi + apxo + -+ ax, = by,
A1X1 + X2 + -+ + AxuXy = by,

anXx1 +apxy + -+ + ainXy = bj,

a;n]jxl + aynz:KZ + -+ aynn:tn = byn.
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Problema celor mai mici patrate

Sistemul are solutii clasice daca:

rang A = rang[A | b]

e m < n - o infinitate de solutii;
e m=>n
- dacd rang A = rang[A | b] solutii clasice
- dacd rang A # rang[A | b] solutii in sensul celor mai
mici patrate.
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Vectorul reziduu si problema LSP

Vectorul reziduu este definit prin:
r(x) =b - Ax e R"™.

Vectorul x € R" se numeste solutie in sensul celor mai mici
pitrate pentru sistemul (2) daca este solutia urmatoarei
probleme de optimizare:

min {llr(x)ll% =|b- Axll% ; XE R”} . (LSP)

12/27



Problema celor mai mici pdtrate - Exemplu

Exemplu:

1 4
A=|2 5| eRrR>? b= eER] m=3,n=2.
3 6

_ O O

rang A =2 #rang [A|b] =3

Sistemul
x1+4x, =0
2x1+5x, =0 3)
3x1+6x =1

nu are solutie clasica (nu existd x1, xp care sd satisfaca
toate cele 3 ecuatii simultan).
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Problema celor mai mici pdtrate - Exemplu
Exemplu: (continuare)

Vectorul reziduu are forma

0 1 4 X —x1 —4x7
rx)=b—-Ax=|0|-[2 5 (xl): —2x1 — 5x9
1/ \3 6/ \"? 1—3x; — 617

Solutia in sensul celor mai mici patrate a acestui sistem
este definitd ca solutia problemei de optimizare:

min{(—x; —4x2)% + (=2x1 —5x2)% + (1 -3x1 —6x2)*; x1, x2 € R}
min{1 — 6x1 — 12x; + 64x1x + 14x2 + 77x3; x1,% € R}

Aceastd problemd de minimizare are solutia:

13

18’

in sensul celor mai mici pdtrate a sistemului (3).

2 1
X1 =g, X2 =g, Ireoll; = ‘
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Imaginea (range) matricei A este definita prin
range(A) = {y eR"y= MA + A2 + . 4+ a, A" 0, €R,i = 1,n} ,
unde A, A2, ..., A" € R™ sunt coloanele matricei A,

A=]A' A% ... A"] eR™"
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Teorema celor mai mici pdtrate

Teorema
Fie A e R"™" cum >n,b € R™. Un vector x € R"
minimizeazd norma euclidiand a vectorului reziduu

IrGIllz2 = lIb = Axl2,
adicd rezolvd problema (LSP), dacd si numai dacd:
r(x) L range(A) & ATr(x) = 0.

sau echivalent cu:
ATAx = A™p. (4)

Sistemul (4) poarta numele de sistemul de ecuatii
normale.

Sistemul (4) este un sistem padtratic de dimensiune 7, cu

matricea sistemului ATA simetrici.
16/27



Teorema celor mai mici pdtrate

Sistemul de ecuatii normale (4) este nesingular daca si
numai dacd rang A = n, In acest caz solutia x a sistemului
(4) este unica

detATA #0 & rang A = n.
Exemplu:

,ATA=(14 32)’ ATb=(3).

1
A=|2
3 32 77

N U1 &~

14x; +32xp, =3 - 13 2
32x1 + 77x2 = 6 - 187
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Pseudo-inversa matricei A

Presupunem cd A € R™" are rangul egal cu numarul de
coloane: rang(A) = n.
Atunci pseudo-inversa Moore-Penrose poate fi definitd
prin:

At = (ATA)TIAT e R,
Exemplu:

Pentru exemplul precedent, se poate ardta ca

L |14 2|7 (123
=132 77| *\a 5 6]

Este AT = Al?.

18/27



Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a

unui sistem de ecuatii liniare nepatratice
1. Folosind factorizarea Cholesky (descompunere LU)
pentru matrice simetrice.

ATA=LL,
unde L € R™" matrice inferior triunghiulara
Pasi:
e Se calculeazi ATA si vectorul ATb;
e Se calculeazad factorizarea Cholesky a matricei
ATA = LLT;
e Se rezolva sistemul inferior triunghiular Ly = ATb
pentruy;

e Se rezolva sistemul superior triunghiular LTx = y
pentru x;
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Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a
unui sistem de ecuatii liniare nepatratice

2. Se calculeaza descompunerea QR(cu algoritmul lui
Householder adaptat) pentru matricea A :

A =(QR,
unde Q € R"™ matrice ortogonald, iar R € R"™*", de
forma .
nxn
R= (R e R ) ’
O(m—n)xn

cu R - matrice superior triunghiulara.
e Se calculeaza factorizarea QR modificatda a matricei A;
e Se calculeaza vectorul QTb;
e Se rezolvi sistemul triunghiular Rx = (Q"b);=1 .
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Rezolvarea in sensul celor mai mici patrate a
unui sistem de ecuatii liniare nepatratice

3. Se foloseste descompunerea dupd valori singulare a
matricei A

A=UZVT T eR™" UeR™" VeR>,

Se calculeazd SVD pentru matricea A = ULVT;
Se calculeazi vectorul UTb;

Se rezolvé sistemul diagonal Zw = UTb pentru w;

Solutia este x = Vw.

Observatie: Dintre metodele 1. , 2. sau 3. , se recomanda
pentru utilizare metoda 2.
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare

Fief : [a,b] — R o functie continud pe intervalul [a, b]
astfel incat

f(a)f(b) <O0.
In aceste conditii, existd x* € (a, b) astfel incat

fx) =0.

In cele ce urmeaza ne propunem sd aproximdm solutia x*
a ecuatiei neliniare:

f(x) =0.
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei
Metoda bisectiei sau metoda injumatatirii intervalului

Presupunem ca:
f(a)f(b) <0.

Pentru a aproxima solutia x* cdutata, vom construi un sir
de intervale

{lak, bx] ; k >0},
care satisfac:
x* € lak, br],  [aks1, bee1] € [ak, brl,

by —a
b1 — by = k2 £,
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei

Pentru primul interval vom considera:
ap =4a, bozb, k=0.
Consideram punctul ¢ de mijloc al intervalului [ax, bx]:

C_ak+bk
_—2 .
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare - Metoda
bisectiei
Prin urmare, avem urmatoarele 3 variante:
1. f(c) = 0 —solutia cautatd este x* = ¢, algoritmul se
opreste;

2. f(a)f(c) < 0 —solutia se gaseste in intervalul (ay, ¢),
continudm procedeul cu intervalul

[aks1, brs1] = [ax, c];

3. f(br)f(c) < 0—solutia se gdseste in intervalul
x* € (c, bx), procedeul continua cu intervalul

[ak+1, br1] = [c, by
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Metoda bisectiei — eroare

Dat ¢ > 0, exista un interval [ag, bg] astfel incat
x' e (a,;, b,‘c)

si

bp—ag<e, k>log, (T)

Pentru ¢ suficient de mic, atat aj cat si by pot fi considerate
aproximatii ale solutiei x:

ap = x* (prin lipsd) iar by = x* (prin adaos).
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