Algebra Liniara
si Optimizare
Curs 9

Conf. dr. Anca Ignat

Conf. dr. Corina Fordscu

April 25, 2026



Valori si vectori proprii

(Eigenvalues, eigenvectors)
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Valori si vectori proprii

Definitie
Fie A € R™". Numdrul complex A € C se numeste valoare
proprie a matricei A dacd existd un vectoru € C", u # 0,

astfel Incat:
Au = Au

Vectorul u se numeste vector propriu asociat valorii proprii
A.

Pentru existenta unui vector propriu u # 0 este necesar si
suficient ca matricea Al,, — A s fie singulard, adica:
Ci(?t()\1}1 - Azl) = ().
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Valori si vectori proprii

Polinomul de grad n:

pa(A) = det(Al, — A)
se numeste polinomul caracteristic al matricei A.
Propozitia 1
Fie raddcinile polinomului caracteristic Ay, Az, ..., Ay,
distincte, adicd A; # Aj pentru 1 <i <j <, sifie uy, u,

..., uy vectorii proprii corespunzatori. Atunci vectorii
up, uy, ..., u, sunt liniar independenti.

(Demonstratia Propozitiei se face prin inductie.)
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Diagonalizarea matricelor

Propozitia 2
Fie valorile proprii A; ale matricei A € R distincte.
Atunci existd o matrice nesingulard T astfel ca:

TLAT = diag(A1, A2, ..., Ay)

Demonstratie: Fie uj,uy, ..., u, vectorii proprii ai
matricei A. Construim matricea T ale carei coloane sunt
vectorii proprii w;, T = [uj uz ... uy].

Deoarece vectorii proprii sunt liniar independenti
(conform Propozitiei 1), rezultd ca matricea T este
nesingulara.
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Diagonalizarea matricelor

Demonstratie: (continuare)

Avem:

AT = [Au1 Auz Ce Aun] = [/\1111 /\2112 e

=T= diag[)\l /\2 . /\n]

Inmultind la stinga cu T~!, obtinem:

TIAT = diag(A1, Aa, ..., Ay).

Anuy]

5/62



Matrici asemenea
Definitie
Matricele A si B sunt asemenea (notatie A ~ B) daca si
numai dacd exista o matrice nesingulara T (det T # 0)

astfel ca:
A=TBT ™
Propozitia 3
A~B=pa(A) = p(A).
Demonstratie:

pa(A) = det(Al, — A) = det(Al, — TBT ') = det(ATT™! — TBT™!)
= det (T(Al, — B)T™!) = det(T) det(Al, — B) det(T™") = pp(A)

Propozitia 3 ne spune cd matricele asemenea au acelasi

polinom caracteristic si aceleasi valori proprii.
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Teorema lui Gershgorin

Teorema lui Gershgorin

Fie A € R™" si A € C o valoare proprie oarecare a matricei A.
Atunci:

n
Jip € {1,2,...,n}astfel incit |A — aj;,| < riy, 1iy = Z |yl
j=1
j#io

(Valoarea proprie A se afld in cercul din planul complex
de centru a;y, siraza r;,.)
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Teorema lui Gershgorin
Demonstratie: Fie A € C o valoare proprie a matricei A si
u # 0 un vector propriu asociat valorii proprii A, Au = Au.

Avem
n n
Au; = Za,-juj — (A -aju = Zaiju]’, i=1,...,n
j#i

Fie iy astfel ca:

[uig| = [[ulle = max{lug| ; k=1,...,n}>0,(u#0)

Vom avea:
|u]
A —aiy| = Z%] < Z |a 10]| < 14, deoarece <L
= |uio|
J#io ]<zo
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Observatie: Presupunem cad matricea A are n vectori
proprii liniar independenti ug, up, . . ., u, asociati valorilor
proprii Ay, Aa, ..., Ay

Fie: U = [u; uz ... u,] Datorita independentei vectorilor
uy, rezultd cd matricea U este nesingulara si avem:
A = diag(A1, Az, ..., A) U'AU = A.

Consideram matricea perturbata:
A(e)=A+¢B
U AU =A+eU'BU==A+¢eC

Rezultd cd A(¢) ~ U 'A(e)U = au aceleasi valori proprii
/\i(e).

n
Aile) = i = ecil < € 3 legl = A(e) = A = Ofe).
j=1
J#i
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Metoda puterii pentru matrice
simetrice
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Metoda puterii pentru matrice simetrice
Propozitie

Fie A € R™", AT = A. Atunci toate valorile proprii ale
matricei A sunt numere reale.

Demonstratie: Fie A € Csiu € C", u # 0, astfel incat
Au = Au.
Considerdm produsul scalar:

(Au/ U)Cn = A(ur u)C” = /\HUH%
Dar deoarece AT = A, avem:
(Au,u)cr = (u, ATu)er = (u, Au)cr = (Au, u)or = (Au, u)cr € R.
Rezulta:
_ (Au, u)er
[[ull3
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Metoda puterii pentru matrice simetrice

Propozitie
Fie A e R™" A = AT, Atunci existi o bazd ortonormatd de
vectori proprii ai matricei A, {ul,u?, ..., u"} astfel incat

1, dacii=j

L w)=6; =
(w', ) J {0, dacd i # j

Echivalent, putem scrie cd existd vectori proprii
{ul,w?,...,u"} asociati valorilor proprii reale
{A1,A2,..., A, } astfel ca:

AU=UA & UTAuU=A

cu A =diag(A1, A2, ..., Ay), silU=[ugu ... uy
matrice ortogonala.
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Metoda puterii pentru matrice simetrice
Definitie
Se numeste coeficient Rayleigh al vectorului u € R” pentru
matricea A urmdtoarea marime scalara:

T
u'Au  (Au,u)pr  (Au,u)pe
rw = 228 - Au
ulu (u, u)rn [lull5

Se verificd usor ca dacd u € R" este vector propriu al
matricei A asociat valorii proprii A, atunci r(u) = A.

Fie A € R™", A = AT. Matricea are valori proprii reale
A1, A2, ..., Ay. Presupunem in plus ca:

|A1] = [Az] = -+ = Ay 2 0.
Vectorii proprii se noteaza ul,u?,..., u
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Metoda puterii pentru matrice simetrice

Metoda puterii este un algoritm care aproximeaza
valoarea proprie de modul maxim A1 si un vector propriu
asociat.

Se porneste de la un vector nenul de normd euclidiana 1,
u®@ eR?,  |Ju9|, =1, si se construieste urmitorul sir de
vectori de normd euclidiana 1:

W gm0 o 1
|Au©]|, |[Au®]l
o L 01
[Aut=D]l

In anumite conditii, acest sir converge la un vector
propriu asociat valorii proprii Ay, iar coeficientii Rayleigh
corespunzatori converg cdtre A;.

14/62



Metoda puterii pentru matrice simetrice

Teorema
Fie A € R™" o0 matrice simetricd pentru care valorile proprii
indeplinesc conditia:

A1l > Aol > --- > |4, > 0.

Daci u® € R", [[u@|, = 15i (u@, ul) # 0, unde u' este
vector propriu asociat lui A1, atunci:

1 . o
u® = —— A% — u, (vector propriu asociat Iui A;)

1A O
iar coeficientii Rayleigh satisfac:

ru®) - A;.
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Metoda puterii pentru matrice simetrice
Demonstratie. Fie {u',u?,...,u"} vectori proprii asociati
valorilor proprii {A1, Ay, ..., Ay}, care formeazd o baza
ortonormata in R”.

Atunci avem

u® = gu! + au? + - +a,u”, a; €R.

Deoarece (u9, ul)ps # 0, rezulti ci a; # 0.
Din constructia sirului u®, deducem c4 existi o constanti
¢k astfel incat:

u® = ckAku(O) = CkAk(fllu1 +au? 4.+ apu")

= ck(al/\'l‘u1 + az/lguz +...+ an/\ﬁu”)

PR L
:ck/\'{ aul + ao (—2) w+ ...+ +a, (—") u”

Al Al
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Metoda puterii pentru matrice simetrice

Demonstratie.(continuare)

Din aceasta ultimd relatie, din faptul ca A; este valoare
proprie dominanta si a1 # 0 deducem cd pentru k suficient
de mare vectorul u® se aliniaza dupa vectorul propriu u':

u® ~ ckA'{mul.
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Metoda puterii

u® e R, WO, = 1;
k=0;
do

o k++;
oW :Auk_l;

o Ax = r(u®) = (Auk, uF)ps;

while (J|JAuF — Aul|| > & sik < kypax);
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Metoda iteratiei inverse
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Metoda iteratiei inverse

Considerdm o matrice simetrici A € R™", cu A = AT, si fie
p € R un numadr real care nu este valoare proprie a lui A.

Vom folosi metoda puterii pentru a aproxima valoarea
proprie a matricei A cea mai apropiatd de y si un vector
propriu asociat.

u # valoare proprie — det(A — ul,) #0 = 3(A—ul,)L.
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Metoda iteratiei inverse

Fie {11, A2, ..., A} valorile proprii reale ale matricei A.
Valorile proprii ale matricei (A — ul,)~! sunt:

{ 1 1 1 }
M= Ap—p" Ay —p

Matricele A si (A — ul,)™! au aceiasi vectori proprii.
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Metoda iteratiei inverse

Presupunem cd Aj este valoarea proprie cea mai apropiata
de u (si singura). Atunci avem

1
Ar—ul -

, Vj#L (*)

Relatia (*) sugereaza aplicarea metodei puterii pentru
matricea (A — ul,)”!, pentru a aproxima valoarea proprie
(A; — 1)~ si un vector propriu asociat.

Algoritmul conduce la aproximarea valorii proprii cea
mai apropiata de y, Aj, si a unui vector propriu asociat

acesteia, ul.
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Metoda iteratiei inverse

u®eR", u®lp =1;
k=0;
do

o k++;
e Se rezolva sistemul (A — ul,,)w = u*~;
1
w;
[Iwll2
o Ak =r(u®) = (Au¥, ub)ps;

o ul =

while (||[Auf — Agu¥|| > € sik < kyay);
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Forma superioara Hessenberg
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Forma superioard Hessenberg

Spunem cd o matrice H € R™" este in formd Hessenberg
superioard daca:

hij=0, pentrui=1,...,n,j=1,...,i-2,

O matrice in formd Hessenberg superioara are forma:

hii hip hiz -+ hip-1 hin

ho1 hyp hyz -+ hpu-1 hop

o 0 h3p hyz -+ hzy-1 hay
=10 0 hg -+ hapn1 hay

0 0 0 R hn n-1 hnn
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Forma superioard Hessenberg

Ne intereseaza un algoritm care sd transforme o matrice
pdtraticd oarecare A intr-o matrice Hessenberg superioara
H, care sa aiba aceleasi valori proprii.

Dorim o transformare de forma:
A —> Hai H~A, H=DPAP!,

cu P o matrice nesingulara.

Algoritmul este o adaptare a metodei lui Householder si
se desfdsoara in n — 2 pasi, folosind matrici de reflexie
pentru a transforma matricea.
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Reducerea la forma Hessenberg superioara

Algoritmul de reducere la forma Hessenberg superioard
consta in:

Pas 1: Se calculeazi
AD = pAP,

Matricea P; se alege astfel incat coloana 1 sa fie adusa in
forma Hessenberg superioara.
Pas 2: .

A = p,AVP, = Py(P1A™ PP,

Matricea P; transforma coloana 2 in formd Hessenberg
superioard fdrd sa modifice coloana 1.
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Reducerea la forma Hessenberg superioara

Algoritmul de reducere la forma Hessenberg superioard
consta in:

Pasul r:
AD = P,AUIP, = Py(Pyy -+ (PLAMPy) -+ P, 1)P,

Se transformad coloana r in forma Hessenberg superioara
fdra a modifica primele r — 1 coloane.
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Reducerea la forma Hessenberg superioara

Pasul general r, under=1,2,...,n-2:

La intrarea in pasul r, matricea A are primele » — 1 coloane
in forma Hessenberg superioard. La iesire, va avea
primele r coloane in aceastd forma:

Aies = PrAintrPr; Aies ~ Aintr-

P,=I-2vv(v))T, v eR", |v]p=1

Vectorul v" se alege astfel incat matricea A;,s sd aiba
coloana r in forma Hessenberg superioard, si sd nu
schimbe primele  — 1 coloane ale matricii A;p;.
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Calculul matricii P,

1
p, =]——uu’

,B:U_k'ar+1r/
n

2— e 2 PPN 2 PR 2 e 2 —_
K=o=a,,++a5, + +an,_Zair:>k_i\/5
i=r+1
semn k = — semn a,.1,
0
A1y —k
u:= , B=0—-r=r+1(P, =1I,).
Ajr

Anr
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Aplicarea transformadrii P,A

Algoritmul de trecere de la matricea A la matricea P,A
este urmatorul:

Aej, pentruj=1,...,r-1

(P,A)ej = 1 (@1, a2, - ., Ay, K, 0, .. ,00T pentruj=r
Ae]-—&u, pentruj=r+1,...,n

p

unde
n

vj = (Aej, u)rr = Z ajj;

i=r+1
si vectorul u are componentele:
u;=0,i=1,...,r, Ups1 = a1 ,—k, uj=a,, i=r+2,...,n.
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Aplicarea transformadrii P,A
Vom descrie in continuare cum se efectueaza operatia

A :=AP,

fara a face inmultire matriciald, unde A este matricea
obtinutd anterior, avand primele r coloane in forma
Hessenberg superioara.

Vom arata ca aceasta operatie nu schimba forma
Hessenberg superioara deja obtinutd. Vom pune in
evidentd transformarile liniilor matricii A.

Pentrui=1,...,n, avem:

1
eiT(AP) = noua linia 7 a matricii AP = (eiTA) (In - —uuT)

p

1 .
= el.TA - E(eiTA)uuT = eiTA _ 2l

p

32/62



Aplicarea transformadrii P,A

_(aT _
unde y; = (ez. AU = p1Ups1 + .o+ iUy

Elementele liniei i se schimba astfel:
aij:aij—ﬁuj,j:r+1,...,n, i=1,...,n.
p
Operatia A := AP, nu modifica primele r coloane ale

matricii A, ele rdimanand in formd superior Hessenberg.
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Algoritmul de obtinere a formei superior
Hessenberg (1/2)

forr=1,...,n—-2
/ / constructia matricii P, - constanta § si vectorul u

n
— 2.

i=r+1
if(c<ée)break; / /r=r+1 P, =1,
k =+/o;

i (241, > 0) k = —k;
ﬁ:O—k-ﬂle,‘
Ul =1 r—k W =a;, i=r+2,...,1
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Algoritmul de obtinere a formei superior
Hessenberg (2/3)

//A=P+A
/ / transformarea coloanelorj=r+1,...,n
o forj=r+1,...,n

y = (yj/B) = (Aej,u)/p = (Z uiﬂij) /B;
i=r+1
fori=r+1,...,n

ajj = @j =y * Wj;

/ / transformarea coloanei r a matricii A
[ ] ﬂr+]r :k;air:O,i:r'i"z,...,n;
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Algoritmul de obtinere a formei superior
Hessenberg (3/3)

//A=AxP,
/ / transformarea liniilori=1,...,n
e fori=1,...,n

y = (i/B) = (e Aw)/B = (Z ujﬂij) /B;

j=r+1
forj=r+1,...,n
@ij = aij — Y * Uj.
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Algoritmul QR pentru aproximarea
valorilor proprii
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor
proprii
Prezentam in continuare cel mai utilizat algoritm pentru
aproximarea valorilor proprii ale unei matrice patratice
oarecare.
Definitie
Spunem cd o matrice S € R™" este in formd Schur reald

daca este in formd Hessenberg superioara si, in plus, este
bloc-diagonala:

S11 S12 Sy
[0 S sy

0 o --- Spp

38/62



Algoritmul QR - aproximarea valorilor
proprii
Blocurile S;; sunt de doua tipuri:

- Sii € R - este valorea proprie reals ;

- Sji € R?*2 - este bloc corespunzator valorilor proprii
complexe

Valorile proprii corespunzatoare blocului Sj;:

b
i = (Z d)

sunt rdddcinile ecuatiei:

A—a =b

e A—d =A2—(@a+d)A+(@ad—-bc)=0

Se presupune cd aceastd ecuatie de gradul 2 are rddacini
complexe.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor
proprii

Algoritmul QR de aproximare a valorilor proprii
construieste un sir de matrice A®) € R™", asemenea cu
matricea A:

AW <A, VK

Acest sir converge cdtre o matrice in forma Schur reala:
AR S, cand k — o

Matricea limita S este asemenea cu A, iar valorile proprii
ale lui S sunt usor de determinat.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii
Constructia sirului

Sirul A® se construieste astfel:
A0 = A, A0 = QyR, (descompunere QR calc. pentru
matricea A©))

AD = RoQo, AV = Q1Ry (descompunere QR calc. pentru
matricea AY)

A® = RiQy

AR = QiR (descompunere QR calc. pentru matricea AWy
AD = RQr, k=0,1,2,...

Matricele Qi sunt ortogonale (lel = Q}D iar matricele Ry
sunt superior triunghiulare.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii
Matricele A® si A®*D sunt asemenea. Intr-adevir,
inmultind la stanga relatia AD = QkRy cu QZ, avem

QF + 1AW = QkRy = Ry = QI A.

AR = ReQ = QTAPQ = AW ~ AW v,

Prin urmare, toate matricele din sirul construit sunt
asemenea si au aceleasi valori proprii, pe cele ale matricei
initiale A = A©):

A=A0 o AO _... 40 ... g

Daca matricea A% este in forma Hessenberg superioara,
atunci descompunerea QR folosind rotatii Givens se
simplifica.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

Reamintim algoritmul lui Givens:
Rn—l,n(en—l,n) e an(epn) e Rp,p+1(6p,p+1) T R12(612)A =R

Daca matricea A este in formd Hessenberg superioarad,

atunci in algoritmul lui Givens, din cele inmultiri

2
cu matrici de rotatie, raman doar n — 1:

Ru-1,n(On-1,n) - p p+1(6p p+1) *R23(023)R12(012)A = R
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

Problema care se pune este dacd, pornind cu o matrice in
formad Hessenberg, toate matricele sirului QR rdman in
forma Hessenberg:

A(k)(in formd Hessenberg) = H = QR (cu Givens ) =?

Avem
A(k+1) — I:I — RQ — QTA(k)Q — QTHQ

si vrem si aratam ca A®*1D) este tot in forma Hessenberg.
Avem

H=Q'HQ= RR1T2(912) " 'RrTr+1(9V r+1) - 'RZ—1 2 (On-11)
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

Notam: )
R = RR},(612)

pentru care avem:

7ip =cryp +srp, Vi =0, Vi=2,.,n - m=0,i=3,.,n
Fip = —srj +crp, Vi rTn=0,Vi=3,..,n rTn=0,1=3,..,n.

deci coloana 1 se transformad in forma Hessenberg, iar
coloana 2 rdmane in forma superior triunghiulara.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

La pasul p, avem:
(RR (912) p 1 p(Qp 1 p))Rp p+1(6pp+1) RR;erl(QppH) = R/

R=R- R{2(912) T R;_l p(ep—lp)-

Matricea R are primele p — 1 coloane in forma Hessenberg,
iar restul coloanelor in forma superior triunghiulara. Se
aratd ca, la acest pas, matricea R va avea primele p coloane
in formd Hessenberg, iar restul coloanelor in forma
superior triunghiulara.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

Operatia R := R Rgp +1(Bpp+1) presupune doar modificarea

elementelor coloanelor p sip + 1:

7_’,'p=C7ip+ST~’,‘p+1,Vi + 7ip=0,i=p+1,...,1’l N
Tip+1 = —SFip + CFipt1, Vi Fipt1 =0,i=p+2,...,n

fip=0,i=p+2,...,n
7_’ip+1=0; i=p+2,...,n
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

Observam din relatiile de mai sus cd in matricea R,
coloana p are formd Hessenberg, iar coloana p + 1 ramane
in forma superior triunghiulara. Celelalte elemente ale
matricei nu se modifica.

Prin urmare, dupd pasul n — 1, matricea
H — A(k+1)

este in forma Hessenberg superioara.

Algoritmul QR de aproximare a valorilor proprii, folosind
descompunerea Givens, pdstreaza forma Hessenberg.
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Algoritmul QR pentru valori proprii

Algoritm:

/ / Se aduce matricea A la forma Hessenberg
o A=QAQ;
o k=0;
e while (A # forma Schur reald )

e A=QR;/ / Secalculeazd cu algoritmul Givens
e A =RQsauQTAQ;
e k=k+1.
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Algoritmul QR - aproximarea valorilor proprii

In practicd se presupune ca matricea A este in forma
Hessenberg neredusa, adica:

a;i1#0,Vi=2,...,n.

Dacd matricea nu este in formd neredusd, problema se
decupleaza
A= Al A\ p
Ay Ax| n-p
p n—p
cup=n-1saun-—2.
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Algoritmului QR cu deplasare (“shift”) simpla

Algoritmul cu deplasare simpld este urmatorul:

e A= QAQT; / / aducerea la forma Hessenberg
neredusa

[} k = O,
e while (A # forma Schur reald)

o A—dil, = QR;/ / se calculeazi cu Givens
o A:=RQ+dil,;
e k=k+1;

dr € R sunt constantele de deplasare.
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Algoritmul QR cu deplasare simpla

Dacd A —dI, = QR(AW) si A = RQ +dI,, (A**D), se pune
problema daca cele doud matrice sunt asemenea (A ~ A),
adicd daca matricele din sirul construit prin pasul QR cu
deplasare simpla au aceleasi valori proprii.

A=Q"QRQ+dQ"Q = Q"(QR +d,)Q = Q"AQ = A ~ A.

Varianta cu deplasare se utilizeazd pentru a accelera
convergenta algoritmului.

Daca A1, Ay, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei A,
ordonate astfel incat:

|/\1—d|2|/\2—d|Z"‘Z|/\n—d|.
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Algoritmul QR cu deplasare simpla

Rapiditatea cu care elementele subdiagonale tind la zero
(k)
a

prlp 0,k — oo este datd de rata de convergentd a

Ap-ﬂ,—l —d k
)\p - Ci

expresiei

(k)

Daca se alege d ~ A, convergentaa, ",

— 0 este rapida.

Teorema

Fie d o valoare proprie a unei matrice Hessenberg neredusi H.
Daci H = RQ +dl,,, cu H — dI,, = QR descompunerea QR a
matricei H — dI, = QR. Atunci

Ijln n-1 = O/ Flnn =d.
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Algoritmul QR cu deplasare simpla

Algoritmul QR cu deplasare simpld gdseste valoarea
proprie d intr-un singur pas.

Euristic s-a constatat ca la fiecare pas, cea mai buna
(k)

aproximare a unei valori proprii este a,,.

g = g0

=ayy-
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Algoritmul QR cu deplasare simpla

Algoritmul QR cu deplasare simpla

o A= QAQT; / / aducerea la forma Hessenberg
neredusa

e k=0;
e while (A # forma Schur reald)

o A—ayl, =QR;/ / secalc. cualg. Givens
o A:=RQ+ayl,;
o k=k+1,;
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Algoritmul QR cu deplasare ("shift") dubla

In cazul cand valorile proprii a1, a; corespunzdtoare
blocului:

a a
G=|" ", p=n-1,
Anp  Ann

sunt complexe, a1,a; € C, abordarea cu deplasare simpla
nu mai asigurd accelerarea convergentei.

Avem:

det(AIZ - G) = (A - al)(A - 112) = (A - aPP)(/\ - ann) — Apnlnp
=A% — (a1 + @) + map = A? — (app + Aun)A + Applnn — Apulny

a1+az = App+ag, = trace(G), a1 = AppApn—apnayy = det(G).
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Algoritmul QR cu deplasare ("shift") dubla

Algoritmul QR cu deplasare dubla consta in trecerea de la
matricea A = A® 1a matricea A, = A®*D realizand doi
pasi cu deplasare simpla :

A — Aj(deplasare simpld a1), Ay — Az(deplasare simpla a,)
A-ml, = Q1Ry
A1 = RiQ1 +arly

A1 —azl, = QoRy
Az = R2Q2 + azln.
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Algoritmul QR cu deplasare ("shift") dubla

Fie matricea:

M : = (Q1Q2)(R2R1) = Q1(Q2R2)R1 = Q1(A1 — a2l)Ry

= Q1(Q]AQ1 — a2I,)R1 = Q1QTAQ1Ry — 12Q1Ry
= (A —axl)) Q1R = (A — a2ly)(A — m1y)

=A% - (a1 + a)A + mazl,.
Avem urmatoarele relatii de asemanare:
A~ Ay = QIAQ1 ~ Ay = QA1 = Q01 AQIQ:
A2 = (1) A(Q1Q2) = QTAQ, Q= Q1 Q2.
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Algoritmul QR cu deplasare ("shift") dubla

Matricea Q care asigura trecerea de la matricea A la
matricea A, este matricea ortogonala din descompunerea
QR a matricii M = (A — axI,)(A — a11,).

Pasul QR cu deplasare dubla se face urmand etapele:

1. se calculeazd matricea M = A% — sA +gl,, cu
S=a1+ay =y +ayy, q= 0102 = Applnn — Apnlnp;

2. se calculeazd descompunerea QR a matricei M;

3. A> == QTAQ.
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Vectori proprii

Consideram doud matrice asemenea A si B:

A~B & A=PBP!,P - matrice nesingulara.
Stim cd cele doua matrice au acelasi polinom caracteristic,
pa(A) = pp(A), deci au aceleasi valori proprii.

Ne intereseaza care este legdtura intre vectorii proprii
asociati aceleiasi valori proprii.

Fie u vector propriu asociat valorii proprii A pentru
matricea A si w un vector propriu asociat valorii proprii A
pentru matricea B.

Care este relatia intre u si w?
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Vectori proprii
Au=Au,Bw = Aw,A=PBP™' = PBP'u= Au

= BPlu = AP'u = w = P"lu, u = Pw.

Dacd se aplicd algoritmul QR unei matrice simetrice,
forma Schur reald la care se ajunge este o matrice
diagonala:

S=A= diag[Al,Az,. . .,/\n].

Legatura dintre matricea simetricd initiald A si matricea
diagonala este de forma:

S = A =diag[A1, Ay, ..., Ayl = UTAU
cu U o matrice ortogonald, coloanele matricei U fiind

vectori proprii asociati valorilor proprii Ay, A, ..., A,

reale.
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Algoritmul QR pentru matrice simetrice

(valori+vectori proprii)

Matricea U se poate calcula astfel:

/ / se aduce matricea A la forma Hessenberg

o A=QAQ";
] u:QT;
e k=0;

while (A # matrice diagonald)
e A=QR;/ /secalc. cualg. Givens
e A =RQsauQTAQ;
o U=UQ;
e k=k+1.
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