Descompunerea Cholesky

O matrice A€ R™ se numeste pozitiv definiti daca:

(Ax,x)R,, >0 VxeR", x#0

Notatie: 4 > 0
Fie A€ R™" o matrice simetricd (4=AT) si pozitiv definita.
Descompunerea Cholesky pentru matricea A este de forma:

A=LL", L matrice inferior triunghiulara
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Matricea L se calculeaza in n pasi, coloana dupa coloana.
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Pas r (r=1,...,n)
Se calculeaza elementele coloane1 r a matricei L:
inta1 elementul diagonal /- apo1

celelalte elemente I (i=rt+l1,...n)

Coloana r a matricei L:
(O ot 0 lrr lr+1r ot lir o lm’ )T

- se cunosc elementele primelor (-1) coloane ale matrice1 L



Calcul [,
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Calcul l; (i=r+l1,...,n):
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Factorizarea Cholesky - numarul de operatii efectuate:
A (adunari, scader1):

Z(n—r+1)(r—l)= n(n—D(n+1) %n3 +0(n?)

6
M (inmultiri, impartiri):

Z[(n—r)r+(r—1)] = n(n+46)(n—1) = %n3 +0(n?)




Algoritmul de eliminare Gauss fara schimbare de ecuatii
< descompunere LU

Presupunem ca la fiecare pas al algoritmului de eliminare

Gauss pivotul este nenul (a!"™ #0), deci nu e nevoie de

schimbare de ecuatii.

Algoritmul se poate scrie astfel:



forr=1,...,.n—1
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I1E,=E .+ f*E
efor j=r+1,...,n

a;,=a,+ f*a_;



Consideram vectorul s1 matricea:
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T :=1+t"e eR™
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t(l’)ef= - (0 e 1 0.”0)= 0 0 cee 0 PP 0
fra 0 0 - £ e 0=lin(r+1)
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Matricea 7, este matrice triunghiulara inferior cu I pe
diagonala principala:



Inversa matricel 7, este
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-1 _ (0 T
I, =1,—-t"e

TT ' = +t"e )Y, —t"e )=I —t"e’ +t"e —t"e t"e =
=1, —t"t"e =1, (0=t"=¢/ t‘”)

Daca A este o matrice oarecare, vrem sa vedem cum se poate
construl matricea B=T, A fara a face inmultire matriciala. Vom
studia legatura intre liniile matricelor 4 s1 B.

e, B=e (T.A)y=e, (I,+t"e )A=e/ A+e/t"e A=
=e, A+1" (e A)
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Linia i a non1 matrice B se obtine din linia i a matrice1 A4 la care
se adauga linia r a matricei A inmultita cu factorul #".

(T . (r)
e. A i=1,....,r (¢, =0)
e/ A+t"(e;A) i=r+1,..,n

Operatia T:A4 descrie Pasul r al algoritmului de eliminare Gauss

daca:
(r) (r) a(")

t(l’) — _ r+lr t(l’) — __ir .. 4r) _ _ nr

r+l a0 - qan’ o - a®

rr rr rr
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Algoritmul de eliminare Gauss fara schimbare de ecuatii poate
fi descris astfel:

T_,-TTA=U cuT =1 +t"e,

>
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Avem:

A — ]1—1]12—1 ”'Tn__ll U — LU , L = ]'i—sz—l ...Tn—_ll
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]1—1112—1 — (In _ t(l)eT)(I

—1®el)=1,

_ t(l)eT

:In —t(l)eT t(2) T +t(1)t(2) T —I

Prin inductie se arata ca:

L = ]1_1]-'2_1...Tn_—11 = In —

M), T _ 4(2),T
e —1e,
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Descompuneri QR
Definitie
Se numeste matrice ortogonald, o matrice Q € R"*" care
satisface relatia:

0'0=00"=1, (0"=0")
Matricele ortogonale au urmatoarele proprietati:

e Daca @ este matrice ortogonala atunci s1 matricea
transpusa Q! este ortogonala.

0'0=0"(Q") =00"=(")' 0" =1,
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e Daca Q7 s1 Q> sunt matrice ortogonale atunci Q;Q: este
tot matrice ortogonala.

(0,0,)'(0,0,)=0,0/00,=0,10,=1,
(Q1Q2) (Q1Q2 )T = Q1Q2Q2TQ1T — Q1TI Q1 = In

e Daci O € R™" este matrice ortogonala si x € R” atunci

19 I,=]] x I,

10x |3=(2x,0x) =(x,0"0x) =(x,x) =l x|}, II-I,20=
| Ox [|,=l[ x|,
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Fie A o matrice reala patratica de dimensiune n. Pp. ca avem:
A=0R

unde Q este o matrice ortogonala iar R este o matrice superior
triunghiulara.

Ax=b & ORx=b < OQ'ORx=0'b <& Rx=0'b
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