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Recap. curs 2

1. Produse scalare
2. Norme
1. Vectoriale
2. Euclidiene
3. Matriceale
1. Naturale (induse)

4. Spectrale
3. Istoria rezolvarii sistemelor liniare



Structura curs 3

1. Reprezentari ale numerelor
e Numere in format binar
* Numere in format zecimal
2. Reprezentarea zecimala (trunchiere si rotunjire)
3. Eroriin calculele numerice (surse, propagare)
4. Conditionare si stabilitate numerica
 Exemplu: polinomul Wilkinson



Reprezentari ale numerelor

IEEE Binary Floating Point Arithmetic Standard 754

- IEEE 754-1985 — versiunea originala, prima
publicare a standardului binar pentru virgula mobila

- IEEE 754-2008 — revizuire majora care a inclus
aproape tot standardul original, plus standardul IEEE
854-1987 (care definea aritmetica in virguld mobila
independenta de baza) s1 a extins standardul cu
formate zecimale.

- IEEE 754-2019 — versiunea actuala, publicata in 1ulie
2019, este o revizuire minora ce aduce clarificari,
corectil de erori s1 operatil recomandate noi.



Reprezentari ale numerelor

IEEE Binary Floating Point Arithmetic Standard 754
Fara IEEE 754

- Programele ar calcula s1 interpreta numerele in mod
diferit pe procesoare sau calculatoare diferite.

- Transferul de date numerice intre sisteme ar putea
duce la rezultate incorecte sau neasteptate.

- Limbajele de programare s1 compilatoarele ar trebui
sa implementeze propriile reguli individuale.

Datorita IEEE 754, astazi:

v Majoritatea unitatilor hardware de calcul (FPUs,
procesoare) folosesc acest standard.



Reprezentari ale numerelor

IEEE Standard 754 defineste:
1. Formate aritmetice — seturi de tipuri de date in formate binare

s1 zecimale, care includ:

*  Numere finite

 Zeros (,,+0” s51,,—0)

*  Numere subnormale

e Infinit”

e  Valori speciale ,,NaN” (Not a Number — nu este un numar)

2. Formate de schimb (interchange) — codar1 (siruri de biti)
folosite pentru a transmite date eficient s1 compact

3. Reguli de rotunjire — proprietati ce trebuie respectate la
rotunjirea numerelor in timpul operatiilor sau conversiilor

4. Operatii — operatii aritmetice s1 functi (de exemplu
trigonometrice) pe formatele definite

5. Gestionarea exceptiilor — modul in care se semnaleaza conditi
exceptionale (de exemplu: impartire la zero, depasiri, etc.)



Reprezentari ale numerelor

IEEE 754 defineste mai multe formate de reprezentare a numerelor
in virgula mobila, atat in baza 2 (binare), cat s1 in baza 10
(zecimale).
Fiecare format specifica:

* numarul total de bit1

* impartirea in semn, exponent $1 fractiune (mantisa)

* domeniul valorilor reprezentabile

* precizia numerica

Format Biti Precizie aproximativa | Utilizare tipica

binary16 16 34 cifre Grafica, Al

binary32 32 ~7 cifre Aplicatii generale
binary64 64 ~15-16 cifre Stiintific, standard implicit
binary128 128 ~34 cifre Cercetare avansata



Reprezentari binare

(-1)’ 91023 1+ f)
s — bitul de semn - primul bit
¢ — exponentul — urmatorii 11 biti
f— mantisa - urmatorn 52 de bif1 (info despre partea fractionara)
27.56640625 =0 10000000011 10111001000100000000000000000000000000000000000000000

(27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,
27.5664062500000017763568394002504646778106689453125)
Pts=0,c=1, f=0 obtinem z - cel mai mic numar pozitiv care poate fi

reprezentat: o _ p-12(1 4 0) 0.22251x10

Pts =0, c =2046, f=1-2-2 obtinem Z - cel mai mare numar pozitiv care poate fi

reprezentat:
P Z =2""12-2"")~0.17977x10°"

Numerele care apar in calcule si sunt mai mici decat z sunt setate in
general la 0 (underflow) 1ar cele mai mari decat Z duc, de obicei, la oprirea

calculelor (overflow).



Reprezentari binare

(-1)’ 91023 1+ f)
s — bitul de semn - primul bit
¢ — exponentul — urmatorii 11 biti
f— mantisa - urmatorn 52 de bif1 (info despre partea fractionara)
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(27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,
27.5664062500000017763568394002504646778106689453125)
Pts=0,c=1, f=0 obtinem z - cel mai mic numar pozitiv care poate fi

reprezentat: o _ p-12(1 4 0) 0.22251x10

Pts =0, c =2046, f=1-2-2 obtinem Z - cel mai mare numar pozitiv care poate fi

reprezentat:
P Z =2""12-2"")~0.17977x10°"

Numerele care apar in calcule si sunt mai mici decat z sunt setate in
general la 0 (underflow), 1ar cele mai mari decat Z duc, de obicei, la

oprirea calculelor (overflow).



Reprezentari binare

Format binary16 (half precision — 16 bit1)
* 1 bit semn Half-precision @ —— =
* 5 bitt exponent
* 10 biti fractiune -
. Bias eXp()nent: 1S|é}int B|5asb<ie?sE(xkp(=)nse)m Fractlore(st;;jtrwslflcaarwd)
15
° PreCIZle: N3_4 16 15 14 13 12 1 19 9 8 7 6 5 4 3 2 1

cifre zecimale | 1J(110[@[1[1][1e[1[1Te[e[1Te[1]e] = -2/.15623

4 1 0 1 -3 -4 -7 =9
exponent = 2 + 2 + 2 =19 fraction = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 =

A k-1 51 . =0.5+ 0.125 + 0.0625 + 0.0078125 + 0.001953125 =
bias =2 -1=2 - =15

= 0.697265625
biased_exponent exponent - bias 19 - 15 4

1 x 2" x (2% 0.607265625) = -27.15625



Reprezentari binare

Format binary32 (single precision — 32 biti)
* 1 bit semn
* 8 biti exponent
* 23 biti fractiune
* Bias exponent: 127
* Precizie: ~7 cifre zecimale
serrlm exponent (8 biti) fractie (23 biti)
I Il I
ojofa|1|1|1|1|0|0]O|1|0|0|0O|0O|O|O|O|O|O|O|{Of{O(O[O[O|O|O|O|0O|O|O] = 0,15625

31 30 2322 (indicele bitilor) 0

Valoarea reald a unei date binary32 pe 32 de biti cu un semn dat, un exponent
deplasat E (intreg fara semn pe 8 biti) si o parte fractionara pe 23 de biti este:

(—1)b31 X 2(b30b29"'b23)2_127 X (]_, b22b21 “e b0)2



Reprezentari binare

Format binary64 (double precision — 64 biti)
* 1 bit semn
* 11 biti exponent
* 52 biti fractiune
* Bias exponent: 1023
* Precizie: ~15-16 cifre zecimale

exponent fractie
semn (11 biti) (52 biti)
|| Il
o o o
63 52 0

Valoarea reald a unei date binary64 pe 64 de biti cu un semn dat, un exponent
deplasat E (intreg fara semn pe 11 biti) s1 o parte fractionara pe 53 biti este

52
(_1)semn (1 _|_ Zb52222) X 2E—1023
=1



Reprezentari binare

Format binary128 (quadruple precision — 128 biti)
* 1 bit semn
* 15 biti exponent
* 112 biti fractiune
* Bias exponent: 16383
* Precizie: ~34 cifre zecimale

exponent fractie
semn (15 biti) (112 biti)

I;iIIIHIHH||||O|||||||||||||!|||||||||||||||||||||||IIHHII||||||||||||||||||||\|H||||||||||||||||||H||||||||||||||||||||HIHo

|
127 112 0




Reprezentarea numerelor zecimale

Un numar are forma:
(_ l)semn % coeficient X loempo7ze-nt

Diferenta fata de formatele binare:

* baza este 10, nu 2

* coeficientul este un numar zecimal finit
* exponentul este in baza 10



Reprezentarea numerelor zecimale

Format decimal32 (32 bifi1)
Caracteristici:

* 32 bit1 total

e ~7 cifre zecimale semnificative

* 1nterval exponent aproximativ: —95 la +96

semn exponent (8 biti) fractie (23 biti)
| | | I

olol1|1]1|1|1]0lolo]|1]0lololo]ololololololo]ololololo|olo]olo]o
31 30 2322 (indicele bitilor) 0

Valoarea reala a unei date decimal32 pe 632 de bifi cu un semn
dat, un exponent deplasat E (intreg fara semn pe 11 bif1) s1 o parte
fractionara pe 23 biti este

(=1)5197 x 10exPonent=101  significand,



Reprezentarea zecimala, aproximare

Reprezentarea zecimala a unui numar, folosind k& cifre este:

+0.d,d,...d, x10" 1<d, <9, 0<d, <9,i=2,....k

Orice numar real y de forma
y=0dd,. .dd, d,,..x10"
poate f1 reprezentat folosind k cifre printr-o simpla trunchiere:

fi(y)= 0.d1d2 .. .dk x10"
Eroarea de trunchiere este: y — fl(y)

Reprezentarea lui y cu k cifre se poate face si1 prin rotunjire:

A(y)=0.5,0,...0, x10"

fl(y) inseamna floating-point representation (valoarea lui y
reprezentata/rotunjitd in sistemul masina)



Reprezentarea zecimala: rotunjire

Orice numar real y de forma
y=0dd,..dd, d,,..x10"
poate fi reprezentat folosind & cifre printr-o rotunjire, astfel:
- Dacd dk+1 < 5, atunci fI(y)=0.d.d,...d, x10" (round-down)
- Daca dk+1 > 5, atunci fl(y) = 0.did2... (dr + 1) x 10" (round-up)
- Daca dk+1 = 5, atunci se face:
- round-up SAU
- round-to-even:
- Daca d,, este par, ramane la fel
- Daca d, este impar, se mareste cu 1



Reprezentarea zecimala: aproximare

Un numar r* aproximeaza numarul r cu ¢ cifre exacte daca ¢ este
cel mai mare intreg nenegativ pentru care:

E 3
r-r

<5x10°*
|7 |

La trunchiere avem:

|y—ﬂ(y) <10+
y
La rotunjire avem:

|y_ﬂ(y) <0.5%x107%

y




Reprezentarea zecimala: operatii in calculator

x+,y=f(fl(x)+ fl(y))
x—.y=fl(fl(x)- AI(y))
xx, y=fI(fl(x)x fI(y))
x+, y=fl(fl(x)+ fI(y))

Indicele ¢ arata ca:

* lucram in aritmetica finita

* apar erori de reprezentare

* apar erori de rotunjire la fiecare operatie

Este o notare standard in analiza numerica pentru a diferentia:
* operatiile matematice exacte

* operatiile efectuate pe calculator (aproximative)



Surse de erori 1in calculele numerice

1. Eror1 in datele de intrare:
* masuratori afectate de erori sistematice sau perturbatu temporare,
* erori de rotunjire: 1/3, m, 1/7, ...

2. Eror1 de modelare:

e crori de discretizare: limita unui sir, suma unei serii, functi
neliniare aproximate de functu liniare, aproximarea derivatel
unei functi, ...

* simplificari in modelul matematic, 1dealizari, ignorarea unor
parametri, ...

3. Eror1 In_timpul calculelor:

* erorl de de rotunjire datorate capacitati limitate de memorare a
datelor, operatiile nu sunt efectuate exact

* erori ale bibliotecilor folosite (,bug’)

4. Eror1 umane (date, algoritmi, intelegerea problemer)



Eroare absoluta, eroare relativa
Fie a valoarea exacta si @ valoarea aproximativa.

Definim eroarea absolutd prin a - d sau |a — @| sau ||a — d||.
Eroare absoluta: |a —da| < A, (decia=d +A,),

unde A, este marimea maxima a erorii absolute.
Eroarea absoluta spune cu cat difera efectiv valoarea aproximativa
de cea exacta.

~

. a—a la—al| la—dll
Eroare relativa (pentru a nenul): —— sau al T

. |a—a|
noteaza

<
la| — Oq

unde 6, este eroarea relativa maximda (uzual exprimata in
procente, %).
Eroarea relativa se foloseste cand vrem sa vedem eroarea raportata la
marimea valorii exacte.




Eroare absoluta, eroare relativa

Eroare absoluta

Eroare relativa

Masoara diferenta directa

Masoara diferenta raportata la
marimea valorii

Depinde de unitate

Este adimensionala

Buna pentru valori de aceeasi
scara

Buna pentru comparatii intre
marimi diferite



Eroare absoluta, eroare relativa: exemplu

In aproximairile 1kg + 5g, 50g + 5g erorile absolute sunt egale (5g),
dar pentru prima cantitate eroarea relativa este 0,5% ((5*100)/1000)
1ar pentru a doua eroarea relativa este 10% ((5*100)/50).

Formalizand, vom vedea ca erorile se propaga:
a,=a,tA, ,a,=a,tA, ,
a, ta,=(a, iaz)i(Aw1 iAaz)
A, .. SA +A, .

a; cu eroare relativa 8,4, s1 a, cu eroare relativa 4, .

a <
Daca a=a; *a; sau ' rezulta 6,=6, +9,
a
2



Conditionare numerica

Conditionarea unei probleme caracterizeaza sensibilitatea solutiei in
raport cu perturbarea datelor x de intrare, in 1poteza unor calcule
exacte (independent de algoritmul folosit pentru rezolvarea
problemet1). Conditionarea tine de problema matematica in sine.
Conditionarea masoara cat de sensibila este solutia exacta la mici
modificari ale datelor de intrare.

Fie x datele exacte de intrare,
X o aproximatie cunoscuta a acestora,
P(x) solutia exacta a problemei s1
P(x) solutia problemei cu X ca date de intrare.
Se presupune ca s-au facut calcule exacte pentru obtinerea solutiilor
P(x) si P(X).
O problema se considera a fi prost conditionata daca P(x) si P(X)

i g i g .o lx=%|
difera mult chiar daca eroarea relativa

este mica.




Conditionare numerica

Condifionarea numerica k(x) a unei probleme este exprimata prin
amplificarea erorii relative, anume prin formula:

| P(x)—P(x)||

1P
K= 1x-%|

x|

O valoare mica pentru k(x) caracterizeaza o problema bine conditionata.

pentru x # 0 si P(x)#0

Conditionarea este o proprietate locala (se evalueaza pentru diverse date de
intrare x). O problema este bine condifionata daca este bine conditionata in

orice punct.

Eroarea relativa in datele de 1esire =
Numar de conditionare X Eroarea relativa in datele de intrare



Conditionare: exemplu

Se considera polinomul Wilkinson, cu radacinile intregi 1, 2, .... , 20:

w(x)=(x-1(x=2)(x-20)=x" -210x" + P(x)

Daci se schimba coeficientul -210 al lui x' cu urmatoarea aproximare:
-210 - 2-3=-210.0000001192

atunci solutiile (cu 5 zecimale exacte) noului polinom sunt:

1.00000 2.00000, 3.00000, 4.00000, 5.00000, 6.00001, 6.99970, 8.00727,
8.91725, 20.84691, 10.09527 +i0.64350, 11.79363 +i1.65233, 13.99236 +
i2.51883, 16.73074 +£i2.81262, 19.50244 +i1.94033



Stabilitate numerica

Pentru rezolvarea unei probleme P, calculatorul executa un algoritm

~

P. Deoarece se folosesc numere in virgula mobila, calculele sunt
afectate de eror1 :

P(x) = P(x)
Stabilitatea numericd exprima marimea erorilor numerice introduse
de algoritm, in 1poteza unor date de intrare exacte (cum se comporta
algoritmul in prezenta erorilor de rotunjire de pe calculator), anume:

|P(x)—P(x)||
IPCOIl

Algoritmul amplifica sau controleaza erorile de rotunjire?
* Daca erorile raman mic1 — algoritm numeric stabil

* Daca erorile cresc exploziv — algoritm numeric instabil

||P(x) — I3(x)|| sau



Stabilitate numerica

O eroare relativa de ordinul erorii de rotunjire caracterizeaza un
algoritm numeric stabil.

Un algoritm numeric stabil aplicat unei probleme bine conditionate
conduce la rezultate cu precizie foarte buna.

Un algoritm P destinat rezolvarii problemei P este numeric stabil
daca este indeplinita una din conditiile:
- P(x) = P(x) pentru orice date de intrare x
- existd ¥ apropiat de x, astfel ca P(x) = P(%),
unde: x = datele exacte,
P(x) = solutia exacta folosind date exacte,

P(x) = solutia ,,calculati” folosind algoritmul P cu date exacte de intrare
P(x) = solutia ,,calculatd” folosind algoritmul P cu date aproximate X




Conditionare vs. Stabilitate numerica

Conditionare

Stabilitate

Proprietate a problemel

Proprietate a algoritmului

Nu depinde de implementare

Depinde de metoda aleasa

Tine de sensibilitatea solutiel

Tine de propagarea erorilor

Nu poate f1,,reparata” prin
algoritm

Poate f1 imbunatatita printr-un
algoritm mai bun

Cat de fragil este un obiect

Cat de delicat manipulezi
obiectul

Daca obiectul este fragil (rau conditionat), orice mica atingere 1l strica.

Daca obiectul este solid (bine conditionat), dar il arunci pe jos (algoritm

instabil), tot 1l strici.



Recapitulare si/sau intrebari curs 3

1. Reprezentari ale numerelor
e Numere in format binar
* Numere in format zecimal
2. Reprezentarea zecimala (trunchiere si rotunjire)
3. Eroriin calculele numerice (surse, propagare)
4. Conditionare si stabilitate numerica
 Exemplu: polinomul Wilkinson



