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Agenda cursului 1

1) Organizare, echipa, comunicare

2) Evaluare & reguli

3) Tematica (algebra liniara + optimizare)

4) Exemple (trafic, retele, imagini)

5) Preliminarii: vectori, matrici, spatii vectoriale



Echipa ALO (emails)

Cursuri:

e confdr. Anca IGNAT,

« confdr. Corina FORASCU

Seminarii si laboratoare:
 confdr. Anca IGNAT,

e confdr. Andreea ARUSOAIE

Orar: https://edu.info.uaic.ro/orar/discipline/orar alo.html
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Structura activitatilor la curs - 1

1.

o

Exemple. Notiuni introductive: operatii cu vectori si
matrice, tipuri de matrice elementare.

Norme vectoriale si matriceale. Istoria rezolvarii
sistemelor liniare

Erori in calculele numerice (surse, propagare).
Conditionare si stabilitate

Metodele substitutiei pentru rezolvarea sistemelor
triunghiulare. Algoritmul de eliminare Gauss.
Descompuneri LU

Descompuneri QR

Metode de aproximare a valorilor si vectorilor proprii:
metoda puterii si a iteratiei inverse, forma Hessenberg.
Metode de aproximare a valorilor si vectorilor proprii:
metode de tip QR. Descompunerea dupa valori singulare



Structura activitatilor la curs - 2

8. Rezolvarea sistemelor liniare: recapitulare, exemple

9. Scheme de memorare a matricelor rare. Metode iterative
de rezolvare a sistemelor mari si rare: metodele Jacobi,
Gauss-Seidel

10. Introducere in probleme de optimizare, tipuri de probleme
de optimizare, conditii necesare si/sau suficiente

11. Metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare pentru
matrice simetrice si pozitiv definite: metodele relaxarii,
metoda pantei maxime, metoda gradientilor conjugati

12. Rezolvarea ecuatiilor neliniare: metodele bisectiei,
tangentei, coardei si secantei, metode de aproximare a
radacinilor polinoamelor

13. Interpolare numerica: Lagrange, forme Newton, spline, cele
mai mici patrate

14. Metode de optimizare numerica fara restrictii



Modalitatea de evaluare - 1

Punctaj final =
= punctaj laborator (max 300) (37.5%) +
+ 10*nota test seminar (in S7) (12.5%) +

+ 40*nota test scris (in sesiune) (50%)

Conditii de promovare a disciplinei:
- nota la testul scris din sesiune > 3
S

- punctajul final =2 360



Modalitatea de evaluare - curs

Test scris in sesiunea de examene
v’ tezd scrisa cu 3 - 4 exercitii din materia predata - 1 ora
v 1n prima jumatate de ora a testului scris este permis

accesul doar la documentatie tiparita (fara resurse
electronice)

v’ teza scrisa este notatd intre 1 si 10
v

pt promovare, nota la testul scris trebuie sa fie cel
putin 3




Modalitatea de evaluare - seminar

Lucrare scrisa in saptamana a 7-a

v’ jumatate de or3, la seminar,

v’ din exercitiile facute la seminariile precedente si cel
curent

v' lucrarea scrisa este notata intre 1 si 10



Modalitatea de evaluare - laborator

5 teme de laborator

disponibile la https://edu.info.uaic.ro/algebra-liniara/
evaluate conform cu precizarile de |la aceeasi pagina
fiecare cu punctaj si termen de predare clare

punctaj maxim la laborator: 300 pt.

se acorda un bonus de maxim 5 pt. pentru orice tema
prezentata cu cel putin o saptamana mai devreme
decat termenul limita.
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Modalitatea de evaluare - 2

Nota finala se calculeaza in functie de punctajele finale,
folosind distributia Gauss:

primii 10% - nota 10’ . Distributia notelor pe curba Gauss —
urmatorii 20% - nota 9, = / o

0.30 1 20% - No
10% - Nota

=2=2222

- . oot
Q

H O o0 ~N O

urmatorii 25% - nota 8, .=

% 0.20 A

urmatorii 25% - nota 7, =

urmatorii 15% - nota 6, . J

o

urmatorii 5% - nota 5 e T T S R R

Punctaj standardizat

Procentele se calculeaza din numarul de studenti care
au indeplinite conditiile de promovare.



Modalitatea de evaluare - 3

NEPROMOVARE: Daca studentul nu indeplineste
criteriile minimale, poate opta in sesiunea de
reexaminare pentru refacerea testului scris din sesiune.

MARIRE: Dacd studentul indeplineste criteriile
minimale, dar doreste marirea notei, poate opta in
sesiunea de reexaminarea pentru refacerea testului
scris din sesiune.
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Don’t
FORGET!

Motivatii )

Linear algebra is the language of modern applied
mathematics.

Gilbert Strang (MIT), “regele” algebrei liniare moderne

= Retelele neuronale, embedding-urile, transformarile
liniare — toate vorbesc ,,matrice si vectori”. Practic, fara
algebra liniara, Al-ul ramane mut.



Don’t
FORGET!

Motivatii )

The purpose of computing is insight, not numbers.

Richard Hamming — Matematician & pionier in calcul
numeric

= Algebra liniara si optimizarea nu sunt despre calcule
mecanice — sunt despre intelegerea structurii datelor
si gasirea celor mai bune solutii.



Structura curs 1

Exemple practice

Notiuni introductive (= recap.) despre vectori si matrice:
operatii cu vectori si matrice
tipuri de matrice elementare



Exemple practice (EP)

1. Traficul si sistemele liniare
Centralitatea in retelele sociale

Compresia imaginilor digitale si descompunerea
dupa valori singular (SVD)



(EP): Trafic flow and.... linear systems
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FIGURE 1.24 Two traffic patterns.

(R.C. Penney — Linear Algebra, Ideas and Applications, 4-th ed., Wiley, 2016)



5)

(EP) Trafic flow and.... linear systems

- one way streets;

- the numbers represent the average number of cars
per minute that enter or leave a given street at 3:30pm;
-X, VY, Z, W, ... - average number of cars per minute on a
certain street

- no. of cars entering = no. of cars leaving

) )
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(EP) Trafic flow and.... linear systems @‘;@'
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(EP) Centralitate in retelele sociale @

S

Centralitatea indica pozitia sau importanta unui element
intr-o structura relationala - notiune introdusa de Alex
Bavelas in 1948 studiind comunicarea intre oameni.

Care sunt cele mai ,,importante” noduri din retea?
Un nod este considerat , central” daca:
1. are multe conexiuni directe (degree centrality),

2. controleaza fluxul de informatie (betweenness),

3. este aproape de toti ceilalti (closeness),

4. este conectat cu alti actori importanti (eigenvector).



5)
) )

(EP) Centralitate in retelele sociale -

Fie (VV, E) — graful care modeleaza reteaua, unde
V — noduri/varfuri (persoane intr-o retea sociala)
E — muchii intre noduri (relatii - prietenie, comunicare etc.)

Fie A — matricea de adiacenta asociata, A = (a;;); j=1n
unde N este numarul de noduri- N = |V|

Se numeste drum geodesic intre doua varfuri orice drum
de lungime minima (numar minim de muchii) dintre cele 2

varfuri.



(EP) Centralitate de grad (degree @
centrality)

S

Este numarul de legaturi directe (conexiuni) pe care le are un nod.

deg(v;) = numarul de muchii incidente in nodul v;

Un nod cu degree mare:

e este bine conectat

e poate difuza informatie rapid

* are acces direct la multe resurse

DAR NU inseamna neaparat ca e ,strategic important” in retea

(pentru asta se folosesc betweenness sau eigenvector centrality)



(EP) Centralitate de apropiere (closeness c.)
9 6
\ 4

S

Este suma lungimilor drumurilor geodesice de la nodul

respectiv |la toate celelalte noduri.

Un individ cu closeness mare:

e poate transmite informatia rapid

* are acces eficient la restul retelei

* nu depinde mult de intermediari

Este genul de persoana ,bine pozitionata strategic”, chiar

daca nu are neaparat cele mai multe conexiuni directe.



(EP) Centralitate de @

S

interrelatie/intermediere (betweenness c.)

Masoara in ce masura un nod se afla pe drumurile minime dintre

alte noduri din retea - cat de mult controleaza un nod fluxul de

informatie dintre alti actori. n, (v)
! ( b(V)= Z ¢

SEV#L, nst
Un nod cu betweenness mare: stV

» face legatura intre grupuri diferite
e poate controla sau filtra informatia
* este ,broker” sau intermediar strategic

Chiar daca nu are multe conexiuni directe, poate fi foarte influent.



5)

(EP) Centralitate de vector propriu
(eigenvector c.)

Masoara importanta unui nod tinand cont nu doar de numarul
conexiunilor sale, ci si de importanta nodurilor cu care este

conectat.

Un individ cu eigenvector mare:

e este conectat la alti actori influenti

* face parte din ,nucleul” retelei

e areinfluenta structurala, nu doar locala

Este genul de persoana conectata la alti lideri — efect de elita.

) )



(EP) Centralitate de vector propriu
(eigenvector c.)

x; este centralitatea de vector propriu a nodului v;
o1 N :
x()=— D, x() =2 a;x(j)
ﬂ‘ Jjelr’'(v;) A‘ j=1
x =(x(1), x(2),...,x(N))T

x=%Ax S Ax=Ax

)
{
L

A > 0 este valoarea proprie Perron (cea mai mare valoare proprie)

a matricei A, iar x este vectorul propriu asociat



(EP) Compresia imaginilor digitalesi | *
descompunerea dupa valori singulare

1. Imaginea originala - matrice de pixeli A cu m linii si n coloane
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(EP) Compresia imaginilor digitale si i\@; @\, |
v ° o —
descompunerea dupa valori singulare

1. Imaginea originala - matrice de pixeli A cu m linii si n coloane

A = (a;))i=1m,j=Tm aij € Rsau a;; € R?
unde a;; € {0,1,2,...,255} sau
a;; €{0,1,2,...,255}° sauq;; € [0,1]®
Memorarea lui A:

m-n-mem(int/double)(-3) bytes
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(EP) Compresia imaginilor digitale si @
descompunerea dupa valori singulare

2. Descompunerea matricei A dupa valori singulare (SVD), pentru a simplifica
matricea, pastrand esentialul din ea. SVD separa informatia in: directii
importante (in U si V) si ,cantitatea” de informatie pe fiecare directie (valorile
singulare din S)

A=U-5-VT U e R™™ IV € R™™", unde U si V sunt matrici ortogonale:

U=[uy,uy, .., U],V =[v1,V5, ..., Uy,
1,dacai =j ..
(ui’uf)mzm =0y = {0, dacai # j’ vi’vf)R" = 0ijy Vi, J.
(0-1 0 --- 0 0)
0 o, 0 0
S = ceR™ A=c.uyv! +ouyv. +---+ouv’
- 0 0 c 0 1171 2272 rr’r
L0 0 0 0

0,20,2--20,>0 ,r<min{m,n} Suntvalorile singular ale matricei A.



(EP) Compresia imaginilor digitale si @
descompunerea dupa valori singulare

3. Pastrarea primelor k valori singular dintre cele r
4. Reconstructia aproximata

A~ A =ouy, +o,uy, +--+o,uy,
Memorarea lui A, necesitda k(m+n+1)-mem(double) (k -m pt U,, k -n pt V,,
respectiv k pentru )
mn
k(m+n+1)

Rata de compresie este r, =
5. Compresie prin reducerea rangului.

v Cu cét k e mai mic > compresie mai mare, dar pierdere mai vizibila.

v Cu cit imaginea are mai multa structura (zone uniforme) = SVD functioneaza
mai bine.

v Texturi complexe = k trebuie ales mai mare.



(EP) Compresia imaginilor digitale si @
descompunerea dupa valori singulare

Exemplu concret de compresie

Imagine 1000 x 1000 pixeli
Initial stocam: 1.000.000 Valori

Daca alegem k = 50

Stocam: 50(1000+1000+1) = 50 - 2001 = 100.050

Rezultar,= 10

Deci aproximativ 10:1 compresie si vizual diferenta poate fi foarte
mica.



Vectori si matrici

Fie x;,y;, A € R.

Se definesc vectorii x, y € R" si operatiile de adunare (internd) a
vectorilor s1 inmultire (externd) a vectorilor cu scalari astfel:

(xl\ (J’1\ (xl + ) ) (’?'x1\
X, Y X, +t), Ax,

\ X, / \V» / X, + V. ) \Ax, )



Vectori si matrici

Fie numarul complex z € C, z =a + ib.
Notam Re 7 = a — partea reala a lui z s1
Im 7 = b — partea 1maginara a lui z
Z = a — ib — conjugatul numarului complex z

|z| = Va? + b? — modulul numarului complex z
Fie vectorul z € C":

(7, )

z2
2=|." | Cu Z;52y5ee52, €C.

\n
Notdm cu R™*™ / C™™  multimea tuturor matricilor cu elemente
reale / complexe cu m lini1 s1 n coloane:

A= (aij)izl,m,jzl,n: aij € R sau al-j e C




Spatiu vectorial

(X, +, *), pe scurt X, se numeste spatiu vectorial (spatiu liniar) peste
corpul K
+: XX X->X s1-: KX X-X, (K=R)
astfel incat (X, + ) este un grup comutativ:
at+t+b=>b+a,h Va b€ X - comutativitate,
(a+b)+c =a+(b+c),Vabc€X-—asociativitate,
J0€E Xal.a+0=0+a=a,V a€ X—element neutru,
VaeX I-aeXal a+ (-a) = (-a) + a =0-—eclement opus.
1ar pentru operatia de inmultire cu scalar1 au loc relatile:
A-(a+tb)=A-a+A-b,VAEK,K6 VabeX,
A+u-a=A-atu-a, VA uekKk,vVacelX,
A-(u-a) =(Au-a,VA uekK,vVaceX,
31 € K astfel incat1-a =a, Va € X.



Vectori in/dependenti. Baza

Fie X un spatiu liniar. Spunem ca vectorii x; , X;, ..., X, € X
sunt liniar independenti daca:

ax +a,x,+.tax =0>a=a,=.0,=0,0,€eK
Daca relatia @, x; + @, x, + ..+, x, =0 1implica existenta a cel
putin unui scalar a; # 0, atunci vectoril x;, X;, ..., X, S€
numesc liniar dependenti.

Un spatiu vectorial X este finit dimensional daca in spatiul X
exista p vector1 liniar independentt, x;, x;, ...,x, € X, sl orice
mulfime de g elemente din X cu g > p este liniar dependenta.
In acest caz dimensiunea spatiului X este p (dim X = p).




Baza a unuli spatiu vectorial

Fie spatiul vectorial X finit dimensional cu dim X =p.

Orice sistem de p vectori liniar independent1 din X se
numeste baza a spatiului X.

Fie x;, x,, ..., x, € X 0 baza pentru spatiul X . Atunci
pentru orice vector Vx € X, exista s1 sunt unice
constantele a;, @, ..., @, € K astfel mcat

X=a,X, +0,X, + ..+ X —Zax
i=1

Constantele a;, @, ..., @, € K se¢ numesc coordonatele

vectorului x in (raport cu) baza x;, x,, ..., X,




Baza a unui spatiu vectorial

» RR" este un spatiu vectorial finit dimensional in raport
cu operatiile uzuale de adunare a vectorilor si inmultire
a vectorilor cu scalari, dim R™ = n, cu baza canonica:

1)
0

N
[
|

\0,

(0)
1

\0,

(0 )
0

0

.. ,Q..’e
- pozitia k

n

o R™*M este un spatiu vectorial finit dimensional in
raport cu operatiile uzuale de adunare a matricilor s1

inmultire a matricilor cu scalari, dim

]Ran

= mXn

(0)
0

1



Calcul matricial: tipuri si operatii cu matrici

Fie matricea A € Rm*n.

( )
all e 00 aln

A=| : .. ’ A=(aij),-:1___m,j=1...n
\a,, - a, )

Definim matricea transpusa, notata cu A”:

\
(a. ... a.
T ° ° ° T
A =| : . |,A4 =(a..) e R™™
N )i=1...m,j=1...n

\aln ot amn)




Operatii cu matrici

Pentru matricea A € C™*", A = (a;)i=1m,j=1n aij € C
se defineste matricea adjuncta (conjugat transpusa),
notata cu AY:

...n
i=1...m
( ) (o a )
all o 00 aln all e o0 aml
A — . L) . , AH — ) ° .
\aml e amn/ \aln -t amn)

Pentru A € R™™ matricea adjuncti coincide cu transpusa: AH = AT,



Operatii cu matrici

Proprietatile matricei AH: Proprietatile matricei A7:
(A+ B)H =AH + BH (A+B)T=AT + BT

(AH)H = 4 (AT)T =

(AB)H = BH AH (AB)T = BT AT

(A-I)H — (AH)-] (A-I)T — (AT)-I



Operatii cu matrici

Vectorul x € R™ este considerat vector coloand, x € R™*!:

( X, )
X
x=|." = xT=(x1x2 xn)
o . \Xn) : . :
Prin inmultirea Ae; se obtine coloana j a matricu 4, j=I, ..., n.
( )
0 Ca )
1j
a a,
11 1n a
e =| . : 1 | %
ej — . . . pozitiaj |~
\aml -t amn/ E a
NUN A

Prin inmultirea e;”A4 se obtine linia i a matricii 4, =1, ..., m.



Tipuri de matrici

O matrice A € R™™ se numeste simetrica daca

A=AT.
O matrice A € C™™ se numeste autoadjuncta daca
A=AH,

O matrice A € C™*™ se numeste unitard daca
AH4=A A" =1, unde I, € R™™ ¢ matricea unitate

O matrice A € R™™ se numeste ortogonala daca
ATA=AAT=1T,




Tipuri de matrici

O matrice A € C™™ se numeste triunghiulard inferior
(sau inferior triunghiulara) daca a; ;= 0 pentru j > i

4 a, 0 0 0 0 )
a,, a,, o - 0 0
a a a 0 0
31 32 33
A =
Q-1 Q-2 Yu-1ys " Aiyn- 0

\ a, a,, a,; ot an(n—l) ann}



Tipuri de matrici

O matrice A € C™™ se numeste triunghiulard superior
(sau superior triunghiulara) daca a;;= 0 pentru j < i

(an a, a; -*° 4y (n-1) a,, )

0 a,, Qy; -** Ay n-1 a,,

A= 0 0 a, - a,,, a,,
0 0 0 - A_1yn-1) Y n-1yn
0 0 0 - 0 a,




Tipuri de matrici

O matrice D € R"*" se numeste diagonald daca a;;= 0
pentru j = i:

(d, 0 0--- 0 0)
0d, 0--- 0 0

000--d_ 0
0000 4,

Se noteaza simplificat cu D = diag/d,, d,,...,d,].

d (e A)

d, (ezTA)

D* A= , A*D=|d\(4e)) d,(Ae,)---d, (4e,)]

d,(e, )



Recapitulare si/sau intrebari curs 1

Exemple practice
1. Traficul si sistemele liniare
2. Centralitatea in retelele sociale

3. Compresia imaginilor digitale si descompunerea
dupa valori singular (SVD)

Notiuni introductive (= recap.) despre vectori si matrice:
operatii cu vectori si matrice

tipuri de matrice elementare



